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内 容 提 要 


本 书 是 普通 高 等 教育 “十 一 五 "国家 级 规划 教材 ,在 2001 年 出 版 的 《概率 论 与 数理 统计 》 
(第 三 版 ) 的 基础 上 增订 而 成 。 本 次 修订 新 增 的 内 容 有 :在 数理 统计 中 应 用 Excel, bootstrap 
Jrik,p 值 检验 法 , 箱 线 图 等 ;同时 吸收 了 国内 外 优秀 教材 的 优点 对 习题 的 类 型 和 数量 进行 了 
调整 和 充实 。 | | 

本 书 主要 内 容 包括 概率 论 、 数 理 统 计 、 随 机 过 程 三 部 分 ,每 章 附 有 习题 ;同时 涵盖 了 《全 国 
硕士 研究 生 人 学 统一 考试 数学 考试 大 纲 》 的 所 有 知识 点 。 本 书 可 作为 高 等 学 校 工科 .理科 ( 非 
数学 专业 ) 各 专业 的 教材 和 研究 生 人 学 考试 的 参考 书 , 也 可 供 工程 技术 人 员 ,科技 工作 者 参考 。 
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第 四 版 前 言 


本 书 自 1979 年 3 月 初版 至 今 , 已 发 行 近 三 十 年 。 历 经 多 年 教学 实践 的 检 
验 , 得 到 了 国内 广大 院 校 和 任课 教师 的 认可 ,发 行 量 为 国内 同 关 教材 中 最 
多 的 。 

第 四 版 是 普通 高 等 教育 “十 一 五 ”国家 级 规划 教材 ,在 第 三 版 的 基础 上 修订 
编写 而 成 。 在 编写 之 前 ,高 等 教育 出 版 社 在 全 国有 关 高 校 作 过 相当 广泛 的 调查 ， 
本 版 的 编写 吸取 了 相关 的 意见 。 

教材 应 该 力求 与 时 俱 进 。 本 版 新 增加 了 以 下 内 容 : 

(1) 介绍 了 bootstrap 方法 的 基本 思想 和 方法 ,介绍 了 用 bootstrap 方法 求 
参数 点 估计 和 区 间 人 估计 的 具体 做 法 。bootstrap 方法 是 近代 统计 中 的 一 种 用 于 
数据 处 理 的 重要 的 实用 方法 。 

(2) 新 增 了 在 数理 统计 中 应 用 Excel k tE., AAT Excel 软件 及 其 在 
数理 统计 中 的 应 用 ,举例 介绍 了 应 用 VBA 语言 编写 “ 宏 ” 求 解 具体 的 数理 统计 
问题 。 

(3) 新 增 了 假设 检验 问题 的 p 值 检验 法 。 新 增 了 箱 线 图 , 箱 线 图 能 大 致 描 
述 随 机 变量 分 布 的 一 些 重要 性 质 , 还 能 检测 疑似 异常 点 。 

(4) 对 第 三 版 原 有 的 例题 和 习题 作 了 一 些 调 整 , 增 加 了 有 关 加 强 基 本 概念 、 
基本 运算 的 习题 ,在 例题 和 习题 的 选择 上 扩大 了 涉及 的 范围 ,例如 ,农业 ,保险 
业 、 医 学 . 商业、 管理 学. 体育、 等 等 。 

选用 本 教材 的 院 校 类 别 较为 广泛 ,专业 不 一 ,学 生 程 度 不 一 。 我 们 认为 , 教 
材 内 容 要 比 教学 大 网 多 一 些 , 要 比 教 师 在 课堂 讲授 的 多 一 些 ,这 样 能 照顾 到 各 类 
学 校 各 个 专业 的 需要 ,能 满足 不 同 程度 的 学 生 的 学 习 需 要 。 

我 们 在 目 孙 中 打上 了 一 些 * 号 ,在 学 时 限制 下 ,有 + 号 的 内 容 可 以 不 学 。 这 
些 内 容 是 相对 独立 的 , 删 去 不 学 不 影响 全 书 的 讲授 。 在 概率 论 与 数理 统计 部 分 
中 打 x* 号 的 内 容 有 :基于 截 尾 样 本 的 最 大 似 然 估 计 ; 置 信和 区 间 与 假设 检验 之 间 的 
关系 ;样本 容量 的 选取 ; 穆 和 检验 。 此 外 还 有 偏 度 . 峰 度 检 验 , 以 及 这 一 版 新 增 的 
部 分 或 全 部 内 容 。 了 和 随 机 过 程 部 分 视 教 学 计划 中 有 无 这 一 门 课 决 定 取 合 。 

本 次 修订 也 包括 配套 辅导 书 , 它 们 将 与 教材 同时 出 版 。 

本 书 中 新 增 的 有 关 在 数理 统计 中 应 用 Excel 软件 的 内 容 由 浙江 大 学 于 潜 
教授 编写 。 

本 书 由 浙江 大 学 范 大 菌 教授 审阅 ,对 此 我 们 表示 衷心 的 感谢 。 


zt 第 四 版 前 言 
高 等 教育 出 版 社 薪 青 、 李 蕊 、 兰 营 营 同志 为 本 版 教材 做 了 很 多 认真 、 细 致 的 
工作 ,对 此 ,我 们 表示 诚 健 的 感谢 。 

诚 尽 地 希望 读者 批评 、 指 正 。 


È E WAT AA 
2008 年 4 月 


第 三 版 前 言 


这 一 版 我 们 对 于 本 书 第 二 版 中 的 一 些 朴 漏 和 不 妥 之 处 作 了 修改 ,增加 了 基 
于 截 尾 样本 的 最 大 似 然 估 计 ” 和 "置信 区 间 与 假设 检验 之 间 的 关系 "两 小 节 ， 对 各 
章 的 例题 和 习题 作 了 少量 的 增 减 。 

为 了 帮助 读者 抓 住 要 点 ,提高 学 习 质 量 与 效率 ,在 各 章 末 赠 写 了 “小 结 "。 小 
结 中 所 包含 的 内 容 , 有 的 是 用 来 说 明 概 念 的 现实 背景 和 含义 ,对 某 些 概 念 与 方法 
所 基于 的 概率 和 统计 思想 作 了 进一步 的 阐述 ;有 的 则 阐明 一 章 内 容 的 重点 和 基 
本 要 求 ; 有 的 则 指出 学 习 时 应 注意 之 点 。 小 结 也 能 起 到 提纲 都 领 的 作用 。 

书 末 还 增加 了 两 个 参 读 材料 :( 一 ) 随 机 变量 样本 值 的 产生 , (二) 标准 正 态 变 
量 分 布 函 数 再 (z) 的 数值 计算 。 这 些 内 容 在 解决 实际 问题 时 是 常会 用 到 的 。 

本 书 这 一 版 承 柴 根 象 教授 . 王 静 龙 教授 、. 谢 国 瑞 教授 . 范 大 茵 教授 审阅 ,他 们 
提出 了 许多 宝贵 意见 ,对 此 我 们 表示 里 心 的 感谢 。 


k k HWAT AAR 
2000 年 8 月 


第 二 版 前 言 


本 书 是 在 1979 年 出 版 的 第 一 版 的 基础 上 修订 的 ,可 作为 高 等 学 校 工科 、 理 
科 ( 非 数学 专业 ) 概 率 论 与 数理 统计 课程 的 教材 ， 也 可 供 工程 技术 人 员 参 考 。 

本 书 分 三 部 分 。 概 率 论 部 分 (第 一 章 至 第 五 章 ) 作 为 基础 知识 ,为 读者 提供 
了 必要 的 理论 基础 。 数 理 统 计 部 分 (第 六 章 至 第 九 章 ) 主 要 讲述 了 参数 估计 和 假 
设 检验 ,并 介绍 了 方差 分 析 和 回归 分 析 。 随 机 过 程 部 分 (第 十 章 至 第 十 二 章 ) 在 
讲 清 基本 知识 的 基础 上 主要 讨论 了 平稳 随机 过 程 , 还 介绍 了 马尔 可 夫 过 程 。 数 
理 统计 和 随机 过 程 这 两 部 分 内 容 是 相互 独立 的 ,可 根据 专业 的 需要 选用 。 

在 本 书 第 一 版 出 版 后 ,我 们 经 过 进一步 的 教学 实践 ,积累 了 不 少 的 经 验 , 并 
吸收 了 广大 读者 的 意见 ,修订 稿 是 在 这 一 基础 上 写 出 的 。 我 们 修改 了 第 一 版 中 
存在 的 不 当 之 处 ,并 致力 于 教材 质量 的 提高 。 我 们 在 选材 和 和 狂 述 上 尽量 做 到 联 
系 工科 专业 的 实际 ,注重 应 用 ,力图 将 概念 写 得 清晰 易 懂 ,做 到 便于 教学 。 我 们 
在 例题 和 习题 的 选择 上 作 了 努力 ,这 些 题 目 既 具有 启发 性 ,又 有 广泛 的 应 用 性 ， 
从 题目 的 广泛 性 也 可 看 到 本 门 课程 涉及 生活 和 技术 应 用 领域 的 广泛 性 。 读 者 将 
会 发 现 , 这 些 例 题 和 习题 是 代 有 趣味 的 。 为 适应 经 济 建设 的 需要 ,我 们 加 强 了 数 
理 统计 的 内 容 , 例 如 编写 了 “ 算 估 计 法 ”“ 样 本 容量 的 选取 ”和 “ 正 态 分 布 的 偏 度 、 
峰 度 检验 "等 ,并 有 意识 地 加 强 学习 者 统计 计算 能 力 的 培养 。 

书 中 的 一 部 分 内 容 能 直接 应 用 于 解决 实际 课题 , 另 一 部 分 内 容 为 读者 今后 
进一步 学 习 有 关 课 程 或 在 实际 应 用 方面 提供 一 定 的 基础 。 

黄 纪 青 同志 曾 参 加 过 本 书 第 一 版 编写 大 岗 的 讨论 ,撰写 过 第 一 版 第 一 章 的 
初稿 。 

本 书 的 全 部 插图 是 由 张 礼 明 同 志 描 绘 的 。 

本 书 第 二 版 承 魏 宗 舒 教授 . 林 少 官 教授 、 沈 恒 范 教授 、 范 大 英 副 教授 、 攀 孝 述 
副教授 和 汪 振 胶 副 教授 审阅 ,他 们 提出 了 很 多 宝贵 意见 ,对 此 我 们 表示 正 心 的 
RR. 

书 中 不 足 之 处 , 诚 妃 地 希望 读者 批评 指正 。 


BOX WAT ERR 
1988 年 1 月 
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第 一 革 ”概率 论 的 基本 概念 


自然 界 和 社会 上 发 生 的 现象 是 多 种 多 样 的 . 有 一 类 现象 ,在 一 定 条 件 下 必 
然 发 生 , 例 如 ,向 上 抛 一 石子 必然 下 落 , 同 性 电荷 必 相 互 排 斥 , 等 等 . 这 类 现象 
称 为 确定 性 现象 . 在 自然 界 和 社会 上 存在 着 为 一 类 现象 ,例如 ,在 相同 条 件 下 
抛 同 一 枚 硬币 ,其 结果 可 能 是 正面 彰 上 ,也 可 能 是 反面 彰 上 ,并 且 在 每 次 抛掷 
之 前 无 法 肯定 抛 手 的 结果 是 什么 ;用 同一 门 炮 向 同一 目标 射击 ,各 次 弹 着 点 不 
尽 相 同 , 在 一 次 射击 之 前 无 法 预测 弹 着 点 的 确切 位 置 . 这 类 现象 ,在 一 定 的 条 
件 下 ,可 能 出 现 这 样 的 结果 ,也 可 能 出 现 那样 的 结果 ,而 在 试验 或 观察 之 前 不 
能 预知 确切 的 结果 . 但 人 们 经 过 长 期 实践 并 深入 研究 之 后 ,发 现 这 类 现象 在 大 
量 重 复试 验 或 观察 下 , 它 的 结果 却 呈 现 出 某 种 规律 性 . 例如 ,多 次 重复 抛 一 枚 
硬币 得 到 正面 避 上 大 致 有 一 半 , 同 一 门 炮 射 击 同一 目标 的 弹 着 点 按照 一 定 规律 
分 布 ,等 等 . 这 种 在 大 量 重复 试验 或 观察 中 所 呈现 出 的 固有 规律 性 ,就 是 我 们 以 
后 所 说 的 统计 规律 性 . 

这 种 在 个 别 试验 中 其 结果 呈现 出 不 确定 性 ,在 大 量 重 复试 验 中 其 结果 又 具 
有 统计 规律 性 的 现象 ,我 们 称 之 为 随机 现象 . 概率 论 与 数理 统计 是 研究 和 揭示 随 
机 现象 统计 规律 性 的 一 门 数学 学 科 ， 


$1 随机 试验 


我 们 还 到 过 各 种 试验 . 在 这 里 ,我们 把 试验 作为 一 个 合 义 广泛 的 术语 . 它 包 
插 和 名 种 各 样 的 科学 实验 ,其 至 对 某 一 事物 的 某 一 特征 的 观察 也 认为 是 一 种 试验 . 
下 面 举 一 些 试验 的 例子 . 

E,; 抛 一 枚 硬币 ,观察 正面 五 .反面 了 出 现 的 情况 . 

E,. 将 一 枚 硬币 抛掷 三 次 ,观察 正面 互 . 反 面 工 出 现 的 情况 . 

E,. 将 一 枚 硬币 抛掷 三 次 ,观察 出 现 正 面 的 次 数 . 

E,. WARRT ,观察 出 现 的 点 数 . 

E.: 记录 某 城 市 120 急救 电话 台 一 导 夜 接 到 的 呼唤 次 数 . 

Es: 在 一 批 灯 泡 中 任意 抽取 一 只 ,测试 它 的 寿命 . 

E,: 记录 某 地 一 昼夜 的 最 高 温度 和 最 低温 度 . 

上 面 举 出 了 七 个 试验 的 例子 ,它们 有 着 共同 的 特点 . 例如 ,试验 E 有 两 种 
可 能 结 朱 ,出 现 互 或 者 出 现 工 ,但 在 抛 搓 之 前 不 能 确定 出 现 日 还 是 出 现 T, 这 
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个 试验 可 以 在 相同 的 条 件 下 重复 地 进行 . 又 如 试验 Es ,我 们 知道 灯泡 的 寿命 (以 
小 时 计 )t 宇 0, 但 在 测试 之 前 不 能 确定 它 的 寿命 有 多 长 . 这 一 试验 也 可 以 在 相同 
的 条 件 下 重复 地 进行 . 概括 起 来 ,这 些 试验 具有 以 下 的 特点 : 

1 可 以 在 相同 的 条 件 下 重复 地 进行 ; 

2 每 次 试验 的 可 能 结果 不 止 一 个 ,并 且 能 事先 明确 试验 的 所 有 可 能 
2 Aa 

3 进行 一 次 试验 之 前 不 能 确定 哪 一 个 结果 会 出 现 . 

在 概率 论 中 ,我 们 将 具有 上 述 三 个 特点 的 试验 称 为 随机 试验 . 

本 书 中 以 后 提 到 的 试验 都 是 指 随机 试验 . 

我 们 是 通过 研究 随机 试验 来 研究 随机 现象 的 . 


$2 样本 空间 、 随 机 事件 


(一 ) 样本 空间 


对 于 随机 试验 ,尽管 在 每 次 试验 之 前 不 能 预知 试验 的 结果 ,但 试验 的 所 有 可 
能 结果 组 成 的 集合 是 已 知 的 . 我 们 将 随机 试验 五 的 所 有 可 能 结果 组 成 的 集合 称 
E 的 样本 空间 , 记 为 S. 样本 空间 的 元 素 , 即 E 的 每 个 结果 , 称 为 样本 点 . 
下 面 写 出 $ 1 中 试验 E, (k= 二 1,2,… ,7) 的 样本 空间 S, 

SiH., T}; 

SIL HHH,HHT.,HTH,THH,HTT,THT,TTH,TTT); 

Ser toss 252) 

5.011429 dd DG 

Ss1(0,1,2,3,*"}; 

Ss : it tz0); 

Srila y T Sr ys Ti) 3X H. x X78 Jil HE CCO , y 表示 最 高 温度 
CCo. 并 设 这 一 地 区 的 温度 不 会 小 于 T ,也 不 会 大 于 TL. 


(一 ) 随机 事件 


在 实际 中 , 当 进 行 随机 试验 时 ,人 们 常常 关心 满足 某 种 条 件 的 那些 样本 点 所 
组 成 的 集合 . 例如 , 若 规 定 某 种 灯泡 的 寿命 (小 时 ) 小 于 500 为 次 品 , 则 在 E, 中 我 
们 关心 灯泡 的 寿命 是 否 有 (22500. 满足 这 一 条 件 的 样本 点 组 成 S, 的 一 个 子 集 ; 
A= {t| t=500}. RIF A 为 试验 E 的 一 个 随机 事件 . 显然 , 当 且 仅 当 子 集 A 中 
的 一 个 样本 点 出 现时 ,有 12500. 


[S 


b 


Ha 


um 


gi 


=] 


$2 样本 空间 .随机 事件 。 了， 
= 
一 般 ,我 们 称 试验 EE 的 样本 空间 S 的 子 集 为 E 的 随机 事件 ,简称 事件 @. 在 
每 次 试验 中 , 当 且 仅 当 这 一 子 集中 的 一 个 样本 点 出 现时 , 称 这 一 事件 发 生 . 
特别 ,由 一 个 样本 点 组 成 的 单 点 集 , 称 为 基本 事件 . 例如 ,试验 E 有 两 个 基 
TGREÁTUTURIUT) ;试验 E, 有 6 个 基本 事件 {1}),{2}),…, {6). 
样本 空间 S 包含 所 有 的 样本 点 , 它 是 S 自身 的 子 集 ,在 每 次 试验 中 它 总 是 
发 生 的 ,S 称 为 必然 事件 . 空 集 名 不 包含 任何 样本 点 , 它 也 作为 样本 空间 的 子 集 ， 
它 在 每 次 试验 中 都 不 发 生 , 名称 为 不 可 能 事件 . 
下 面 举 几 个 事件 的 例子 . 
例 1 在 EE; 中 事件 A,:“ 第 一 次 出 现 的 是 H”, B 
A; —ciHHH,HHT,HTH,HTT). 
事件 A;:“ 三 次 出 现 同一 面 ”, 即 
A;-—(I(HHH,TTT). 
fE E, 中 ,事件 A: “寿命 小 于 1000 小 时 ”, 即 
4 一 人 0 和 :一 1000). 
在 E, 中 ,事件 A,:“ 最 高 温度 与 最 低温 度 相差 10 摄氏 度 ”, 即 
A, 7 (Gy) 0 To rm ys Ty ). O 


(—) 事件 间 的 关系 与 事件 的 运算 


事件 是 一 个 集合 ,因而 事件 间 的 关系 与 事件 的 运算 自然 按照 集合 论 中 集合 
之 间 的 关系 和 集合 运算 来 处 理 . 下 面 给 出 这 些 关 系 和 运算 在 概率 论 中 的 提 法 . 并 
根据 “事件 发 生 ” 的 含义 ,给 出 它们 在 概率 论 中 的 含义 . : 

BUS E ERSEN S. A,B, A (k=1,2,) E S 的 子 集 ， 

1 奎 ACB, 则 称 事件 B 包含 事件 A ,这 指 的 是 事件 A 发 生 必 导致 事件 B 

& ACB H BCA, Bl A=B, MREFA 与 事件 B 相等 . 

2 事件 4AUB={zlzEA 或 zxEB} 称 为 事件 4A 与 事件 B 的 和 事件 . 当 且 仅 
当 A,B 中 至 少 有 一 个 发 生 时 ,事件 AUB Et. 


A UR FL] A Hn PEA A es A, 的 和 事件 ; 称 U A, 为 可 列 


个 事件 A, ,4: ,… 的 和 事件 . 
3 事件 AMnB=(zlzEA4 且 zEB) 称 为 事件 4 与 事件 如 的 积 事件 . 当 且 仅 


中 ”严格 地 说 ,事件 是 指 S 中 的 满足 某 些 条 件 的 子 集 . 当 S 是 由 有 限 个 元 素 或 由 可 列 无 限 个 元 素 组 
成 时 ,每 个 子 集 都 可 作为 一 个 事件 .车 S 是 由 不 可 列 无 限 个 元 素 组 成 时 , 某 些 子 集 必须 排除 在 外 .幸而 
这 种 不 可 容许 的 子 集 在 实际 应 用 中 几乎 不 会 遇 到 ， 今后 ,每 当 我 们 讲 到 一 个 事件 时 都 是 假定 它 是 容许 考 
号 的 那 种 子 集 . 读者 如 有 兴趣 可 参考 较 详 细 的 教材 . 


"v 第 一 章 ”概率 论 的 基本 概念 
当 A,B 同时 发 生 时 ,事件 ANB 发 生 . AC) B 也 记 作 AB. 


类 似 地 , 称 [| A 为 n 个 事件 A Aes A, 的 积 事件 ; 称 [ ] A, 为 可 列 
个 事件 A A SUBEGIT. 

1 事件 A-B-(z|z€ A Hc € BUEOUHEIE A 与 事件 B 的 差事 件 . 当 且 仅 
"A 发生、B 不 发 生 时 事件 A 一 B 发 生 . 


5 夺 ANB= 包 , 则 称 事件 A 与 B 是 互 不 相 容 的 ,或 互 斥 的 . 这 指 的 是 事件 

A San 不 能 同时 发 生 . 基本 事件 是 两 两 互 不 相 容 的 . 

6 S AUB-SSHRH. A[|B— Ø, WERA 与 事件 B HOME SR ME. 又 称 事件 
4 与 事件 也 互 为 对 立 事件 .这 指 的 是 对 每 次 试验 而 言 ,事件 A、B 中 必 有 一 个 发 
生 , 且 仅 有 一 个 发 生 . A 的 对 立 事件 记 为 A.A==S 一 A. 

用 图 1 一 1 一 图 1 一 6 可 直观 地 表示 以 上 事件 之 间 的 关系 与 运算 . 例如 ,在 图 
1 一 1 中 长 方形 表示 样本 空间 S, 圆 A SIBI B 分 别 表示 事件 A 与 事件 B, 事 件 B 
包含 事件 A. 又 如 在 图 1 一 2 中 长 方形 表示 样本 空间 S, A A 与 圆 B 分 别 表示 事 
件 A 与 事件 了 ,而 阴影 部 分 表示 和 事件 AU B. 


=a BnB-g 


图 1 一 6 


在 进行 事件 运算 时 ,经 常 要 用 到 下 述 定律 . 设 A,B,C 为 事件 , 则 有 
交换 律 :4AUB=BU4; ANB=BNA. 
结合 律 :AU(BUC)=(AUB)UC; 

A(YXGOCO = CANBNG, 


$3 频率 与 概率 = 


分 配 律 :4AU(CBnC)=(4AUB)mCAUC)， 
AFYXGBUO —CXCAXQLB)UCADQO. 
(& PE HR ££ AU B— A( B; ANB=AUB. 
例 2 在 例 1 中 有 
A UA:={HHH, HHT, HTH, HTT,TTT}, 
A, NA:={HHH}, 
A,—A,={TTT}, 
AUA,={THT,TTH,THH}. O 
例 3 如 图 1 一 7 所 示 的 电路 中 ,以 A 表示 “ 信 
号 灯亮 "这 一 事件 ,以 B,C,D 分 别 表示 事件 :继电器 
接点 工 , ,于 闭合 ,那么 容易 知道 BCCA,BDCA， 
BCUBD=A, 而 BA= Ø, BIE (E B 与 事件 A ER 
相 容 . X.BUC-B[C. (左边 表示 事件 “I ,了 [至少 


有 一 个 闭合 ”的 逆 事 件 , 也 就 是 工 , 下 都 不 闭合 , 即 — 
B.C 同时 发 生 .) [] 
$3 频率 与 概率 


对 于 一 个 事件 ( 除 必然 事件 和 不 可 能 事件 外 ) 来 说 , 它 在 一 次 试验 中 可 能 发 
生 , 也 可 能 不 发 生 ,我 们 常常 希望 知道 某 些 事件 在 一 次 试验 中 发 生 的 可 能 性 究竟 
AER. 例如 ,为 了 确定 水 坝 的 高 度 ,就 要 知道 河流 在 造 水 坝 地 段 每 年 最 大 洪水 
达到 某 一 高 度 这 一 事件 发 生 的 可 能 性 大 小 . 我 们 希望 找到 一 个 合适 的 数 来 表征 
事件 在 一 次 试验 中 发 生 的 可 能 性 大 小 . 为 此 ,首先 引入 频率 , 它 描述 了 事件 发 生 
的 频繁 程度 ,进而 引出 表征 事件 在 一 次 试验 中 发 生 的 可 能 性 大 小 的 数 一 一 概率 . 

(一 ) 频率 

定义 ”在 相同 的 条 件 下 ,进行 了 nn 次 试验 ,在 这 nn 次 试验 中 ,事件 A 发 生 的 
次 数 na 称 为 事件 A 发 生 的 频数 . 比值 n/n 称 为 事件 A 发 生 的 频率 ,并 记 成 
flA). 

由 定义 , 易 见 频率 具有 下 述 基本 性 质 ， 

l^ 0s. f, CAM; 

2^ f, (S) 

3 AE Ai As n AL 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 则 

FA VA U UAD =S FL CAD - FLOAT FCA). 
由 于 事件 A 发 生 的 频率 是 它 发 生 的 次 数 与 试验 次 数 之 比 , 其 大 小 表示 A 发 
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生 的 频繁 程度 . 频率 大 ,事件 A 发 生 就 频繁 ,这 意味 着 事件 A 在 一 次 试验 中 发 生 
的 可 能 性 就 大 . 反之 亦 然 . 因而 ,直观 的 想法 是 用 频率 来 表示 事件 A 在 一 次 试 
验 中 发 生 的 可 能 性 的 大 小 . 但 是否 可 行 , 先 看 下 面 的 例子 . 

例 1 考虑 " 抛 重 币 " 这 个 试验 ,我 们 将 一 枚 硬币 抛掷 5 次 .50 次 .500 次 ,各 
做 10 38. 得 到 数据 如 表 1 一 1 所 示 ( 其 中 nr 表示 日 发 生 的 频数 ,f,(H) 表 示 H 
发 生 的 频率 ). 


X1—1 
n= 500 
ny faH) 
oul 0. 302 
249 0. 498 
256 0. 512 
253 0. 506 
25] 0. 502 
246 0. 492 
244 0. 488 
258 0. 516 
262 0. 524 
247 0. 494 


这 种 试验 历史 上 有 人 做 过 ,得 到 如 表 1 一 2 所 示 的 数据 
囊 1 一 2 


从 上 述 数据 可 以 看 出 : 抛 硬币 次 数 n 较 小 时 ,频率 f,( 理 ) 在 0 与 1 之 间 随 机 
波动 ,其 幅度 较 大 ,但 随 着 n 增 大 ,频率 f, (日) 呈现 出 稳定 性 . 即 当 n XX DÉC 
时 f,( 瑟 ) 总 是 在 0. 5 附近 摆动 ,而 逐渐 稳定 于 0. 5. Ej 

例 2 考察 英语 中 特定 字母 出 现 的 频率 . 当 观 察 字 母 的 个 数 x (试验 的 次 


83 频率 与 概率 Ao os 


数 ) 较 小 时 ,频率 有 较 大 幅度 的 随机 波动 . 但 当 n 增 大 时 ,频率 呈现 出 稳定 性 . 表 
1 一 3 就 是 一 份 英文 字母 频率 的 统计 表 中 : 


表 1 一 3 
字母 频率 

0. 018 6 

0. 015 6 

0. 010 2 

O 0. 006 0 

I 0. 001 6 

N 0. 001 0 

5 0. 000 9 

R 0. 000 6 
H 


E 
大 量 试 验证 实 , 当 重复 试验 的 次 数 n 逐渐 增 大 时 ,频率 户 (4) 旺 现 出 稳定 
性 ,逐渐 稳定 于 某 个 常数 . 这 种 “频率 稳定 性 ” 即 通 常 所 说 的 统计 规律 性 . 我 们 
让 试验 重复 大 量 次 数 , 计 算 频 率 f (A), 以 它 来 表征 事件 A 发 生 可 能 性 的 大 小 
是 合适 的 . 
但 是 ,在 实际 中 ,我们 不 可 能 对 每 一 个 事件 都 做 大 量 的 试验 ,然后 求 得 事件 
的 频率 ,用 以 表征 事件 发 生 可 能 性 的 大 小 . 同时 ,为 了 理论 研究 的 需要 ,我 们 从 频 
率 的 稳定 性 和 频率 的 性 质 得 到 启发 ,给 出 如 下 表征 事件 发 生 可 能 性 大 小 的 概率 
的 定义 . 


(一 ) 概率 


EX R EEMI. S 是 它 的 样本 空间 . 对 于 互 的 每 一 事件 4 赋予 一 
个 实数 , 记 为 P(A), 称 为 事件 A 的 概率 ,如 果 集合 函数 P(，。) 满 足下 列 条 件 : 

1 非 负 性 : 对 于 每 一 个 事件 A, 有 PCA); 

2 规范 性 : 对 于 必然 事件 S$, 有 P(S)=1; 

3 可 列 可 加 性 : 设 4A, ,4,,… 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 即 对 于 AA =Ø, 
iX j.i.j—1.2, 8 


-———— P— 


(D 这 是 由 Dewey.G.Stit f £4 438 023 个 字母 得 到 的 . 81 Bp Relative Frequency of English Spellings 
(Teachers College Press. Columbia University. New York.1970). 
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| PC(A,UA;U-- 2 PCAD) HPA > 9-7, (3. 1) 
在 第 五 章 中 将 证 明 , 当 "一 ce 时 频率 f, (A) 在 一 定 意义 下 接近 于 概率 
P(A). 基 于 这 一 事实 ,我 们 就 有 理由 将 概率 P(A) 用 来 表征 事件 A 在 一 次 试验 
中 发 生 的 可 能 性 的 大 小 . 
由 概率 的 定义 ,可 以 推 得 概率 的 一 些 重要 性 质 . 
性 质 i PIOZ0—0. 


证 A A, = Ø (n=1,2,), Bi Ua =Ø. AA; — D iz jii. j71,2, 
e. 由 概率 的 可 列 可 加 性 (3. 1) 得 


P(S) — P(LJ A.) > PAD = SPØ). 
r=] s—] n=] 


FH PESE RU JE MIER, POS) > 0, 故 由 上 式 知 P) = 0. O 
性 质 ii CB ER RT Din £r A As t A, 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 则 有 
P(A, UA: U + UA, = PCA D) + PCA) ++ PCA, ). (3:2) 


(3. 2) 式 称 为 概率 的 有 限 可 加 性 . 
证 4 4 一 4 一 … 一 好 , 即 有 AA —  ,isÉjsoi,j—1,2,*. EH (3.1) 
式 得 
PCA U A; U = U A,) 
= P( |] A)» MPa 
k=] k=] 


= $ P(A) +0 = P(A) +P(A) +e 4- P(A,). 
k=j 


(3. 2) 式 得 证 . 口 
性 质 iii 设 A,B 是 两 个 事件 , 若 ACB, 则 有 
P(B—A) —PCB) —PCA); (3. 3) 
P(B)ZPCA). (3. 4) 
证 HACBAILB-AU(CG-—A4)0 (参见 图 I—D.HACG- A0 — C Bg 
率 的 有 限 可 加 性 (3. 2) ,得 | 


P(B)= PCA-PCB— A), 
(3. 3) 得 证 ;又 由 概率 的 非 负 性 1, PCB— A0 2:0 A 
P(B)ZPCA). 口 
性 质 iv 对 于 任 一 事件 A, 
P(A)<1. 
证 因 4CS, 由 性 质证 得 
POGODX P) -1. O 


84 等 可 能 概 型 (古典 概 型 ) 95 


性 质 v( 逆 事件 的 概率 ) 对 于 任 一 事件 ASH 
P(A)=1— P(A). 
证 因 AUA=5, 且 AA=Ø, H (3.2) 式 , 得 
1=P(S)=P(AUA)=P(A)+P(A). 


性 质 v fu. Li 
性 质 vi( 加 法 公式 ) 对 于 任意 两 事件 A,B 有 
PC(CAUB)—PCA) H-PCB) — P(AB). (3. 5) 
证 IAAUB-—AU(G-—AB) (参见 图 1—2)»). H ACB—C AB) — C ,ABC.B, 
故 由 (3. DAAG. 303518 
P(A U B)= P(A) + PCB — AB) 
= P(A) + P(B) — P(AB). C 


(3.50 式 还 能 推广 到 多 个 事件 的 情况 . 例如 , 设 A ,4:,4; 为 任意 三 个 事 
件 , 则 有 
PCA UA: UA) — PCAD E PA; + PCA)) — PCA, A,) 
—PG.M.:—PGSAD-EPGAGLA.. (3.6) 
一 般 , 对 于 任意 个 事件 4, ,4: ,…,4。, 可 以 用 归纳 法 证 得 
PA,UAU--UAD- 3229 一 >, P(AA,) 


li jen 


+ BD) POAAAD+ RD"™ PAAA, ). 
lic je hn 


(3. 7) 
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S 1 中 所 说 的 试验 E,,E, ,它们 具有 两 个 共同 的 特点 ， 

1 试验 的 样本 空间 只 包含 有 限 个 元 素 ; 

2 试验 中 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 . 

具有 以 上 两 个 特点 的 试验 是 大 量 存在 的 . 这 种 试验 称 为 等 可 能 概 型 . 它 在 概 
率 论 发 展 初期 曾 是 主要 的 研究 对 象 ,所 以 也 称 为 古典 概 型 . 等 可 能 概 型 的 一 些 概 
念 具有 直观 ,容易 理解 的 特点 ,有 着 广泛 的 应 用 . 

下 面 我 们 来 讨论 等 可 能 概 型 中 事件 概率 的 计算 公式 . 

设 试验 的 样本 空间 为 S= (es essel. 由 于 在 试验 中 每 个 基本 事件 发 生 
的 可 能 性 相同 , 即 有 

Plie})=P({e))= = P(e,}). 

又 由 于 基本 事件 是 两 两 互 不 相 容 的 . 于 是 
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l= P(S) = Plie)? U tle) U-- UteD 
+e +H Pile 二 naP (le), 


Pau, i = 1,2,:,.n. 
n 


若 事件 A 包含 上 个 基本 事件 , 即 A m les) UG UU (e XR i, 

i rni, 是 1,2,…,n RR ARTIS BUNC. 则 有 
P(A) = Drue = É ri 10i (4. 1) 

(4. 1) 式 就 是 等 可 能 概 型 中 事件 A 的 概率 的 计算 公式 @. 

例 1 将 一 枚 硬币 抛掷 三 次 (1) 设 事件 A, 为 “ 恰 有 一 次 出 现 正面 ”, 求 
PCA): (D 设 事件 As 为 “至 少 有 一 次 出 现 正面 ", 求 P(A,). 

解 ORE SITE, 的 样本 空间 : 

Ss= {HHH,HHT,HTH,THH,HTT,THT, TTH ,TTT). 

而 A= {HTT, THT,TTH}. 

S, 中 包含 有 限 个 元 素 , 且 由 对 称 性 知 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 . 故 
由 (4. 1) 式 ,得 


ER! 
P(A, )= g' 


(2 由 于 A, = {TTT} ,于 是 
- uL NM RR NH 
P(A,)=1— P(A,)=1 og L] 


当 样 本 空间 的 元 素 较 多 时 ,我 们 一 般 不 再 将 S 中 的 元 素 一 一 列 出 ,而 只 需 
分 别 求 出 S 中 与 A 中 包含 的 元 素 的 个 数 ( 即 基 本 事件 的 个 数 ) ,再 由 (4. 1) 式 即 
可 求 出 A 的 概率 . 

例 2 一 个 口袋 装 有 6 只 球 ,其 中 4 只 白 球 .2 只 红 球 . 从 袋 中 取 球 两 次 ,每 
次 随机 地 取 一 只 . 考虑 两 种 取 球 方式 ; (a) 第 一 次 取 一 只 球 , 观 察 其 颜色 后 放 回 
袋 中 , 搅 匀 后 再 取 一 球 . 这 种 取 球 方式 叫做 放 回 抽样 . (b) 第 一 次 取 一 球 不 放 回 
袋 中 ,第 二 次 从 剩余 的 球 中 再 取 一 球 . 这 种 取 球 方式 叫做 不 放 回 抽样 . 试 分 别 就 
上 面 两 种 情况 求 (1) 取 到 的 两 只 球 都 是 白 球 的 概率 ;(2) 取 到 的 两 只 球 颜 色相 
同 的 概率 ;(3) 取 到 的 两 只 球 中 至 少 有 一 只 是 白 球 的 概率 . 

BE CO 放 回 抽样 的 情况 . 


(D Amica. 1) 所 确定 的 概率 满足 非 负 性 .规范 性 和 有 限 可 加 性 . 但 此 时 由 于 S 中 只 含有 限 个 子 
集 ( 只 有 Cs 十 C3 十 … 十 Cs 二 2* 个 子 集 ). 因而 著 在 S 中 取 可 列 无 限 个 两 两 互 不 相 容 的 事件 A Ar eA, 
…* 则 其 中 必 和 包含 无 限 多 个 不 可 能 事件 , 即 知 可 列 可 加 性 与 有 限 可 加 性 是 等 价 的 
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一 一 


以 A.B.C 分别 表 示 事 件 “ 取 到 的 两 只 球 都 是 白 球 ”,“ 取 到 的 两 只 球 都 是 红 
球 ”,“ 取 到 的 两 只 球 中 至 少 有 一 只 是 白 球 ”. 易 知 “ 取 到 两 只 颜色 相同 的 球 ” 这 一 
事件 即 为 AUB, 而 C—B 

在 钱 中 依次 取 两 只 球 , 每 一 种 取 法 为 一 个 基本 事件 ,显然 此 时 样本 空间 中 仅 
包含 有 限 个 元 素 . 且 由 对 称 性 知 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 ,因而 可 利用 
(4. 1) 式 来 计算 事件 的 概率 . 

第 一 次 从 袋 中 取 球 有 6 只 球 可 供 抽 取 , 第 二 次 也 有 6 只 球 可 供 抽 取 . 由 组 合 
法 的 乘法 原理 ,共有 6X6 种 取 法 . 即 样 本 空间 中 元 素 总 数 为 6X6. 对 于 事件 A 
而 言 , 由 于 第 一 次 有 4 只 白 球 可 供 抽取 ,第 二 次 也 有 4 只 白 球 可 供 抽取 ,由 乘法 
原理 共有 4X4 种 取 法 , 即 A 中 包含 4X4 个 元 素 . 同 理 ,B 中 包含 2X2 个 元 素 . 
于 是 


PUDE S 
j22X2..l 
PU aa 


HT AB— 名 ,得 
P(AUB) 一 P(A) 十 PCB) 一 总. 
P(O PD) -1- PGOD—3. 

Cb) 不 放 回 抽样 的 情况 . 

由 读者 自己 完 O 

例 3 $n 只 球 随机 地 放 入 N (N 三 四 个 盒子 中 去 , 试 求 每 个 盒子 至 多 有 一 
只 球 的 概率 〈 设 盒子 的 容量 不 限 ). 

BE Kn RRA 六 个 盒子 中 去 ,每 一 种 放 法 是 一 基本 事件 . 易 知 ,这 是 古典 
概率 问题 , 因 每 一 只 球 都 可 以 放 人 N 个 盒子 中 的 任 一 个 盒子 , 故 共 有 NX 
NOX eX NN" 种 不 同 的 放 法 ,而 每 个 盒子 中 至 多 放 一 只 球 共 有 N(N 一 1)…[N 一 
(n 一 1)j 种 不 同 放 法 . 因而 所 求 的 概率 为 

RE 
N” N" 

有 许多 问题 和 本 例 具 有 相同 的 数学 模型 . 例如 ,假设 每 人 的 生日 在 一 年 365 
天 中 的 任 一 天 是 等 可 能 的 , 即 都 等 于 1/365 ,那么 随机 选取 n la | 个 人 ,他 
们 的 生日 各 不 相同 的 概率 为 


365 * 364 * Lr Lio cnp 
365" 


因而 ,n 个 人 中 至 少 有 两 人 生日 相同 的 概率 为 
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HÀ: 


_] 365° 364 * "+ (365—n+1) 
p 365" 


n 20 Z3 30 40 90 64 100 


b 0.411 0.507 0.706 0.891 0.970 0.997 0.999 999 7 


从 上 表 可 看 出 ,在 仅 有 64 人 的 班级 里 , “至少 有 两 人 生日 相同 ?这 一 事件 的 概率 
与 1 相差 无 几 , 因 此 ,如 作 调 查 的 话 , 几 乎 总 是 会 出 现 的 .读者 不 妨 试 一 试 ， 局 
例 4 RE Nm AFPA DEKKE SAFER n 件 , 间 其 中 恰 有 
k RSD) 件 次 品 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 在 NN 件 产品 中 抽取 n 件 ( 这 里 是 指 不 放 回 抽样 ), 所 有 可 能 的 取 法 共有 


D 
) 种 ,每 一 种 取 法 为 一 基本 事件 , 且 由 于 对 称 性 知 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 


» 
Ti 


性 相同 . 又 因 在 D UC HP RI FA RT et GRO (7 ) Ms fE N— D 件 正品 
中 取 n 一 k 件 所 有 可 能 的 取 法 有 (“”“。) 种 ,由 乘法 原理 知 在 N 件 产品 中 取 。 


件 ,其 中 恰 有 件 次 品 的 取 法 共有 |( ， 6E ) 种 ,于 是 所 求 概率 为 


a am 


(4. 2) 式 即 所 谓 超 几何 分 布 的 概率 公式 . O 

BIS RHA a RARR, b 只 红 球 ,kk 个 人 依次 在 的 中 取 一 只 球 ,(1) 作 放 回 
抽样 ;(2) 作 不 放 回 抽样 , 求 第 i (i 二 1,2,…,k) 人 取 到 白 球 ( 记 为 事件 B) 的 概率 
(bxad- b). 

解 CD 放 回 抽样 的 情况 ,显然 有 


PCB) 一 


au 
(a+b) a a ^c o 


———————4Y 


D 对 于 任意 实数 。 以 及 非 负 整数 ,定义 ( 外 一 meuar INL 例如 ( ")- 


r! 


(se PODC REDER, 特别， 当 为 正 整数 , 且 rca 时 , (l) 即 为 组 合 数 ， 妈 


a 
FO 


$4 等 可 能 概 型 (古典 概 型 ) *。 13.» 


件 发 生 的 可 能 性 相同 . 当 事 件 B 发 生 时 ,第 ; 人 取 的 应 是 白 球 , 它 可 以 是 HA 
球 中 的 任 一 只 ,有 4a 种 取 法 . 其 余 被 取 的 有 一 1 只 球 可 以 是 其 余 a 十 6 一 1 只 球 中 
的 任意 上 一 1 只 ,共有 (a 十 5 一 1)(a 二 6 一 2 [a 十 5b 一 1 一 (一 1) 十 1 = AEG 种 
取 法 ,于 是 事件 B 中 包含 a，As1is_1 个 基本 事件 , 故 由 (4. 1) 式 得 到 


P(B) =a. Acl /AL 一 T 


值得 注意 的 是 P(B) 与 i 无关, 即 上 个 人 取 球 ,尽管 取 球 的 先后 次 序 不 同 , 各 
人 取 到 日 球 的 概率 是 一 样 的 ,大 家 机 会 相同 (例如 在 购买 福利 彩票 时 ,各 人 得 疾 
的 机 会 是 一 样 的 ), 男 外 还 值得 注意 的 是 放 回 抽样 的 情况 与 不 放 回 抽样 的 情况 
T P(B) 是 一 样 的 . 口 

例 6 在 1 一 2000 的 整数 中 随机 地 取 一 个 数 , 问 取 到 的 整数 既 不 能 被 6 整 
除 , 又 不 能 被 8 整除 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 设 A 为 事件 “ 取 到 的 数 能 被 6 整除 ”,B 为 事件 “ 取 到 的 数 能 被 8 整 
除 ”, 则 所 求 概率 为 


P(A B)= P(AUB)=1— PCAU B) 
=1—[P(A)+P(B)—P(AB)]. 


由 于 333< 099 334, 


: — 333 
m PCA) = 5000" 


A |. 250 
故 得 P(B) aE 


又 由 于 一 个 数 同时 能 被 6 与 8 整除 ,就 相当 于 能 被 24 整除 ,因此 ,由 
83< <84, 


得 E5)—.93. 


2000 
于 是 所 求 概率 为 
ooa e 3 
$47 将 15 名 新 生 随 机 地 平均 分 配 到 三 个 班级 中 去 ,这 15 名 新 生 中 有 3 
名 是 优秀 生 . 问 (1) 每 个 班级 各 分 配 到 一 名 优秀 生 的 概率 是 多 少 ? (2) 3 名 优秀 
生 分 配 在 同一 班级 的 概率 是 多 少 ? 
BE 15 名 新 生平 均 分 配 到 三 个 班级 中 的 分 法 总 数 为 
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154/101/5X 151 
| 5 J 5 ):)75 5! 5] 
每 一 种 分 配 法 为 一 基本 事件 , 且 由 对 称 性 易 知 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 . 
(1) 将 3 名 优秀 生 分 配 到 三 个 班级 使 每 个 班级 都 有 一 名 优秀 生 的 分 法 共 3! 
种 .对 于 这 每 一 种 分 法 ,其 余 12 名 新 生平 均 分 配 到 三 个 班级 中 的 分 法 共有 
i 11 种 . 因此 ,每 一 班级 各 分 配 到 一 名 优秀 生 的 分 法 共有 7 +17! 种. 于 是 


所 求 概 率 为 


5! 51 5! JI 
(2) 将 3 名 优秀 生 分 配 在 同一 班级 的 分 法 共有 3 种 . ii 种 分 法 ,其 


R 12 名 新 生 的 分 法 (一 个 班级 2 名 , 另 两 个 班级 各 5 RO LL M LIC 3 


3! X HEH 15! 25 


名 优秀 生 分 配 在 同一 班级 的 分 法 共有 引信 1 种 ,于 是 ,所 求 概率 为 
! 9 
Pa SE SÍ SESESICST L 
例 8 某 接待 站 在 某 一 周 曾 接待 过 12 次 来 访 ,已 知 所 有 这 12 次 接待 都 是 、 
在 周二 和 和 周 四 进行 的 , 问 是 否 可 以 推断 接待 时 间 是 有 规定 的 ? 
解 ” 假 设 接待 站 的 接待 时 间 没 有 规定 ,而 各 来 访 者 在 一 周 的 任 一 天 中 去 接 
待 站 是 等 可 能 的 ,那么 ,12 次 接待 来 访 者 都 在 周二 、 周 四 的 概率 为 


2570. 000 000 3. 


人 们 在 长 期 的 实践 中 总 结 得 到 “概率 很 小 的 事件 在 一 次 试验 中 实际 上 几乎 
是 不 发 生 的 “( 称 之 为 实际 推断 原理 ). 现在 概率 很 小 的 事件 在 一 次 试验 中 竟然 发 
生 了 ,因此 有 理由 怀疑 假设 的 正确 性 ,从 而 推断 接待 站 不 是 每 天 都 接待 来 访 者 ， 
即 认为 其 接待 时 间 是 有 规定 的 . E 


$5 条 件 概率 


(一 ) 条件 概率 


条 件 概率 是 概率 论 中 的 一 个 重要 而 实用 的 概念 . 所 考虑 的 是 事件 A 已 发 生 
的 条 件 下 事件 B 发 生 的 概率 . 先 举 一 个 例子 . 

例 1 将 一 枚 硬币 抛掷 两 次 ,观察 其 出 现 正 反面 的 情况 . 设 事件 A 为 “至 少 
有 一 次 为 万 ", 事 件 刀 为 “两 次 掷 出 同一 面 ” 现在 来 求 已 知事 件 A 已 经 发 生 的 条 
件 下 事件 B 发 生 的 概率 . 
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这 里 ,样本 空间 为 S= {HH, HT,TH,TT},A= {HH,HT, 了 五 ), 召 型 
(五 五, 了 7T). 易 知 此 属 古典 概 型 问题 . 已 知事 件 A 已 发 生 , 有 了 这 一 信息 ,知道 
TT 不 可 能 发 生 , 即 知 试验 所 有 可 能 结果 所 成 的 集合 就 是 A. A 中 共有 3 个 元 
素 , 其 中 只 有 万 万 EB. 于 是 ,在 事件 A 发 生 的 条 件 下 事件 B 发 生 的 概率 ( 记 为 
P(B|A)) 为 


PKBIA)— 3. 口 
在 这 里 ,我们 看 到 PCB) —2/42 PCB | AD. 这 是 很 容易 理解 的 ,因为 在 求 
P(BIA) 时 我 们 是 限制 在 事件 A 已 经 发 生 的 条 件 下 考虑 事件 B 发 生 的 概率 的 . 
5 5b. 5 AN 


P(A)= 1 ,PCAB) 1 „PCB A) 3 3/4' 
MA 
_ P(AB) 
P(B|A)= POD- (5. 1) 


对 于 一 般 古 典 概 型 问题 ,车 仍 以 P(BIA) 记 事件 4 已 经 发 生 的 条 件 下 事件 
B 发 生 的 概率 , 则 关系 式 (5. 1) 仍 然 成 立 . 事实 上 , 设 试验 的 基本 事件 总 数 为 n,A 
所 包含 的 基本 事件 数 为 m(m 放 0),AB 所 包含 的 基本 事件 数 为 k, 即 有 


—k_ k/n _PCAB) 
PAs min  P(A)" 


在 一 般 场合 ,我 们 将 上 述 关系 式 作为 条 件 概 率 的 定义 . 
定义 RA, BEMAR, H PCAY20, f 
PCAB) 
PCA) 
为 在 事件 A 发 生 的 条 件 下 事件 B 发 生 的 条 件 概率 , 
不 难 验 证 ,条件 概率 P(，|A) 符 合 概 率 定 义 中 的 三 个 条 件 ， 
Bp | 
1 非 负 性 : 对 于 每 一 事件 BR P(GL[ 4020; 
2 规范 性 : 对 于 必然 事件 S, 有 P(S|A)=1; 
3 可 列 可 加 性 : i B,,B,,… 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 则 有 


P(U B | A)= Dp, | A. 
既然 条 件 概 率 符 合 上 述 三 个 条 件 , 故 8$3 中 对 概率 所 证 明 的 一 些 重要 结果 
都 适用 于 条 件 概 率 . 例如 ,对 于 任意 事件 B.B 有 
P(B, UB: | AD — PGB,| AD - PCB; | A0 — P(B, B, LA). 
例 2 一 盒子 装 有 4 只 产品 ,其 中 有 3 只 一 等 品 ,1 只 二 等 品 . 从 中 取 产 品 两 


P(B|A)}= (5. 2) 
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次 ,每 次 任 取 一 只 , 作 不 放 回 抽样 . 设 事件 A 为 “第 一 次 取 到 的 是 一 等 品 ” ,事件 
B 为 “第 二 次 取 到 的 是 一 等 品 ” 试 求 条 件 概率 P(B|A). 
EO ” 易 知 此 属 古典 概 型 问题 . 将 产品 编号 ,1,2,3 号 为 一 等 品 ;4 号 为 二 等 

m. 以 (i,7) 表 示 第 一 次 ,第 二 次 分 别 取 到 第 i 号 .第 j 号 产品 .试验 EF( 取 产品 两 
次 ,记录 其 号 码 ) 的 样本 空间 为 

—{C]1,2) ,01,3) ,C14) ,02,1) ,2.3), C2.4) ,0 (4,1), 04.4204 (4,3)}, 

A-—11,2,.CL,,3),0,D,(02;5,(2,32,(2,0,(3,D,5(,2)5 ds 

AB={(1,2) ,1,3) ,2,1) ,2,3) ,3,1),(3,2)), 
按 (5. 2) 式 ,得 条 件 概 率 


Pia PB, 0/12 2 


P(A) 9/12 3 

也 可 以 直接 按 条 件 概率 的 含义 来 求 P(B1A). 我 们 知道 , 当 事 件 A 发 生 以 
后 ,试验 E 所 有 可 能 结果 的 集合 就 是 A,A 中 有 9 个 元 素 ,其 中 只 有 (1,2)， 
(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2) 属 于 B, 故 可 得 


= 
PEIA L 


(一 ) 乘法 定理 
由 条 件 概率 的 定义 (5. 2) ,立即 可 得 下 述 定理 . 
乘法 定理 设 P(4) 盖 0, 则 有 
P(AB) — PCGB| A) PCA). (5. 3) 
(5. 3) 式 称 为 乘法 公式 . 
(5. 3) 式 容易 推广 到 多 个 事件 的 积 事 件 的 情况 . 例如 , 设 A,B,C 为 事件 , 且 
PCAB)7—0, Jill fj 
PK(ABO) — PCCI AB) PCB| A) PCA), (5. 4) 
在 这 里 ,注意 到 由 假设 PCGCAB)0 可 推 得 PCAYZPCAB)0. 
一 般 , 设 A ,A;,…,A, 为 n 个 事件 ,n 宇 2, 且 PCA A A, 2270, BUDE 
P(A Aj ** An) 5 PCA, | A, Az; A 2 PA, [A A * A, 42 PCA; | AD PCGA, ). 
| (5. 5) 
例 3 XÍSPAHrHZZLDESR:HESE. SIX EBSPEERUO BER 982 H Bri £6 
然后 放 回 ,并 再 放 人 a 只 与 所 取出 的 那 只 球 同 色 的 球 . 若 在 袋 中 连续 取 球 四 次 ， 
试 求 第 一 ,二 次 取 到 红 球 且 第 三 、 四 次 取 到 白 球 的 概率 . 
解 ” 以 A;(i==1,2,3,4) 表示 事件 “第 i 次 取 到 红 球 ”, 则 A LA. 分 别 表示 事 
件 第 三 、 四 次 取 到 白 球 . 所 求 概 率 为 
iuc a TA SECUS 


35 条 件 概 率 2 5. 


"FEE u^ . t "Tu AE " 
rttt3a r-ct4d-2a rttta rtt | 
$4 设 某 光学 仪器 厂 制 造 的 透镜 ,第 一 次 落下 时 打破 的 概率 为 1/2, 35 98 
一 次 落下 未 打破 ,第 二 次 落下 打破 的 概率 为 7/10, 若 前 两 次 落下 未 打破 ,第 三 次 
落下 打破 的 概率 为 9/10. 试 求 透镜 落下 三 次 而 未 打破 的 概率 . 
BR ”以 A,(i 二 1,2,3) 表 示 事 件 “ 透 镜 第 i 次 落下 打破 ”, 以 B 表示 事件 “透镜 
落下 三 次 而 未 打破 ”因为 B=AlA,A,, 故 有 
P(B)— PCA,A;A) = PA, | ALAD PC, | AO PA) 


- (75) 0- 8) -2)- 3 


为 解 , 按 题 意 


B=A, UAA, LA A545. 
而 A ,4,A, AL A; A; 是 两 两 互 不 相 容 的 事件 , 故 有 
P(B)=P(A ) +P(A A0 + PA, A,A,). 


E PCD =}, PCA; [AD = PC, [ACAD BUR 


4 ul 4 E CLEA CNET S 
POS AD =P AO PCAD ic (1 2] 200 


-&0-8)6-3)-85 


s Slad EE. NE 
改 得 PCB) — y 20 200 200 
Li 190 8 
Eb 200  200' J 


(三 ) 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 


下 面 建立 两 个 用 来 计算 概率 的 重要 公式 . 先 介 绍 样本 空间 的 划分 的 定义 . 

定义 ” 设 S 为 试验 E 的 样本 空间 ,Bi,B,,…,B, M E 的 一 组 事件 . 若 

(D B,B;— Ø ,ij ij=1 ,2 ,Nn; 

GD B,UB,U…UB 一 S， 
则 称 Bi, B;,…,B, 为 样本 空间 S 的 一 个 划分 . 

右 Bi,B,,…,B, 是 样本 空间 的 一 个 划分 ,那么 ,对 每 次 试验 ,事件 B,， 
B; B, 中 必 有 一 个 且 仅 有 一 个 发 生 . 

例如 , 设 试验 三 为“ 掷 一 颗 骨 子 观察 其 点 数 ” 它 的 样本 空间 为 $= {1,2,3， 
4,5,6). 王 的 一 组 事件 B 一 (1,2,3),B: 一 (4,5),B; 一 16} 是 S 的 一 个 划分 . 而 事 
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{FH C, —(1,2,3),C—(3,4),C, — (5,6) PÆ S 的 划分 . 
定理 设 试 验 的 样本 空间 为 S,A 为 E 的 事件 ,B,B,,…,B, 为 $S 的 一 
个 划分 , 且 P(B,) 守 0 (i==1,2,…,n), 则 
P(A)= P(A|B,)P(B,)+P(A|B,) PCB;2 +++ 
P(A| B,)PCB,). (5. 6) 
(5. 60 式 称 为 全 概率 公式 ， 
在 很 多 实际 问题 中 P(A) 不 易 直 接 求 得 ,但 却 容易 找到 S 的 一 个 划分 B, 
B; s+, B, H. P(B;) 和 P(A|B;) 或 为 已 知 ,或 容易 求 得 ,那么 就 可 以 根据 (5. 6) 
ARH PA). 
证 因为 
A=AS=A(B.UB,U:…UB,)=AB), UAB: U UAB,, 
由 假设 PIGT0 G=1,2, n), HOCABOCAB;,) — £i i55 ji, j 1,2. n 得 
到 
P(A)= PCAB)O 9 PCAB;) +- + PCAB,) 
=P(A| B) P(B) +P(A|B:)P(B,) ++ 
4-PCA|B,) PCB,). 口 
另 一 个 重要 公式 是 下 述 的 贝 叶 斯 公式 . 
定理 设 试验 FE 的 样本 空间 为 S.A 为 五 的 事件 ,Bi B, B, A S 的 一 
个 划分 , 且 PCA27-0, PCGB,)750 (i 二 1,2,…,n),; 则 
P(A | B)P(B;) 


P(B, | A) =. 
>,P(A | B;) P(B,) 
(5. 7) FKA MIHE (Bayes) ARO. 
证 由 条 件 概率 的 定义 及 全 概率 公式 即 得 


P(B; | A) = 一 一 一 一 1,2， n. [E] 
» P(A | B;)P(B;) 


j=l 
特别 在 (5. 6) 式 ,(5.7) 式 中 取 n=2, 3% B, 记 为 B, 此 时 B, 就 是 互 ,那么 ， 
全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 分 别 成 为 
P(A) = P(A | B)P(B) + P(A | B)P(B), (5. 8) 
P(AB) — P(A | B)PCG) 
P(A) P(A|B)P(B)+P(A|B)PB) 


= 1 .25,***.7. (5. 1j 


P(B| A) 三 (5. 9) 


这 两 个 公式 是 常用 的 . 


Q ”在 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 中 ,要 求 Bio Bio. B, 是 S 的 一 个 划分 ,将 这 一 条 件 改 为 “Bi;B,= 
Ø iji j=l, 2, en, B Pi B UB: U UB, = 一 1 两 个 公式 仍然 成 立 . 


$5 Kk Pr BE E | I9 * 


HS 茶 电 子 设备 制造 三 所 用 的 元 件 是 由 三 家 元 件 制 造 三 提供 的 . 根据 以 
往 的 记录 有 以 下 的 数据 : 


元 件 制造 厂 | 次 品 率 提供 元 件 的 份额 
| | 0.02 .— 0. 15 
2 | 0. 01 0. 80 
3 0. 03 0. 05 


没 这 三 家 工厂 的 产品 在 仓库 中 是 均匀 混合 的 , 且 无 区 别 的 标志 . (1) 在 仓库 中 随 
机 地 取 一 只 元 件 , 求 它 是 次 品 的 概率 ;(2) 在 仓库 中 随机 地 取 一 只 元 件 , 若 已 知 
取 到 的 是 次 品 ,为 分 析 此 次 品 出自 何 广 , 需 求 出 此 次 品 由 三 家 工厂 生产 的 概率 分 
别 是 多 少 . 试 求 这 些 概率 . 
解 ” 设 A 表示 “ 取 到 的 是 一 只 次 品 ”,B;(i= 二 1,2,3) 表 示 “ 所 取 到 的 产品 是 
由 第 :家 工厂 提供 的 ” 易 知 ,B, B: B 是 样本 空间 S 的 一 个 划分 ,是 有 
P(B,)=0. 15,P(B,)=0. 80, P(B,)=0. 05, 
P(A|IB,)—0.02, PCAI| B) 20.01. PCA| B) —0, 03. 
(1) 由 全 概率 公式 
P(A)= P(AIB,)P(B)+P(A|B;)P(B,)+ PCA| B, PCB4) 
=0, 0125, 


(2) 由 贝 叶 斯 公式 
P(A|B,)P(B,) 0.02X0.15 


POH eA) oi 2 


P(B,|A)=0.64, P(B,|A})=0, 12. 
以 上 结 末 表明 ,这 只 次 品 来 自 第 2 家 工厂 的 可 能 性 最 大 . [] 
例 6 据 美 国 的 一 份 资料 报导 ,在 美国 总 的 来 说 患 肺癌 的 概率 约 为 0.196, 
在 人 群 中 有 20% 是 吸烟 者 ,他 们 患 肺癌 的 概率 约 为 0.4% , 求 不 吸 者 患 肺癌 的 概 
率 是 多 少 7 
解 ” 以 C 记事 件 “ 患 肺癌 ”, 以 A 记事 件 “ 吸 烟 ”, 按 题 意 PCC) =0. 001, 
PCA) —0. 20, PCC| A) —0. 004. fi EK ZR UE BERE PCC| AO. 由 全 概率 公式 有 
POCO) — POCCIA)PCA)- PCCIAD) PAS. 
将 数据 代入 ,得 
0. 001 =0.004X0.20+P(CIA)P(A) 
—0. 004 X0. 20+ PCC| A) X0, 80, 
PG] A) — 0. 00025. [] 
例 7 对 以 往 数据 分 析 结 果 表 明 , 当 机 器 调整 得 良好 时 ,产品 的 合格 率 为 
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tucummrueur 


9826 ,而 当 机 器 发 生 某 种 故障 时 ,其 合格 率 为 55%. 每 天 早上 机 器 开动 时 ,机 器 
调整 良好 的 概率 为 95%. 试 求 已 知 某 日 早上 第 一 件 产品 是 合格 品 时 ,机 器 调整 
良好 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 设 A 为 事件 “产品 合格 ”,B 为 事件 “机 兹 调整 民 好 ”. 已 知 PCALBO)— 
0.98, PCA| B) 0.55, PC B) 0. 95, PCB) —0. 05, Br ok B pO POBLAD. 由 
贝 叶 斯 公式 

P(AIB)P(B) 

PCA|B)PCB) - P(A|B)P(B) 
o 0.98X0.95 
0. 98X 0. 954-0. 55X0. 05 
这 就 是 说 , 当 生 产 出 第 一 件 产品 是 合格 品 时 ,此 时 机 器 调整 良好 的 概率 为 0. 97. 
这 里 ,概率 0. 95 是 由 以 往 的 数据 分 析 得 到 的 ,叫做 先 验 概率 . 而 在 得 到 信息 ( 即 
生产 出 的 第 一 件 产 品 是 合格 品 ) 之 后 再 重新 加 以 修正 的 概率 ( 即 0.97) 叫 做 后 验 
概率 . 有 了 后 验 概率 我 们 就 能 对 机 器 的 情况 有 进一步 的 了 解 . O 

例 8 根据 以 往 的 临床 记录 , 某 种 诊断 癌症 的 试验 具有 如 下 的 效果 : 若 以 
A 表示 事件 “试验 反应 为 阳性 ”, 以 C 表示 事件 “被 诊断 者 患 有 癌症 ”, 则 有 
P(A|C)=0. 95, P(A|C)=0. 95. 现在 对 自然 人 群 进行 普查 , 设 被 试验 的 人 患 有 
癌症 的 概率 为 0.005, 即 PCC)= 二 0.005, 试 求 P(C|A). 

解 已 知 P(A|C)=0.95,P(A|C)=1 一 PC(A|C)=0.05,P(C)=0. 005, 
P(C) 二 0.995, 由 贝 叶 斯 公式 


P(CIA)= 


P(BIA)= 


=0, 97, 


Eee 
P(A|C) PCO) - PCA| C) PCC) 
本 题 的 结果 表明 ,虽然 PCA|C) —0. 95, PCA| C) —0. 95, AANEREN. 
但 车 将 此 试验 用 于 普查 , 则 有 PCCI AD —0. 087. 28 BU IE Wü E FLA 8. 7 5 GE ES 
1000 个 具有 阳性 反应 的 人 中 大 约 只 有 87 人 确 患 有 癌症 ). 如 果 不 注 意 到 这 一 
点 ,将 会 得 出 错误 的 诊断 ,这 也 说 明 , 若 将 P(AIC) 和 PCCIA) 混 清 了 会 造成 不 
良 的 后 果 . C 
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i A,B 是 试验 E 的 两 事件 , 若 P(A) 盖 0, 可 以 定义 PCBA). 一般 ,4 的 发 
EX B 发 生 的 概率 是 有 影响 的 ,这 时 PC(B|A) 关 P(B), 只 有 在 这 种 影响 不 存在 
时 才 会 有 P(B|A)==P(B), 这 时 有 

PCAB)— PCB| A)PCA) — PCA) PCB). 
例 1 设 试验 FE 为 “ 抛 甲乙 两 枚 硬币 ,观察 正 反面 出 现 的 情况 ”. 设 事件 A 


$6 m x T . 21» 


为 “ 甲 币 出 现 H”, $F BA LAHAR H”. E WEES EA 
SsS={HH,HT,TH,TT). 


由 (4. 1) 式 得 
PA =t PBE, 


PBIAD=+4, PKAB) 3. 


在 这 里 我 们 看 到 PIOBLAY—PCBD,mli P(AB) 二 P(A)P(B). 事实 上 ,由 题 意 , 显 


然 甲 币 是 否 出 现 正面 与 乙 币 是 否 出 现 正面 是 互 不 影响 的 . E 
定义 ” 设 A,B 是 两 事件 ,如 果 满 足 等 式 
P(AB)= PCA)PCB), (6. 1) 


则 称 事件 A,B 相互 独立 ,简称 A,B 独立 . 
容易 知道 , 若 PCA)>0,PB)>0, W A,B 相互 独立 与 A,B 互 不 相 容 不 能 
同时 成 立 . 
定理 一 设 A,B 是 两 事件 ,日 P(A) 守 0. 车 A,B 相互 独立 , 则 POBLA) — 
P(B). 反之 亦 然 . 
定理 的 正确 性 是 显然 的 . 
定理 二 ”车 事件 A 与 已 相互 独立 , 则 下 列 各 对 事件 也 相互 独立 : 
A 与 B, A 与 B, A 与 B. 
证 因为 A 一 A(BUB)=ABUAB, 得 
P(A)= P(AB U AB) = P(AB) + PCAB) 
= PCA)PCB) + P(AB), 
P(AB)= P(A)[1 ~ P(B)] = P(A)P(B). 
因此 A 与 B 相互 独立 . 由 此 可 立即 推出 A 与 相互 独立 . 再 由 B=B, 又 推出 
A 与 B 相互 独立 . Lj 
下 面 我 们 将 独立 性 的 概念 推广 到 三 个 事件 的 情况 ， 
定义 设 4,B,C 是 三 个 事件 ,如果 满足 等 式 
P(AB)= P(A)P(B), 
P(BC)= PCB)PCO), 
P(AC) - PCA) PCOD, 
PCABC) - PCA)PCB) PCC), 
则 称 事件 4,B,C 相互 独立 . 
一 般 , 设 A ,A,,…,A, 是 n(n 之 2) 个 事件 ,如 果 对 于 其 中 任意 ?2 个 ,任意 3 
个 ,…, 任 意 7 个 事件 的 积 事 件 的 概率 ,都 等 于 各 事件 概率 之 积 , 则 称 事件 A， 
Asstt A, 相互 独立 . 


(5. 2) 
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由 定义 ,可 以 得 到 以 下 两 个 推论 . 

1" 若 事件 A1,A;,… ,A,(n 宇 2) 相 互 独 立 , 则 其 中 任意 上 (2 三 k 志 加) 个 事件 也 
是 相互 独立 的 . 

2r: n TRF ALAS LALCRZE2D TR E Rr LOUER A ,A,,…,A, 中 任意 多 
个 事件 换 成 它们 各 自 的 对 立 事 件 , 所 得 的 个 事件 仍 相 互 独立 ， 

1 由 独立 性 定义 可 直接 推出 .2 从 直观 上 看 是 显然 的 . HF n=? 时 ,在 定 
理 二 已 作 了 证 明 ,一般 的 情况 由 数学 归纳 法 容易 证 得 ,此 处 上 略 . 

两 事件 相互 独立 的 含义 是 它们 中 一 个 已 发 生 , 不 影响 另 一 个 发 生 的 概率 . 
在 实际 应 用 中 ,对 于 事件 的 独立 性 常常 是 根据 事件 的 实际 意义 去 判断 . 一 般 , 若 
由 实际 情况 分 析 ,A,B 两 事件 之 间 没 有 关联 或 关联 很 微弱 , 那 就 认为 它们 是 相 
互 独立 的 . 例如 A.B 分 别 表示 甲乙 两 人 患 感 冒 . 如 果 甲 、. 乙 两 人 的 活动 范围 
相距 其 远 ,就 认为 A、B 相互 独立 . 若 甲 乙 两 人 是 同 住 在 一 个 房间 里 的 , 那 就 不 
能 认为 4.B 相互 独立 了 . 

例 2 一 个 元 件 ( 或 系统 ) 能 正常 工作 的 概率 
称 为 元 件 (或 系统 ) 的 可 靠 性 . 如 图 1 一 8, 设 有 4 
个 独立 工作 的 元 件 1,2,3,4 按 先 串联 再 并 联 的 
方式 连接 ( 称 为 串 并 联系 统 ), 设 第 i 个 元 件 的 可 
靠 性 为 p;(i 二 1,2,3,4), 试 求 系统 的 可 靠 性 . 

解 ” 以 A,(i=1,2,3,4) 表 示 事 件 “ 第 i 个 元 Pe 
件 正常 工作 ” ,以 A 表示 事件 “系统 正常 工作 ”. 

系统 由 两 条 线路 I 和 开 组 成 (如 图 1 一 8)， 当 和 且 仅 当 至 少 有 一 条 线路 中 的 两 
个 元 件 均 正常 工作 时 这 一 系统 正常 工作 , 故 有 

A = A A; U A;A,. 
由 事件 的 独立 性 ,得 系统 的 可 靠 性 
P(A)= P(A A) + PAA) — P(AA,A,A,) 
= P(A, ) P(A) + P(A PA) — P(A, ) P(A) PCA) P(A, ) 
= pip: + bapa — Pi Pe Papio [] 

例 3 要 验收 一 批 (100 fF) 乐器 . 验收 方案 如 下 : 自 该 批 乐 器 中 随机 地 取 3 
件 测试 ( 设 3 件 乐 器 的 测试 的 结果 是 相互 独立 的 ) ,如 果 3 件 中 至 少 有 一 件 在 测 
试 中 被 认为 音色 不 纯 , 则 这 批 乐器 就 被 拒绝 接收 , 设 一 件 音色 不 纯 的 乐器 经 测试 
查 出 其 为 音色 不 纯 的 概率 为 0.95; 而 一 件 音色 纯 的 乐器 经 测试 被 误 认 为 不 纯 的 
概率 为 0.01. 如 果 已 知 这 100 件 乐器 中 恰 有 4 件 是 音色 不 纯 的. 试问 这 批 乐 器 
被 接收 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 设 以 日 ,(i 二 0,1,2,3) 表 示 事 件 “ 随 机 地 取出 3 件 乐 器 ,其 中 恰 有 i 件 音 
Dai”, H. HiH: H; 是 S 的 一 个 划分 ,以 A 表示 事件 “这 批 乐 器 被 接收 ”. 
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已 芭 一 件 音色 纯 的 乐 带 ,经 测试 被 认为 音色 纯 的 概率 为 0.99, 而 一 件 音 色 不 纯 
的 朱 禹 ,经 测试 徐 误 认为 音色 纯 的 概率 为 0.05, 并 且 3 件 乐 项 的 测试 的 结 采 是 


相互 独立 的 ,于 是 有 
PCA|H,270. 99*, P(A] H,)2 —0. 99* x 0. 05, 
P(A) H,)=0. 99X0. 05, PCA| H32—0.05?, 


u rao) raro) 
peno- (ROC). raro E) 


3 
故 POD = SIPA | HOPCH) = 0.8574 +0. 0055 +0 4-0 


= 0. 8629. [] 
例 4 甲乙 两 人 进行 乒乓 球 比 赛 , 每 局 甲 胜 的 概率 为 p. pz51/2. 问 对 甲 而 
,采用 三 局 二 胜 制 有 利 , 还 是 采用 五 局 三 胜 制 有 利 . 设 各 局 胜 负 相互 独立 . 
E ”采用 三 局 二 胜 制 , 甲 最 终 获 胜 , 其 胜局 的 情况 是 ,“ 甲 甲 ” 或 “ 乙 甲 甲 ” 或 
“PZP” 而 这 三 种 结局 互 不 相 容 ,于 是 由 独立 性 得 甲 最 终 获 胜 的 概率 为 
hi £g -T2£' 一 力 ). 
采用 五 局 三 胜 制 , 甲 最 终 获 胜 ,至少 需 比 赛 3 局 (可 能 赛 3 局 ,也 可 能 赛 4 局 
或 5 局 ), 且 最 后 一 局 必须 是 甲 胜 , 而 前 面 甲 需 胜 二 局 . 例如 , 共 赛 4 局 , 则 甲 的 
胜局 情况 是 :“ 甲 乙 甲 甲 ”,“ 乙 甲 甲 甲 ”,“ 甲 甲乙 甲 ”, 且 这 三 种 结局 互 不 相 容 . 由 
独立 性 得 在 五 局 三 胜 制 下 甲 最 终 获胜 的 概率 为 


p: pd Gea- - (5) a =p, 


而 p: — pi pp —15g + 12p-— 3) 
= 3p'Cp— 1)! (2p — 1). 


1 1 
M pH pica p= 时 p: = pi -3. 故 当 p 福 时 ,对 甲 来 说 采用 五 局 


Til 


三 胜 制 为 有 利 . 当 p 一 忆 时 两 种 赛制 甲乙 最 终 获 胜 的 概率 是 相同 的 ,都 是 5094. 
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随机 试验 的 全 部 可 能 结果 组 成 的 集合 S 称 为 样本 空间 . 样本 空间 S 的 子 集 称 为 事件 ， 
当 且 仅 当 这 一 子 集中 的 一 个 样本 点 出 现时 , 称 这 一 事件 发 生 . 事件 是 一 个 集合 ,因而 事件 间 
的 关系 与 事件 的 运算 自然 按照 集合 论 中 集合 之 间 的 关系 和 集合 的 运算 来 处 理 . 集合 间 的 关 
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系 和 集合 的 运算 ,读者 是 熟悉 的 ,重要 的 是 要 知道 它们 在 概率 论 中 的 含义 。 

在 一 次 试验 中 ,一 个 事件 ( 除 必然 事件 与 不 可 能 事件 外 ) 可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 , 其 发 生 
的 可 能 性 的 大 小 是 客观 存在 的 . 事件 发 生 的 频率 以 及 它 的 稳定 性 ,表明 能 用 一 个 数 来 表征 事 
件 在 一 次 试验 中 发 生 的 可 能 性 的 大 小 . 我 们 从 频率 的 稳定 性 及 频率 的 性 质 得 到 启发 和 抽象 ， 
给 出 了 概率 的 定义 . 我 们 定义 了 一 个 集合 (事件 ) 的 函数 P(，), 它 满足 三 条 基本 性 质 ,1° 非 
负 性 ,2 规范 性 ,3 可 列 可 加 性 . 这 一 函数 的 函数 值 P(A) 就 定义 为 事件 A 的 概率 

慨 率 的 定义 只 给 出 概率 必须 满足 的 三 条 基本 性 质 , 并 未 对 事件 A 的 概率 P(4) 给 定 一 个 
具体 的 数 . 只 在 古典 概 型 的 情况 ,对 于 每 个 事件 A 给 出 了 概率 P CAD S= b/n ((4.1) 式 ). 一 
AE ,我 们 可 以 进行 大 量 的 重复 试验 ,得 到 事件 A 的 频率 ,而 以 频率 作为 P(4) 的 近似 值 . 或 者 
根据 概率 的 性 质 分 析 ,得 到 PCAD RS Rf. 

在 古典 概 型 中 ,我 们 证 明了 条 件 概 率 的 公式 
P(AB) 
P(A) ' 
在 一 般 的 情况 ,(5.2) 式 则 作为 条 件 概 率 的 定义 . 固定 4, 条 件 概率 P(，14) 具 有 概率 定义 中 
的 三 条 基本 性 质 , 因 而 条 件 概率 是 一 种 概率 . 

有 两 种 计算 条 件 概率 P(B|A) 的 方法 :(1) 按 条 件 概率 的 含义 ,直接 求 出 PCBIAD. 注意 
到 ,在 求 PCBIA) 时 已 知事 件 A 已 发 生 , 样 本 空间 S 中 所 有 不 属于 A 的 样本 点 都 被 排除 , 原 
有 的 样本 空间 S 缩减 成 为 S =A. 在 缩减 了 的 样本 空间 S =A 中 计算 事件 B 的 概率 就 得 到 
PC(B| AX. (2) 在 S 中 计算 P(AB) 及 PA). AREG. DERI PBA). 

将 (5. 2) 式 写成 


P(B| A) 一 PCA) — 0. (5. 2) 


P(AB) = P(B| A)P(A), P(A)  Q. (5. 3) 

这 就 是 乘法 公式. 我 们 常 按 上 述 第 一 种 方法 求 出 条 件 概率 ,从 而 按 (5. 3) 可 求 得 PAB). 

事件 的 独立 性 是 概率 论 中 的 一 个 非常 重要 的 概念 . 概率 论 与 数理 统计 中 的 很 多 很 多 内 
容 都 是 在 独立 的 前 提 下 讨论 的 . 应 该 注意 到 ,在 实际 应 用 中 ,对 于 事件 的 独立 性 ,我 们 往往 不 
是 根据 定义 来 验证 而 是 根据 实际 意义 来 加 以 判断 的 . 根据 实际 背景 判断 事件 的 独立 性 ,往往 
并 不 困难 . 
图 重要 术语 及 主题 

下 面 列 出 了 本 章 的 重要 术语 及 主题 ,请 读者 写 出 它们 的 定义 或 内 容 , 然 后 与 教材 中 的 陈 
述 校 核 , 看 看 你 是 否 写 对 了 . 这 样 做 旨 在 使 读者 在 复习 时 收 到 较 好 的 效果 . 

随机 试验 ”样本 空间 ”随机 事件 ”基本 事件 频率 概率 古典 概 型 ”A 的 对 立 事件 
A 及 其 概率 ”两 个 互 不 相 容 事件 的 和 事件 的 概率 ”概率 的 加 法 定理 ”条件 概 率 ”概率 的 乘 
法 公式 ”全 概率 公式 ” 贝 叶 斯 公式 ”事件 的 独立 性 ”实际 推断 原理 


习题 
1. 写 出 下 列 随 机 试验 的 样本 空间 S. 
(OD 记录 一 个 班 一 次 数学 考试 的 平均 分 数 ( 设 以 百分制 记分 ). 


(2) 生产 产品 直到 有 10 件 正 品 为 止 ,记录 生产 产品 的 总 件数 ， 
(3) 对 某 工 厂 出 厂 的 产品 进行 检查 ,合格 的 记 上 “正品 ”, 不 合格 的 记 上 “次 品 ”, 如 连续 查 


— 
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出 了 2 件 次 品 就 停止 检查 ,或 检查 了 4 件 产品 就 停止 检查 ,记录 检查 的 结果 . 

(4) 在 单位 圆 内 任意 取 一 点 ,记录 它 的 坐标 . 

2. 设 和 AA,B,C 为 三 个 事件 ,用 A,B,C 的 运算 关系 表示 下 列 各 事件 ; 

(D A 发生,B 与 C 不 发 生 . 

(D A 与 B 都 发 生 , 而 CC 不 发 生 . 

(3) A,B,C 中 至 少 有 一 个 发 生 . 

(4) A,B,C 都 发 生 . 

(5) A,B,C 都 不 发 生 . 

(6) A,B,C 中 不 多 于 一 个 发 生 . 

C) A,B,C 中 不 多 于 两 个 发 生 ， 

(8) A,B,C 中 至 少 有 两 个 发 生 . 

3. CO 设 A,B,C 是 三 个 事件 , 且 P(A)= PCB) — P(C) — 1/4, PCAB) = PCBO) —0, 
P(4C)=1/8, 求 4,B,C 至 少 有 一 个 发 生 的 概率 . 

(2) 已 知 PCA) —1/2, PCB) —1/3, P(O — 1/5, PCAB) — 1/10, PCAC) «1/15, PCBC) = 
1/20, PCABC) 21/30K AUB.AB,AUBUC.ABC.ABC, ABUC 的 概率 . 

(3) 已 知 PCA)—1/2, CO; A.B 互 不 相 容 , 求 PCB), GO PCAB) 51/8 3& PCAB). 

4. 设 A,B 是 两 个 事件 . 

(1) E, 4l AB—-AB,WriE A=B. 

(2) 验证 事件 A 和 事件 B ER- TREHRR A P CAD H- PCB) 7 2PCAD). 

5.10 片 药片 中 有 5 片 是 安慰 剂 . 

(1) 从 中 任意 抽取 5 片 , 求 其 中 至 少 有 2 片 是 安慰 剂 的 概率 ， 

(2) 从 中 每 次 取 一 片 , 作 不 放 回 抽样 , 求 前 3 次 都 取 到 安慰 剂 的 概率 ， 

6. 在 房间 里 有 10 个 人 ,分 别 佩戴 从 1 号 到 10 号 的 纪念 章 , 任 选 3 人 记录 其 纪念 章 的 
号 码 . 

(1) 求 最 小 号 码 为 5 的 概率 . 

(2) 求 最 大 号 码 为 5 的 概率 ， 

7. 某 油漆 公司 发 出 17 桶 油漆 ,其 中 白 漆 10 M ES R4 3 桶 ,在 搬运 中 所 有 标签 
脱落 , 交 货 人 随意 将 这 些 油 漆 发 给 顾客 . 问 一 个 订货 为 4 桶 白 漆 .3 桶 黑 漆 和 2 桶 红 潜 的 顾 
客 ,能 按 所 订 颜 色 如 数 得 到 订货 的 概率 是 多少 ? 

8. 在 1500 件 产品 中 有 400 PE AS ,1100 件 正品 , 任 取 200 件 . 

CD RAA 90 件 次 品 的 概率 . 

(2) 求 至 少 有 2 件 次 品 的 概率 . 

9. 从 5 双 不 同 的 鞋子 中 任 取 4 只 , 问 这 4 只 鞋子 中 至 少 有 两 只 配 成 一 双 的 概率 是 客 少 ? 

10. 在 11 张 卡片 上 分 别 写 上 probability 这 11 个 字母 ,从 中 任意 连 抽 7 张 , 求 其 排列 结果 
为 ability 的 概率 ， 

11. 将 3 只 球 随机 地 放 人 4 个 杯子 中 去 , 求 杯 子 中 球 的 最 大 个 数 分 别 为 1,2,3 的 概率 . 

12. 50 只 锦 钉 随机 地 取 来 用 在 10 个 部 件 上 ,其 中 有 3 只 锦 钉 强度 太 弱 , 每 个 部 件 用 3 只 
锦 钉 . 若 将 3 只 强度 太 弱 的 锦 钉 都 装 在 一 个 部 件 上 , 则 这 个 部 件 强度 就 太 弱 . 问 发 生 一 个 部 件 
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13. 一 俱乐部 有 5 名 一 年 级 学 生 ,2 名 二 年 级 学 生 ,3 名 三 年 级 学 生 ,2 名 四 年 级 学 生 . 
(D 在 其 中 任 选 4 名 学 生 , 求 一 .二 .三 .四 年 级 的 学 生 各 一 名 的 概率 . 
(2) 在 其 中 任 选 5 名 学 生 , 求 一 ,二 ,三 ,四 年 级 的 学 生 均 包含 在 内 的 概率 . 


14. CD 已 知 PCA) —0, 3, PCB) —0, 4, PCAB) — 0.5, 求 条 件 概率 P(B|AUB). 

(2) 已 知 P(A)=1/4,P(B|A)=1/3,P(A|B)=1/2, 求 P(AUB). 

15. 撕 两 颗 贫 子 , 已 知 两 颗 骨 子 点 数 之 和 为 7, 求 其 中 有 一 颗 为 1 点 的 概率 (用 两 种 
方太 小 

16. 据 以 往 资 料 表明 , 某 一 3 口 之 家 , 患 菜 种 传染 病 的 概率 有 以 下 规律 ， 

PUBCT T8396) —0. 6, P ERIA) 孩子 得 病 } 一 0. 5， 
P{ 父 亲 得 病 | 母亲 及 孩子 得 病 }=0. 4， 
求 母亲 及 孩子 得 病 但 父亲 未 得 病 的 概率 . 

17. 已 知 在 10 件 产品 中 有 2 件 次 品 , 在 其 中 取 两 次 ,每 次 任 取 一 件 , 作 不 放 回 抽样 . 求 下 
列 事件 的 概率 ; 

(1) 两 件 都 是 正品 . 

(2) 两 件 都 是 次 品 . 

(3) 一 件 是 正品 ,一 件 是 次 品 . 

(4) 第 二 次 取出 的 是 次 品 . 

18. 革 人 忘记 了 电话 号 码 的 最 后 一 个 数字 ,因而 他 随意 地 拨号 . 求 他 拨号 不 超过 三 次 而 接 
通 所 需 电话 的 概率 . 若 已 知 最 后 一 个 数字 是 奇数 ,那么 此 概率 是 多 少 ? 

19. (1) 设 甲 袋 中 装 有 nn 只 和 白 球 、m RIAR: ZERERA N 只 白 球 ,MM 只 红 球 . 今 从 甲 袋 
中 任意 取 一 只 球 放 人 乙 伐 中 ,再 从 乙 复 中 任意 取 一 只 球 . 问 取 到 白 球 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 第 一 只 合子 装 有 5 只 红 球 ,4 只 白 球 ; 第 二 只 盒子 装 有 4 只 红 球 ,5 RAR. 先 从 第 一 
盒 中 任 取 2 只 球 放 人 第 二 盒 中 去 ,然后 从 第 二 盒 中 任 取 一 只 球 . 求 取 到 白 球 的 概率 . 

20. 某 种 产品 的 商标 为 "MAXAM”, 其 中 有 2 个 字母 脱落 ,有 人 捡 起 随意 放 回 , 求 放 回 后 
仍 为 "MAXAM” 的 概率 . 

21. 已 知 男子 有 5% 是 色盲 患者 ,女子 有 0.25% 是 色盲 患者 . 今 从 男女 人 数 相 等 的 人 群 中 
随机 地 挑选 一 人 ,恰好 是 色 育 者 , 问 此 人 是 男性 的 概率 是 多 少 ? 

22. 一 学 生 接 连 参 加 同一 课程 的 两 次 考试 . 第 一 次 及 格 的 概率 为 p, 若 第 一 次 及 格 则 第 二 
次 及 格 的 概率 也 为 p; 若 第 一 次 不 及 格 则 第 二 次 及 格 的 概率 为 p/2. 

COD 车 至 少 有 一 次 及 格 则 他 能 取得 某 种 资格 , 求 他 取得 该 资格 的 概率 . 

(2) 若 已 知 他 第 二 次 已 经 及 格 , 求 他 第 一 次 及 格 的 概率 . 

23. 将 两 信息 分 别 编码 为 A A B 传送 出 去 ,接收 站 收 到 时 ,A 被 误 收 作 瑟 的 概率 为 
0.02, 而 B 被 误 收 作 A 的 概率 为 0.01. 信息 A 与 信息 B 传送 的 频繁 程度 为 2: 1. 若 接收 站 收 
到 的 信息 是 A, 问 原 发 信息 是 A 的 概率 是 多 少 ? 

24. 有 两 箱 同 种 类 的 零件 ,第 一 箱 装 50 只 ,其 中 10 只 一 等 品 ;第 二 箱 装 30 只 ,其 中 18 只 
一 等 品 . 今 从 两 箱 中 任 挑 出 一 箱 ,然后 从 该 箱 中 取 零 件 两 次 ,每 次 任 取 一 只 , 作 不 放 回 抽样 . 求 

OO 第 一 次 取 到 的 零件 是 一 等 品 的 概率 ， 


2] 题 trs 


(2) 在 第 一 次 取 到 的 零件 是 一 等 品 的 条 件 下 ,第 二 次 取 到 的 也 是 一 等 品 的 概率 ， 
25. 某 人 下 午 5:00 下 班 , 他 所 积累 的 资料 表明 : 


到 家 时 间 5:35—5:39 5:40~5:44 — 51:45—5:49 — 5:50—5:54 F 5:54 
乘 地 铁 的 概率 0. 10 0. 25 0, 45 0. 15 0. 05 
乘 汽 车 的 概率 0. 30 0. 35 0. 20 0. 10 0. 05 


某 日 他 抛 一 枚 硬币 决定 乘 地 铁 还 是 乘 汽车 ,结果 他 是 5:47 到 家 的 . 试 求 他 是 乘 地 铁 回 家 的 

26. 病 树 的 主人 外 出 ,委托 邻居 浇 水 , 设 已 知 如 果 不 浇 水 , 树 死去 的 概率 为 0. 8. 若 滤 水 则 
树 死去 的 概率 为 0.15. 有 0. 9 的 把 握 确 定 邻居 会 记得 浇 水 . 

(1) 求 主人 回来 树 还 活着 的 概率 . 

(2) 车 主人 回来 树 已 死去 , 求 邻 居 忘 记 洲 水 的 概率 . 

27. 设 本 题 涉 及 的 事件 均 有 意义 . 设 4,B 都 是 事件 . 

(D 已 知 P(4A)>0, 证 明 PCABIADZE PCAB|AU B). 

(2) 车 P(A|B) —1, EB] PXGBI A) — 1. 

(3) ER C 也 是 事件 , 且 有 PCALOZPGLIO.PGGQOZPCGIGC) ,证 明 PCAYZPCB). 

28. 有 两 种 花 籽 ,发 芽 率 分 别 为 0.8,0.9, 从 中 各 取 一 颗 , 设 各 花 籽 是 否 发 芽 相 互 独立 . 求 

(1) 这 两 里 花 籽 都 能 发 芽 的 概率 . 

(2) ENA- BU BE Iz 2E B RE. 

(3) 恰 有 一 颗 能 发 芽 的 概率 . 

29. 根据 报道 美国 人 血型 的 分 布 近 似 地 为 :A FH 3726 ,0 型 为 AA ,B RIS 1325 , AB 型 
Hg 676. 夫妻 拥有 的 血型 是 相互 独立 的 . 

(D B 型 的 人 只 有 输入 BLO 两 种 血型 才 安 全 , 车 妻 为 B 型 , 夫 为 何 种 血型 未 知 , 求 夫 是 妻 
的 安全 输血 者 的 概率 . 

(2) 随机 地 取 一 对 夫妇 , 求 妻 为 B 型 夫 为 A 型 的 概率 . 

(3) 随机 地 取 一 对 夫妇 , 求 其 中 一 人 为 A 型 , 另 一 人 为 B 型 的 概率 ， 

(4) 随机 地 取 一 对 夫妇 , 求 其 中 至 少 有 一 人 是 O 型 的 概率 . 

30. (D. 给 出 事件 ALB 的 例子 ,使 得 

(D PCAJBD PCA), GD PCAIB)— P(AD, Gi P(A|B)>P(A). 

(2) 设 事件 A,B,C 相互 独立 ,证 明 (i) C 5S AB 相互 独立 . GO C 与 A4UB 相互 独 立 

(3) 设 事件 A 的 概率 P(A) 王 0, 证 明 对 于 任意 另 一 事件 B, 有 A.B 相互 独立 . 

(4) 证 明 事 件 A.B 相互 独立 的 充 要 条 件 是 P(A|B)= PEAB). 

31. 设 事 件 ALB 的 概率 均 大 于 零 ,说 明 以 下 的 氢 述 (1) 必然 对 . CO 必然 错 . (3) 可 能 对 . 
并 说 明理 由 . 

(D 看 4 与 忆 互 不 相 容 , 则 它们 相互 独立 ， 

(2) 4; A 5 B 相互 独 立 , 则 它们 互 不 相 容 ， 

(3) PCA) - PCB) 0.6. H A,B 互 不 相 容 . 

(4) PCA) —PC(JBD2 —0.6, H A.B 相互 独立 . 
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32. 有 一 种 检验 艾滋 病毒 的 检验 法 ,其 结果 有 概率 0. 005 TR Sg D (LER PE CBAR E E HEC E 
者 ,经 此 检验 法 有 0.005 的 概率 被 认为 带 艾 涕 病毒). 今 有 140 名 不 带 艾滋 病毒 的 正常 人 全 部 
接受 此 种 检验 ,被 报道 至 少 有 一 人 带 芯 滋 病毒 的 概率 为 多 少 ? 

33. 盒 中 有 编号 为 1,2,3,4 的 4 只 球 , 随 机 地 自 盒 中 取 一 只 球 ,事件 A 为 “取得 的 是 1 号 
或 2 与 球 ”, 事 件 B 为 “取得 的 是 1 号 或 3 号 球 ”, 事 件 C 为 "取得 的 是 1 号 或 4 号 球 ” 验 证 : 

P(AB)= P(A) P(B), PCAC) = PCA) PCC) , PCBC) = P(B) P(C), 
但 P(ABO) x P(A) P(B) PO), 
即 事件 A,B,C 两 两 独立 ,但 A,B,C 不 是 相互 独立 的 . 

34. 试 分 别 求 以 下 两 个 系统 的 可 靠 性 : 

(1) 设 有 4 个 独立 工作 的 元 件 1,2,3,4. 它们 的 可 靠 性 分 别 为 pi ,pi ,pp;,ps ,将 它们 按 题 
34 图 (1) 的 方式 连接 ( 称 为 并 串联 系统 ). 


(1) 


题 34 图 


(20 设 有 5 个 独立 工作 的 元 件 1,2,3,4,5. 它们 的 可 靠 性 均 为 p, 将 它们 按 题 34 图 (2) 的 
方式 连接 ( 称 为 桥 式 系统 )， 

35. 如 果 一 危险 情况 C 发 生 时 ,一 电路 闭合 并 发 出 警报 ,我 们 可 以 借用 两 个 或 多 个 开关 
并 联 以 改善 可 靠 性 .在 C 发 生 时 这 些 开关 每 一 个 都 应 闭合 , 且 车 至 少 一 个 开关 闭合 了 ,警报 
就 发 出 . 如 果 两 个 这 样 的 开关 并 联 连接 ,它们 每 个 具有 0. 96 的 可 靠 性 ( 即 在 情况 C 发 生 时 闭 
合 的 概率 ), 间 这 时 系统 的 可 靠 性 ( 即 电 路 闭合 的 概率 ) 是 多 少 ? 如 果 需 要 有 一 个 可 靠 性 至 少 
为 0.9999 的 系统 , 则 至 少 需 要 用 多 少 只 开关 并 联 ? 设 各 开关 闭合 与 否 是 相互 独立 的 . 

36. 三 人 独立 地 去 破译 一 份 密码 ,已 知 各 人 能 译 出 的 概率 分 别 为 1/5,1/3,1/4. 间 三 
中 至 少 有 一 人 能 将 此 密码 译 出 的 概率 是 多 少 ? 

37. 设 第 一 只 盒子 中 装 有 3 只 蓝 球 ,2 只 绿 球 ,2 只 白 球 ; 第 二 只 盒子 中 装 有 2 只 蓝 球 ,3 
只 绿 球 ,4 HAR. 独立 地 分 别 在 两 只 盒子 中 各 取 一 只 球 . 

OD 求 至 少 有 一 只 蓝 球 的 概率 . 

(2) 求 有 一 只 蓝 球 一 只 白 球 的 概率 ， 

《3) 已 知 至 少 有 一 只 蓝 球 , 求 有 一 只 蓝 球 一 只 白 球 的 概率 . 

38. PRA m 枚 正品 硬币 n 枚 次 品 硬币 (次 品 硬币 的 两 面 均 印 有 国徽) ,在 钱 中 任 取 一 
BOREH r 次 ,已 知 每 次 都 得 到 国徽 . 问 这 枚 硬币 是 正品 的 概率 为 多 少 ? 

39. 设 根据 以 往 记 录 的 数据 分 析 , 某 船 只 运输 的 某 种 物品 损坏 的 情况 共有 三 种 :损坏 2% 
(这 一 事件 记 为 4A,) ,损坏 1026. (事件 A ) ,损坏 9026 (事件 AD. BEI PCA )=0. 8, P(A)= 
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0. 15, PCA) —0. 05. 现在 从 已 被 运输 的 物品 中 随机 地 取 3 件 , 发 现 这 3 件 都 是 好 的 (这 一 事 
件 记 为 Bo. 试 求 P(A, |1B),P(A, | B), PCA | B). (这 里 设 物 品 件数 很 多 ,取出 一 件 后 不 影响 
取 后 一 件 是 理 为 好 品 的 概率 ). 

40. 将 A.B.C 三 个 字母 之 一 输入 信道 ,输出 为 原 字 和 母 的 概率 为 ,而 输出 为 其 他 一 字母 
的 概率 都 是 (1 一 a) /2. 今 将 字母 申 AAAA,BBBB,CCCC 之 一 输入 信道 , 输入 AAAA,BBBB, 
CCCC 的 概率 分 别 为 bis bes bá Ubi Pe bs D ,已 知 输出 为 ABCA, 问 输入 的 是 AAAA 的 
概率 是 多 少 ?( 设 信道 传输 各 个 字母 的 工作 是 相互 独立 的 .) 
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S1 随机 变量 


在 第 一 章 我 们 看 到 一 些 随机 试验 ,它们 的 结果 可 以 用 数 来 表示 . 此 时 样本 空 
间 S 的 元 素 是 一 个 数 ,如 S.S. ;但 有 些 则 不 然 , 如 S ,S;. 当 样 本 空间 S 的 元 素 
不 是 一 个 数 时 ,人 们 对 于 S 就 难以 描述 和 研究 . 现在 来 讨论 如 何 引 入 一 个 法 则 ， 
将 随机 试验 的 每 一 个 结果 ,即将 S 的 每 个 元 素 e 与 实数 z 对 应 起 来 . 从 而 引入 了 
随机 变量 的 概念 . 我 们 从 例题 开始 讨论 ， 
例 1 在 第 一 章 $4 例 1 中 ,将 一 枚 硬币 抛 搓 三 次 ,观察 出 现 正 面 和 反面 的 
情况 ,样本 空间 是 
S-(HHH,HHT,HTH,THH,HTT,THT,TTH,TTT). 
LXia-uxsae sum H 的 总 数 ,那么 ,对 于 样本 空间 S={e} 中 中 的 每 一 个 
样本 点 e. X 都 有 一 个 数 与 之 对 应 .X 是 定义 在 样本 空间 S 上 的 一 个 实 值 单 值 函 
数 . 它 的 定义 域 是 样本 空间 S, 值 域 是 实数 集合 {0,1,2,3}. 使 用 函数 记号 可 将 X 
写成 
3, e-—HHH, 
2, e—- HHT,HTH,THH, 
l, e=HTT,THT,TTH, 
0, e-—TTT. 
例 2 在 一 袋 中 装 有 编号 分 别 为 1,2,3 的 3 只 
球 ,在 袋 中 任 取 一 只 球 , 放 回 ,再任 取 一 只 球 , 记 录 它 们 
的 号 码 ,试验 的 样本 空间 为 S= {e} = {j)li j=l, 
2,3) ,i,j 分 别 为 第 1, 第 2 次 取 到 的 球 的 号 码 .以 XX 记 
两 球 号 码 之 和 . 我 们 看 到 ,对 于 试验 的 每 一 个 结果 e= 
(i,7) ES,X 都 有 一 个 指定 的 值 i 十 j 与 之 对 应 . (如 图 
2—1). X 是 定义 在 样本 空间 S$S 上 的 单 值 实 值 函 数 . 它 
的 定义 域 是 样本 空间 S. 值 域 是 实数 集合 {2,3,4,5， 82-1 


CD 我 们 用 e 代 表 样 本 空间 的 元 素 , 而 将 样本 空间 记 成 {e}. 


81 | s Jl» 


6). X 可 写成 
X—XG)o—XCG, Dit j, i, j71,2,3. L 

一 般 有 以 下 的 定义 ， 

定义 ” 设 随 机 试验 的 样本 空间 为 S= (e). 多 二 XX(e) 是 定义 在 样本 空间 S 上 
的 实 值 单 值 函数 . 称 X — XCO S BEÉSUE REO. 

图 2 一 2 画 出 了 样本 点 e 与 实数 和 一 X(e) 对 应 的 示意 图 . 

有 许多 随机 试验 ,它们 的 结果 本 身 是 一 
个 数 , 即 样本 点 e 本 身 是 一 个 数 . 我 们 令 X 
三 XX(e) 二 e, 那 么 义 就 是 一 个 随机 变量 . 例 
如 ,用 Y 记 某 车 间 一 天 的 缺勤 人 数 , 以 矿 记 
某 地 区 第 一 季度 的 降雨 量 ,以 Z 记 某 工 厂 一 B 2 一 2 
天 的 耗 电 量 , 以 N 记 某 医院 某 一 天 的 挂号 人 
数 . 那么 了 ,W,Z,N 都 是 随机 变量 . 

本 书 中 ,我 们 一 般 以 大 写 的 字母 如 X,Y,Z, 录 ,… 表 示 随 机 变量 ,而 以 小 写 
字母 zx,y,z,w,，… 表 示 实 数 ， 

随机 变量 的 取 值 随 试验 的 结果 而 定 ,而 试验 的 各 个 结果 出 现 有 一 定 的 概率 ， 
因而 随机 变量 的 取 值 有 一 定 的 概率 . 例如 ,在 例 1 中 义 取 值 为 2, 记 成 {X=2)， 
对 应 于 样本 点 的 集合 A=={HHT,HTH,THH}, 这 是 一 个 事件 , 当 且 仅 当 事件 
A 发 生 时 有 {X=2}. 我们 称 概率 PCA) -PUHHT, HTH, THH) 5 (X—2) 的 
BE LBIPUX —2) - PCA) —3/8. 以 后 ,还 将 事件 A—- (HHT, HTH, THH ) i 
成 是 事件 {X 一 2}). 类 似 地 有 

P(Xs1) = PUHTT,THT,TTH,TTT) = i. 

一 般 4 LiE—TSGCNÓES XEL 上 取 值 写成 {XEL}). 它 表 示 事 件 B 
—(e| XXO € LI, Bl B Æt S 中 使 得 X(e)EL 的 所 有 样本 点 e 所 组 成 的 事件 ， 
此 时 有 


P(X € L} = P(B)= P{e| Xie € L}. 
随机 变量 的 取 值 随 试验 的 结果 而 定 ,在 试验 之 前 不 能 预知 它 取 什么 值 , 且 它 
的 取 值 有 一 定 的 概率 . 这 些 性 质 显 示 了 随机 变量 与 普通 函数 有 着 本 质 的 差异 . 
随机 变量 的 引入 ,使 我 们 能 用 随机 变量 来 描述 各 种 随机 现象 ,并 能 利用 数学 
分 析 的 方法 对 随机 试验 的 结果 进行 深入 广泛 的 研究 和 讨论 . 


严格 地 说 “对 于 任意 实数 z, 集 合 {el XCO Sx) CBI fli X CO «xr 的 所 有 样本 点 ee 所 组 成 的 集 
合 ) 有 确定 的 概率 "这 一 要 求 应 包括 在 随机 变量 的 定义 之 中 ,一 般 来 说 ,不 满足 这 一 条 件 的 情况 ,在 实际 应 
用 中 是 很 少 遇 到 的 . 因此 ,我 们 在 定义 中 未 提 及 这 一 要 求 . 
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$2 离散 型 随机 变量 及 其 分 布 律 


有 些 随机 变量 , 它 全 部 可 能 取 到 的 值 是 有 限 个 或 可 列 无 限 多 个 ,这 种 随机 变 
量 称 为 离散 型 随机 变量 . 例如 $1 例 1 中 的 随机 变量 X, 它 只 可 能 取 0,1,2,3 
四 个 值 , 它 是 一 个 离散 型 随机 变量 . 又 如 某 城 市 的 120 急救 电话 台 一 与 夜 收 到 
的 呼唤 次 数 也 是 离散 型 随机 变量 ,车 以 械 记 某 元 件 的 寿命 , 它 所 可 能 取 的 值 充 
满 一 个 区 间 ,是 无 法 按 一 定 次 序 一 一 列举 出 来 的 ,因而 它 是 一 个 非 离散 型 的 随机 
变量 . 本 节 只 讨论 离散 型 随机 变量 . 

容易 知道 ,要 掌握 一 个 离散 型 随机 变量 X 的 统计 规律 ,必须 且 只 需 知道 X 
的 所 有 可 能 取 值 以 及 取 每 一 个 可 能 值 的 概率 . 

设 离散 型 随机 变量 X 所 有 可 能 取 的 值 为 z,(k 二 1,2,…),X 取 各 个 可 能 值 
的 概率 , 即 事件 {X= zt) 的 概率 ,为 


P{ X = zx,)} = Dis k = 1,2,'*. (2.1) 

由 概率 的 定义 ,ps 满足 如 下 两 个 条 件 : 
1° pico, k—1,2,*::; EZ. 2) 
2 ^ = =], (2. 35 


2 是 由 于 X= n) U (X= r) Ue BURE, HX =z) NXS ar? 


= Øk AjI PLU) (X—2)]- PPIX = n B», = 1. 


我 们 称 (2.1) 式 为 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 分 布 律 也 可 以 用 表格 的 形 
式 来 表示 


(2. 4) 


P. | Pı P: 244 pn 


(2. 4) 直观 地 表示 了 随机 变量 X 取 各 个 值 的 概率 的 规律 .X 取 各 个 值 各 占 
一 些 概率 ,这 些 概率 合 起 来 是 1. 可 以 想像 成 ;概率 1 以 一 定 的 规律 分 布 在 各 个 
可 能 值 上 . 这 就 是 (2. 4) 称 为 分 布 律 的 缘故 . 

DII 设 一 汽车 在 开 往 目的 地 的 道路 上 需 经 过 四 组 信号 灯 , 每 组 信号 灯 以 
1/2 的 概率 允许 或 禁止 汽车 通过 . 以 表示 汽车 首次 停 下 时 , 它 已 通过 的 信号灯 
的 组 数 〈 设 各 组 信号 灯 的 工作 是 相互 独立 的 ), 求 X 的 分 布 律 . 

解 ” 以 p 表示 每 组 信号 灯 禁 止 汽 车 通过 的 概率 , 易 知 久 的 分 布 律 为 
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X | 0 1 3 4 
P. | p (1—5)» (1—5»55 C(I1—29?» (1— p)" 
或 写成 


PiX—kj-—(1— pfp ;,ÀK70,1,2,3, PU X— 4) —(1— p)". 
以 p-1/245A1 


X | 0 ] 2 3 4 
c Me rr E. 
bi | 0. 5 0. 25 0. 125 0. 0625 0. 0625 
LI 


下 面 介绍 三 种 重要 的 离散 型 随机 变量 . 

有 

设 随 机 变量 X 只 可 能 取 0 5j 1 两 个 值 , 它 的 分 布 律 是 
PI{X=k}=p (1— pp) *,5—0,1 (Opl), 


则 称 X RAA p 为 参数 的 (0 一 1) 分 布 或 两 点 分 布 . 
(0 一 1) 分 布 的 分 布 律 也 可 写成 


对 于 一 个 随机 试验 ,如 果 它 的 样本 空间 只 包含 两 个 元 素 , 即 S— (6 ,e;}), 我 

们 总 能 在 S 上 定义 一 个 服从 0—1) 分 布 的 随机 变量 
roe ^ ciere 
l, 3 e=e, 

来 描述 这 个 随机 试验 的 结果 . 例如 ,对 新 生 婴 儿 的 性 别 进行 登记 ,检查 产品 的 质 
量 是 否 合 格 , 某 车 间 的 电力 消耗 是 否 超过 负荷 以 及 前 面 多 次 讨论 过 的 “ 抛 硬币 ” 
试验 等 都 可 以 用 (0 一 1) 分 布 的 随机 变量 来 描述 . (0 一 1) 分 布 是 经 常 遇 到 的 一 
种 分 布 . 

(一 ) 但 弩 利 试验 、 二 项 分 布 

设 试验 下 只 有 两 个 可 能 结果 :A 及 A, 则 称 玉 为 伯 努 利 (Bernoulli) 试 验 . 
B PCOA)— p O<p<1) BI P(A)==1 一 p. 将 EE 独立 重复 地 进行 n 次 , 则 称 这 


一 串 重 复 的 独立 试验 为 了 上 重 伯 努 利 试验 . 
这 里 “重复 ”是 指 在 每 次 试验 中 PC) =p 保持 不 变 ; “独立 ”是 指 各 次 试验 
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的 结果 互 不 影响 , 即 车 以 C, 记 第 i 次 试验 的 结果 ,C; 为 A 或 A,i=1,2,*…,n. 
“独立 "是 指 
P(C,C,-C,) = P(C) P(C) PCC). (2. 5) 

n 重 伯 努 利 试验 是 一 种 很 重要 的 数学 模型 , 它 有 广泛 的 应 用 ,是 研究 最 多 的 
模型 之 一 . 

例如 ,E 是 抛 一 枚 硬币 观察 得 到 正面 或 反面 .A 表示 得 正面 ,这 是 一 个 伯 
努 利 试验 . 如 将 硬币 抛 次 ,就 是 n 重 伯 努 利 试验 . 又 如 抛 一 颗 最 子 , 若 A 表 
示 得 到 “1 点 ”,A 表示 得 到 “ 非 1 点 ”. 将 骨 子 抛 关 次 ,就 是 重 伯 努 利 试验 . 
再 如 在 袋 中 装 有 a 只 白 球 ,5 只 黑 球 .试验 巨 是 在 袋 中 任 取 一 只 球 , 观 察 其 颜 
f&. 以 A 表示“ 取 到 白 球 ”, P(A)==a/ (a 十 中 .车 连续 取 球 nn 次 作 放 回 抽 样 ,这 
就 是 n 重 伯 努 利 试验 . 然而 , 若 作 不 放 回 抽样 , 虽 则 每 次 试验 都 有 PCA) = 
a/(a 十 b)( 见 第 一 章 34 例 5), 但 各 次 试验 不 再 相互 独立 DD ,因而 不 再 是 nn 重 
伯 努 利 试验 了 . 

以 X 3X n 重 伯 努 利 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 ,X 是 一 个 随机 变量 ,我 们 
来 求 它 的 分 布 律 .X 所 有 可 能 取 的 值 为 0,1,2,…，,2. 由 于 各 次 试验 是 相互 独立 
的 ,因此 事件 A EJ ER OSS) 次 试验 中 发 生 , 在 其 他 n 一 次 试验 中 A 
不 发 生 (例如 在 前 有 次 试验 中 A 发 生 , 而 后 n—k 次 试验 中 A 不 发 生 ) 的 概率 为 

i li, nd et en i et 
个 n— k 


这 种 指定 的 方式 共有 人 "| 种 ,它们 是 两 两 互 不 相 容 的 , 故 在 ”次 试验 中 A REK 
TÓ 
的 概率 为 ”|p*(1 cuia gredi n UR 


PIX = k} = (Dra & — 01:2, (2.6) 


显然 
PiX = kj = 0, k UE ,Nn 


人 > Ne N 


B—ü 


T EAA] 


(D 对 于 不 放 回 抽样 ,以 Al, As 分 草 记 第 一 次 .第 二 次 取 到 白 球 , 则 有 PA LAO = —— ,而 


P(4z) 一 一 ,PCAz1Ai) 关 P(A?), 故 第 一 次 .第 二 次 试验 不 相互 独立 . BIA. 5) 不 成 立 . 
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— ———' ——————"Ó''————————— 


B] Pi X= WERI (2. 22, (2. 3). tsi (7) pot B e i Goa" 的 


展开 式 中 出 现 p^ 的 那 一 项 ,我 们 称 随 机 变量 X 服从 参数 为 n,p 的 二 项 分 布 ,并 
记 为 六 一 b(n, p). 
特别 , 当 n—1 时 二 项 分 布 (2.6) 化 为 
PIX=h)=pg ', k—O0,l, 
这 就 是 (0 一 1) 分 布 . 

例 2 按 规定 , 某 种 型 号 电子 元 件 的 使 用 寿命 超过 1 500 小 时 的 为 一 级 品 . 
已 知 菜 一 大 批 产 品 的 一 级 品 率 为 0.2, 现 在 从 中 随机 地 抽查 20 只 . 问 20 只 元 件 
中 恰 有 上 只 (==0,1,…,20) 为 一 级 品 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 这 是 不 放 回 抽样 .但 由 于 这 批 元 件 的 总 数 很 大 , 且 抽 查 的 元 件 的 数量 相 
对 于 元 件 的 总 数 来 说 又 很 小 ,因而 可 以 当 作 放 回 抽样 来 处 理 ,这 样 做 会 有 一 些 误 
差 ,但 误差 不 大 . 我 们 将 检查 一 只 元 件 看 它 是 否 为 一 级 品 看 成 是 一 次 试验 ,检查 
20 只 元 件 相 当 于 做 20 重 伯 努 利 试验 . 以 X i8 20 只 元 件 中 一 级 品 的 只 数 , 那 么 ， 
X 是 一 个 随机 变量 , 且 有 X —6(20,0.20. 由 (2. 60. 式 即 得 所 求 概率 为 

pix) - (Ac. n*c. 9, k=0,1,. ,20. 
k 


将 计算 结果 列表 如 下 


PAX 0j 0,012 Pi X—4) 0.218 PA X8j —0. 022 


P{X=1}=0, 058 P4 X=5;=0. 175 Pi X9, —0. 007 


PA X72) 70. 137 P( X—6j —0.109 P( X210) -—0. 002 


Pi X=3})=0, 205 P{X=7}=0. 055 


当 k=11 时 ， P{X=4}<0. 001 


为 了 对 本 题 的 结果 有 一 个 直观 了 解 ,我 们 作出 上 表 的 图 形 ,如 图 2 一 3 所 示 . 
从 图 2 一 3 中 看 到 , 当 增加 时 , 概 pere 
率 Pi 光一 上 先是 随 之 增加 ,直至 达到 最 
大 值 (本 例 中 当 有 =4 时 取 到 最 大 值 ), 随 
后 单调 减少 . 我 们 指出 ,一 般 , 对 于 固定 
的 nn 及 上 ,二 项 分 布 b n, p) 都 具有 这 一 
性 质 . " ! 
83 某 人 进行 射击 , 设 每 次 射击 12945678? 
的 命中 率 为 0. 02, 独 立 射击 400 次 , 试 图 2 一 3 
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求 至 少 击 中 两 次 的 概率 . 
解 ” 将 一 次 射击 看 成 是 一 次 试验 . 设 击 中 的 次 数 为 六 , 则 X-—5(400,0. 02). 
X 的 分 布 律 为 
pid 


Pix-n-(, 


于 是 所 求 概率 为 
P(Xz2)—1—PÍX—0) —P(X — 1) 
= 1 — (0. 98)*" — 400(0. 02) (0. 98)? = 0. 9972. 

这 个 概率 很 接近 于 1. 我 们 从 两 方面 来 讨论 这 一 结果 的 实际 意义 . 其 一 , 虽 
然 每 次 射击 的 命中 率 很 小 (为 0.02) ,但 如 果 射 击 400 次 , 则 击 中 目标 至 少 两 次 
是 几乎 可 以 肯定 的 . 这 一 事实 说 明 , 一 个 事件 尽管 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 很 
小 ,但 只 要 试验 次 数 很 多 ,而 且 试 验 是 独立 地 进行 的 ,那么 这 一 事件 的 发 生 几 乎 
是 肯定 的 . 这 也 告诉 人 们 绝 不 能 轻视 小 概率 事件 . 其 二 ,如 果 射 手 在 400 次 射击 
中 , 击 中 目标 的 次 数 竟 不 到 两 次 ,由 于 概率 PUX2)220. 003 很 小 ,根据 实际 推 
断 原理 ,我 们 将 怀疑 “每 次 射击 的 命中 率 为 0.02” 这 一 假设 , 即 认 为 该 射手 射击 
的 全 中 率 达 不 到 0. 02. 

例 4 RA 80 台 同 类 型 设备 ,各 台 工 作 是 相互 独立 的 ,发 生 故 障 的 概率 都 
是 0.01, 且 一 台 设 备 的 故障 能 由 一 个 人 处 理 . 考虑 两 种 配备 维修 工人 的 方法 ,其 
一 是 由 4 人 维护 ,每 人 负责 20 台 ; 其 二 是 由 3 人 共同 维护 80 &. 试 比较 这 两 种 
方法 在 设备 发 生 故 障 时 不 能 及 时 维修 的 概率 的 大 小 . 

解 ” 按 第 一 种 方法 . 以 X wR 人 维护 的 20 台中 同一 时 刻 发 生 故 障 的 台 
数 ", 以 AIG-1,2,3.4) 表示 事件 “第 i 人 维护 的 20 台中 发 生 故 障 不 能 及 时 维 
修 ”, 则 知 80 台中 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 的 概率 为 

P(A, UA; UA; UAD EPA, D) — PUX 22). 

而 X-—b5(20,0.0D,&8UB 


(0. 025* (0, 985**7*, k = 0,1,***,400. 


[ ] 


P(Xz2)21— > P{X=k} 


=]— S (7c. op*e. 99)?——* = 0. 0169. 
即 有 PCA, U A: UA UA) Zz 0.0169. 
按 第 二 种 方法 .以 了 记 80 台中 同一 时 刻 发 生 故 障 的 台数 . 此 时 ,Y ~ b(80， 
0.01), 故 80 台中 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 的 概率 为 
P{Y > 4} = i» 


k=0 * i 


我 们 发 现 , 在 后 一 种 情况 尽管 任务 重 了 (每 人 平均 维护 约 27 6&0 ,但 工作 效 


Jc. 01)*C0, 99)0 = 0. 0087. 
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率 不 仅 没有 降低 ,反而 提高 了 . E] 
(—2 BEAR 
设 随 机 变量 XX 所 有 可 能 取 的 值 为 0,1,2,…, 而 取 各 个 值 的 概率 为 
PIX = k) -Àf^ a0, 1,2,» 


其 中 1 二 0 是 常数 . 则 称 X 服从 参数 为 1 的 泊 松 分 布 , 记 为 XX ~ rA). 
易 知 ,PIX =k) m0,b—0,.l, dixi] 


; Ae "SI NP UE E 
S Bre dfe "* POE 


Bl PLX = k) 满足 条 件 (2. 2. ax 

参数 4 的 意义 将 在 第 四 章 说 明 , 有 关 服 从 泊 松 分 布 的 随机 变量 的 数学 模型 
将 在 第 十 二 章 中 讨论 . 

具有 让 松 分 布 的 随机 变量 在 实际 应 用 中 是 很 多 的 . 例如 ,一 本 书 一 页 中 的 印 
刷 错 误 数 . 某 地 区 在 一 天 内 邮递 遗失 的 信件 数 . 某 一 医院 在 一 天 内 的 急诊 病人 
数 、 某 一 地 区 一 个 时 间 间 隔 内 发 生 交 通 事 故 的 次 数 .在 一 个 时 间 间 隔 内 某 种 放射 
性 物质 发 出 的 ,经 过 计数 器 的 a 粒子 数 等 都 服从 泊 松 分 布 . 泊 松 分 布 也 是 概率 论 
中 的 一 种 重要 分 布 . 

下 面 介 绍 一 个 用 泊 松 分 布 来 并 近 二 项 分 布 的 定理 . 

泊 松 定理 设 4 二 0 是 一 个 常数 ,n 是 任意 正 整数 , 设 np, =, MX FE- 
定 的 非 负 整数 上 ,有 | 


起 _ 一 不 
im [^ Jefa = po7* - 58- 
em 
WE 由 pp, 一 全, 有 
"o. cu ego nUn—12)--(n— hast PR Ans _ 
l— = 一 一 -~ a SN. — D X wr 
NL pi) k| x u 27 
È w. 
-E:a-2a-55]a-4»a- 35 
! n n n n 
对 于 任意 固定 的 上 , 当 n—ocoBf 
1 1) 
n n n n 
H È „À 
BA impera pott a 


定理 的 条 件 mp, =A (常数 ) 意 味 着 当 IRRA p, 必定 很 小 ,因此 ,上 述 定理 
RH n 很 大 ,pp 很 小 (np 二 录 时 有 以 下 近似 式 
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k= 
[ep (其 中 4=np). (2. 7) 


也 就 是 说 以 n.p 为 参数 的 二 项 分 布 的 概率 值 可 以 由 参数 为 和 三 zz BIB MS 
的 概率 值 近似 . 上 式 也 能 用 来 作 二 项 分 布 概率 的 近似 计算 . 

例 5 计算 机 硬件 公司 制造 某 种 特殊 型 号 的 微型 芯片 ,次 品 率 达 0.1% ,各 
芯片 成 为 次 品 相互 独立 . 求 在 1000 只 产品 中 至 少 有 2 只 次 品 的 概率 . DA X 记 产 
án "PÉQU SA SE .X—5(1000,0. 001). 

解 ” 所 求 概 率 为 

P(X22)—1—P(íX-70;—PiX-71) 


1000 
— 1 — (0, 999) 19" — | | )c. 999) (0. 001) 


æ] —0. 3676954 —0. 368063520. 2642411. 
利用 (2.7) 式 来 计算 得 ,= 王 1000X0. 0012 1, 
PiXzc2j—1—PÍ(X70) —PiX-1) 
一 1] 一 e 1 一 e !zzz0.2642411. L] 


显然 利用 (2.7) 式 的 计算 来 得 方便 . 一 般 , 当 0220, pco. 06 RIS a= 


nM (^o^ Q — p7* thi bL RR E. 
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对 于 非 离散 型 随机 变量 X, 由 于 其 可 能 取 的 值 不 能 一 一 列举 出 来 ,因而 就 不 
能 像 离 散 型 随机 变量 那样 可 以 用 分 布 律 来 描述 它 .另外 ,我 们 通常 所 遇 到 的 非 离 
散 型 随机 变量 取 任 一 指定 的 实数 值 的 概率 都 等 于 0( 这 一 点 在 下 一 节 将 会 讲 
到 ), 再 者 ,在 实际 中 ,对 于 这 样 的 随机 变量 ,例如 误差 e, 元 件 的 寿命 了 等 ,我 们 
并 不 会 对 误差 s 一 0. 05 mm 寿命 T—1 251.3 h 的 概率 感 兴趣 ,而 是 考虑 误差 落 
在 某 个 区 间 内 的 概率 ,寿命 工大 于 某 个 数 的 概率 . 因而 我 们 转 而 去 研究 随机 变 
量 所 取 的 值 落 在 一 个 区 间 (xi ,zs ] 的 概率 ;Pt{zi 二 XX 二 zx;}). 但 由 于 

Pix; «XEunb—PiXsxn)b-PiXseub 

所 以 我 们 只 需 知 道 POXS x P P{X 志 xz) 就 可 以 了 .下 面 引入 随机 变量 的 分 布 
函数 的 概念 中 


(D 虽然 对 于 离散 型 随机 变量 ,我 们 可 以 用 分 布 律 全 面 地 描述 它 , 但 为 了 从 数学 上 能 统一 地 对 随机 
变量 进行 研究 ,在 这 里 ,我 们 对 离散 型 随机 变量 和 非 离散 型 随机 变量 统一 地 定义 了 分 布 函数 . 
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定义 设 和 是 一 个 随机 变量 ,z 是 任意 实数 ,图 数 
FD =P{ XS}, —oo«r«oo 
PRA A 的 分 布 函 数 . 
对 于 任意 实数 zyzrCzi<z)， 有 
Pix; XS) SP XS A P KS} 
ZF) Fa), (3.1) 
因此 ACA X B95r fe ES ECL RIMAE X YE TETE— IX IR]. Gri ,zj 上 的 概率 ,从 
这 个 意义 上 说 ,分 布 函 数 完整 地 描述 了 随机 变量 的 统计 规律 性 . 
分 布 消 数 是 一 个 普通 的 函数 , 正 是 通过 它 ,我 们 将 能 用 数学 分 析 的 方法 来 研 
究 随 机 变量 . 
如 朱 将 反 看 成 是 数 轴 上 的 随机 点 的 坐标 ,那么 ,分 布 函数 FE(Gz) 在 工 处 的 函 
MERER X. REKE o,r] EARE. 
TAAR F(xz) 具 有 以 下 的 基本 性 质 : 
1 F(z) 是 一 个 不 减 国 数 . 
事实 上 ,由 (3. 1) 式 对 于 任意 实数 xi iG nfi 
Fiz) — Flr p= Pirn «X0. 
2 OSFA, H 
F(— oo) = lim Fx) = 0, 
F(oo) = lim FG) = ]. 
上 面 两 个 式 于 ,我 们 只 从 几何 上 加 以 说 明 , 在 图 2 一 4 
中 ,将 区 间 端 点 x 沿 数 轴 无 限 向 左 移 动 ( 即 xc — 69) , Bt 9 A x 
“随机 点 X 落 在 点 x 左边 ”这 一 事件 趋 于 不 可 能 事件 ,从 
而 其 概率 趋 于 0, 即 有 FC 000 —0; XXE, x EREE 
CB x 一 02), 则 “随机 点 X 落 在 点 x 左边 ”这 一 事件 趋 于 必然 事件 ,从 而 其 概率 
趋 于 1, 即 有 F(co) 王 1， 
3 F(z 二 0) 二 F(zr), 即 F(z) 是 有 连续 的 . CER) 
例 1 设 随 机 变量 入 的 分 布 律 为 


=] 3 
1 1 
P, 2 


EH 
4 


图 2 一 4 


bw 


OX 的 分 布 函 数 ,并 求 P| X<] P| x« Pis xs. 


解 XX 仪 在 x 二 一 1,2,3 三 点 处 其 概率 关 0, 而 F(z) 的 值 是 X< 的 累积 概 
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率 值 ,由 概率 的 有 限 可 加 性 , 知 它 即 为 小 于 或 等 于 z 的 那些 zt 处 的 概率 p, 之 
和 ,有 


$ r—l; 
FK ) =— 1}, m C x. wr 
"^ ]P(X2—1)-P(X—2), 2«zc«8, 
1, t e 5, 
, z<], 
1 
FE 一 直入 全 2 
Bp Fir) = 
S. So cR 3 
4 T 
ls z 3. 
F(z) 的 图 形 如 图 2 一 5 所 示 , 它 是 一 条 阶梯 形 的 曲线 ,在 c— —1,2,3 处 有 


跳跃 点 ,跳跃 值 分 别 为 工 , 玛 ,了 工 :又 


一 般 , 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
PiX—m)-—-p,, k=- N 
由 概率 的 可 列 可 加 性 得 X 85 53 B K COS 
F(x) = PXS r} = > PX hh 


BI Fis) = > Pis (3. 5) 
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— Cr Ee FE a a e €—— 


这 里 和 式 是 对 于 所 有 满足 c, mr Ak RAR. 分 布 图 数 FC 4E xxu (R— 1, 
2,…) 处 有 跳跃 ,其 跳 既 人 为 p, — PEUX aj. 

例 2 一 个 靶子 是 半径 为 2 m 的 圆 盘 ,攻击 中 靶 上 任 一 同心 圆 盘 上 的 点 的 
概率 与 该 圆 盘 的 面积 成 正比 ,并 设 射击 都 能 中 靶 ,以 X 表示 弹 着 点 与 圆心 的 距 
A. 试 求 随机 变量 X 的 分 布 函数 . 

解 ” 车 二 0, 则 1Xsz}) 是 不 可 能 事件 ,于 是 

下 《 工 ) 一 三 TT} 二 人 0, 

f; 0 三 Xx 夺 2, 由 题 意 , P10 二 XX 夺 Xx} 一 kr? ,上 是 某 一 常数 ,为 了 确定 上 的 值 ， 

取 z 一 2, 有 Pi0szzXax2)-—2'k,fRp Al P(OsE X2) —1, LS 1/4. Bp 


Pl0sCXsx) =7. 


TR 
Fx) P(X&x) - PX 0) -PX«x) T. 
若 zx 六 2, 由 题 意 {X<<z} 是 必然 事件 ,于 是 
Fix) = P| XS} =l. 
综合 上 述 , 即 得 X Wat p CO 


0, xe 0, 
Fix) T OSa, 
l, rz. 


它 的 图 形 是 一 条 连续 曲线 如 图 2 一 6 所 示 . 
态 外 ,容易 看 到 本 例 中 的 分 布 函 数 FOOD ,对 
于 任意 工 可 以 写成 形式 
FG) -- MEC 

其 中 

EE. eese 
POS + US LISLZ, 

lo, 其他， 
这 束 是 说 ,F(z) 恰 是 非 负 函数 FOO XE DX 8] C— 0o. x] E BUR 4, Ea E DU Ai] 
ER OX 为 连续 型 随机 变量 . 下 一 节 我 们 将 给 出 连续 型 随机 变量 的 一 般 定义 . O 
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84 连续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 


一 般 , 如 上 节 例 2 中 的 随机 变量 那样 ,如 果 对 于 随机 变量 X 的 分 布 函数 
F Cx) FEIER RKS f(x) ,使 对 于 任意 实数 x 有 


F()- MED (4. D 


则 称 X 为 连续 型 随机 变量 ,其 中 函数 /f(z) 称 为 的 概率 密度 函数 , 简称 概率 
ZEO. mE 
由 (4. 10. 式 , 据 数学 分 析 的 知识 知 连续 型 随机 变量 的 分 布 函数 是 连续 函数 . 
在 实际 应 用 中 遇 到 的 基本 上 是 离散 型 或 连续 型 随机 变量 . 本 书 只 讨论 这 两 
种 随机 变量 . 
由 定义 知道 ,概率 密度 f(x) 具 有 以 下 性 质 . 
dl fex) 之 0; 


gE Todes 


F 对 于 任意 实数 xi ,zs (x S T), 
Pis OX S zz) FGO- Fa |" ror 
M 


E E SOVER x ADER MA F= fa). 

由 性 质 2* 知 道 介 于 曲线 y= C0 5 Ox 轴 之 间 的 面积 等 于 1 (图 2 一 7). 由 
3 知道 X PEREC ,zs jj 的 概率 P x cX) FA ,Tz EHR y= 
大 rr) 之 下 的 曲 边 梯形 的 面积 (图 2 一 8). 由 性 质 CE SOE x AA 
Flet Ar)}— Fir) 


pu Te 
a wu XÆ r- r 
= lim Haas dt (4.2) 
Ar—0 


D 由 定义 知道 ,改变 概率 密度 f(x) 在 个 别 点 的 函数 值 不 影响 分 布 函 数 F(x) 的 取 值 . 因此 ,并 不 在 
乎 改变 概率 密度 在 个 别 点 上 的 值 ， 
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从 这 里 我 们 看 到 概率 密度 的 定义 与 物理 学 中 的 线 密度 的 定义 相 类 似 , 这 就 是 为 
什么 称 f(xz) 为 概率 密度 的 缘故 . 
由 (4. 2) 式 知道 , 若 不 计 高 阶 无 穷 小 ,有 
Pir XS rt Ar}=flr)Ar. (4. 3) 
这 表示 X 落 在 小 区 间 (z,z 十 Azj 上 的 概率 近似 地 等 于 fGD Ax. 
例 1 设 随机 变量 X 具有 概率 密度 


Ex, De qc 3， 
f(x) = 2——. de wu a 
0, 其 他 . 


(1) 确定 常数 ;(2) 求 XX 的 分 布 函 数 下 (zx) ;(3) 求 Pc X«). 
& a) 由 | fd: = 1, 得 

3 4 r 

| kzdz 十 | (2 一 ydr = j, 

Ü 3 


解 得 & 一 二 ,于 是 X 的 概率 密度 为 


(2) X WUY PRU 


" rZ dL. 


I 

0, t< 0B 

~ TEPO 

即 F(x)— 
—34-2x— t, 3s m«A, 

Ld. Eget 


! fasc dx. ces. ul 
(3) PX -F( Fer. C 
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需要 指出 的 是 ,对 于 连续 型 随机 变量 磋 来 说 , 它 取 任 一 指定 实数 值 a 的 概 
率 均 为 0, 即 PIX 一 a} 一 0. 事 实 上 , 设 X 的 分 布 函 数 为 下 (z),Az>>0, 则 由 {X 一 
ay C (a— Arc Xsab8 

Og PiX-—ajz.Pia—A&x«-Xza)-F(a)—F(a—Azx). 
在 上 述 不 等 式 中 令 Ax 一 0, 并 注意 到 XX 为 连续 型 随机 变量 ,其 分 布 函 数 F(x) 是 
连续 的 . 即 得 
PiX =a}; — O0. (4, 4) 

据 此 ,在 计算 连续 型 随机 变量 落 在 某 一 区 间 的 概率 时 ,可 以 不 必 区 分 该 区 间 

古 开 区 间或 闭 区 间或 半 闭 区 则 . 例如 有 
Plia<A&b= Pla Xb = Pla<X<h). 

在 这 里 ,事件 ‘X==a} 并 非 不 可 能 事件 ,但 有 PLEX — a) —0. 这 就 是 说 , 若 A 
是 不 可 能 事件 , 则 有 P(A) 一 0 反之 , 若 P(A) 一 0, 并 不 一 定 意味 着 A 是 不 可 能 
事件 . 

以 后 当 我 们 提 到 一 个 随机 变量 X 的 “概率 分 布 " 时 , 指 的 是 它 的 分 布 函数 ; 
或 者 , 当 X 是 连续 型 随机 变量 时 , 指 的 是 它 的 概率 密度 , 当 X 是 离散 型 随机 变量 
时 , 指 的 是 它 的 分 布 律 . | 

下 面 介 绍 三 种 重要 的 连续 型 随机 变量 . 


(—) 135332375 
车 连续 型 随机 变量 X 具有 概率 密度 
an gs ve b. 
f (x)= b—a (4. 5) 
0, 其 他 ， 


则 称 X ERKE C WD E BRA 195] 2 35. 记 为 X—UCa 2»). 
B foL oaf diss quang: 


在 区 间 (a,5) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 X, 具 有 下 述 意 义 的 等 可 能 性 , 即 
EREKE (b) 中 任意 等 长 度 的 子 区 间 内 的 可 能 性 是 相同 的 . 或 者 说 它 落 在 
(ab 的 于 区 间 内 的 概率 只 依赖 于 子 区 间 的 长 度 而 与 子 区 间 的 位 置 无 关 . 事实 
上 ,对 于 任 一 长 度 LBS XII CO cT D asc c Ib ,有 


P(ccXsxcc)- | fdz = N E pL 
由 (4. 1) 式 得 XX 894) RRO 


Q, ra, 
F(z)= s aX xb, (4. 6) 


1 * d. 
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f(z) 及 F(X) 的 图 形 分 别 如 图 2 一 9, 图 2 一 10 Brig. 


F(x) 
l | 


图 2 一 9 图 2 一 10 


例 2 设 电阻 值 尺 是 一 个 随机 变量 ,均匀 分 布 在 900 Q—1100 0. 求 R 的 概 
率 密 度 及 尺 落 在 950 0 一 1 050 0 的 概率 . 
解 ” 按 题 意 ,R 的 概率 密度 为 


365 | ses: 900 r«—1100, 
YI 一 一 


0, 其 他 . 
故 有 Pigos R «: 1050) — [o zgd =N, B 
(C 指数 分 布 
奉 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
1 ci 
—e "T Hm 
fix) = | 0 (4. 7) 
0, 其 他 ， 


其 中 670 为 常数 , 则 称 X 服从 参数 为 0 的 指数 分 布 . 
AfG m, aj fider = 1. 图 


2—11 F iBitH T 0— 1/3,0— 1,0— 21 8] Ke) W 
KDE. 
由 (4.7) 式 容易 得 到 随机 变量 X 的 分 布 函 
数 为 
l1—e77, r0, 


F(x) = (4. 8) 
0， 其 他 . 
服从 指数 分 布 的 随机 变量 外 具有 以 下 有 图 2 一 11 
ER EJ FE Jt : 


对 于 任意 st>0, 有 
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PIX s+t| Xs} = PIX Li). (4. 9) 
事实 上 
P(OXsEDo[)O0X»! 
-l- 让 
PiX >s+t| Xs) PiX 5) 
co a CEST. b-—EGSEO 
PiX >s} ]— FG) 
toe m 
T E =e 
= PiX t). 


EEA 9) 称 为 无 记忆 性 ,如 果 X 是 某 一 元 件 的 寿命 ,那么 (4.9) 式 表明 ， 
已 知 元 件 已 使 用 了 ;小 时 , 它 总 共 能 使 用 至 少 s 十 t 小 时 的 条 件 概 率 , 与 从 开始 使 
用 时 算 起 它 至 少 能 使 用 上 小 时 的 概率 相等 . 这 就 是 说 ,元 件 对 它 已 使 用 过 s 小 
时 没有 记忆 . 具有 这 一 性 质 是 指数 分 布 有 广泛 应 用 的 重要 原因 . 

指数 分 布 在 可 靠 性 理论 与 排队 论 中 有 广泛 的 应 用 . 


(=I IER Z2 1h 
知 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


1 
(r)-— 
Du 
其 中 pa(a>>0) 为 常数 , 则 称 X HR ALSO uo 的 正 态 分 布 或 高 斯 (Gauss ) 分 
布 , 记 为 X~—N(pg ). 


显然 f(x) > 0, 下 面 来 证 明 | fdz 1. 4G — p /a 7 2,1833] 


(.r— , 
e X4 ,—oco«r« oo, (4. 10) 


oo TERY 
EP e x dr = 
—9 4/ A Tt A/ 2 


ip s| ranma r — [7 [^ e aras RH REC HERR 
积分 ,得 到 


[9 m] _ 
| e~ dt. 


2 am c = ja 
I -| | re “drd = 2m. 
n D 


而 1-0, I— 2x , 即 有 


| e" " dt-— 2n, (4. 11) 
Te - J: FT — TUM j edt =], 
VEA d. ai v am 7 


参数 EIU 的 意义 将 在 第 四 章 中 说 明 . f(z) 的 图 形 如 图 2— VE 所 示 , 它 具有 
以 下 的 性 质 . 
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1" 曲线 关于 Zz 一 人 /对称 . 这 表明 对 于 任意 h>0 有 (图 2 一 12) 
Piu —h«Xsub P-—PisycXsuthi. 
2 当 z= REAR 

it 


yes T a ; 
ong Yere 

xÈ pR, f(x) 的 值 越 小 . 这 表明 对 于 同样 长 度 的 区 间 , 当 区 间 高 y 越 远 ,XX 
落 在 这 个 区 间 上 的 概率 越 小 . 

TE rude 处 曲线 有 指点 . 曲线 以 Ox 轴 为 渐 近 线 . 

另外 ,如 果 固 定 o. ME í 的 值 , 则 图 形 沿 着 Oc 轴 平 移 ,而 不 改变 其 形状 (如 
图 2 一 12) ,可见 正 态 分 布 的 概率 密度 曲线 v Ar) 的 位 置 完 全 由 参数 uc 所 确 
4E. n 称 为 位 置 参数 . 


如 果 固 定 ps PCIE c, 由 于 最 大 值 fq) ,可 知 当 o 越 小 时 图 形变 得 越 


TG 


R GE 2—13), Am X E í 附近 的 概率 越 大 . 


f(x) 


图 2 一 12 图 2 一 13 


由 (4. 100 348: X 的 分 布 函数 为 (如 图 2 一 14) 


FG) - yon s dt, (4. 12) 
特别 , 当 p= 0.01 时 称 随机 变量 X 服从 标准 正 态 分 布 . 其 概率 密度 和 分 
fi BRL FE] or) GO XE «BIET 


1 22, 
(XT) = e t, AU 13) 
T APA. 
Lo oq. 
lr) = | e" dt. (4. 14) 
易 知 P —r)=l— plr) (4. 15) 
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(参见 图 2 一 15). 


F(x) 
1 
0.5 l 
| O H x LP. 


图 2 一 14 H 2 一 15 


人 们 已 编制 了 (zr) 的 函数 表 . 可 供 查 用 ( 见 附 表 2). 

W E 一 No ) ,我 们 只 要 通过 一 个 线性 变换 就 能 将 它 化 成 标准 正 态 
分 布 . 

引 理 E X~ NG) JI Z- SE N(, D. 

证 2—5 L4) i ROS 


P(Z&x) 一 | 一 RS 


E pOT qq) d 
e C Ti s 
Tla 


$ 二 wu, 得 
P{Z < r) = l a AT 
由 此 知 Z- 5 N0,1). " 
于 是 ,各 X—NGso0.JU Mr BEC FCD 可 写成 
FG) PX&x) - P| Seta) - (21). (4. 16) 


NT EE SS EX [8] Cz, "EP 有 
Piri X X«n)- p|5— X uen x 4 


g g [4] 
-e(*—À)—-e(*—£). (4. 17) 
例如 , 设 X 一 N(1,4), 查 表 得 
1 


Pio<x<1. i-e (5571) ol! 
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—d4(0. 3) —4(—0.5) 
=0, 617 9—[1—4€(0.5)] 
一 0.617 9—1 +0. 691 5=0, 309 4. 


H-3a u-2og H [5-68 2694) H+20 下 十 35 
0 
| Fs 2606 NN 


99.74% 


图 2— 16 


设 X 一 NG ), 由 B(x) 的 函数 表 还 能 得 到 (图 2 一 16)， 
Pluy—o<X<uto= 400—601) 
= 268(1)— 1 = 68, 26%, 
Pin — 2o « X < put 2a) = 02) — oC 2) = 95. 44 45, 
Piu — 3e < X< ur 3o) = (D — o 3) = 99, 74. 
我 们 看 到 ,尽管 正 态 变量 的 取 值 范围 是 (一 ce,ce), 但 它 的 值 落 在 (wx 一 3c 
AT 十 3c) 内 几乎 是 肯定 的 事 . 这 就 是 人 们 所 说 的 “3c" 法 则 . 
例 3 将 一 温度 调节 器 放置 在 贮存 着 某 种 液体 的 容器 内 . 调节 器 整定 在 
d 'C ,液体 的 温度 (OC HO. 是 一 个 随机 变量 , 生 X~N(d,0. 5). 00 # d= 
90 CR XDF 89 CHRR. (D 若 要 求 保持 液体 的 温度 至 少 为 80 "C i BERE 
不 低 于 0.99, 问 a 至 少 为 多 少 ? 
解 (1) 所 求 概率 为 
ABL Bod 


(20 按 题 意 需 求 a 满足 


"P A d Bü 

. Jis. => == => 

0. 99 PiX = 80) a > 一 
= ] 一 A —d 60 — d "LAE 80 一 
Piece end eio A 


即 6( “3 )>0， 99—4(2. 327), 
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| d — 80 | 
亦 即 DE 258. 327. 
EX Ths d» 81. 1635. C 


为 了 便于 今后 在 数理 统计 中 的 应 用 ,对 于 标 

准 正 态 随机 变量 ,我 们 引入 上 a 分 位 点 的 定义 . 
设 XX 一 N(0,1), 若 z 满足 条 件 a 
P{X>z.}=a, 0O<a<l, (4.18) 


Za 
则 称 点 z。 为 标准 正 态 分 布 的 上 a 分 位 点 (如 图 
2—17). 下面 列 出 了 几 个 常用 的 z, 的 值 . | 图 2 一 17 
a | 0.001 0. 005 0.01 0. 025 0. 05 0. 10 
z, | 3.090 2.576 2. 326 1. 960 1. 645 1. 282 


为 外 ,由 p(x) 图 形 的 对 称 性 知道 z1- =— z. 

在 目 然 现象 和 社会 现象 中 ,大 量 随机 变量 都 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 . 例 
如 ,一 个 地 区 的 男性 成 年 人 的 身高 ;测量 某 零 件 长 度 的 误差 ,海洋 波浪 的 高 度 , 半 
导体 器 件 中 的 热 噪声 电流 或 电压 等 ,都 服从 正 态 分 布 . 在 概率 论 与 数理 统计 的 理 
论 研究 和 实际 应 用 中 正 态 随机 变量 起 着 特别 重要 的 作用 . 在 第 五 章 我 们 将 进 一 
步 说 明正 态 随机 变量 的 重要 性 . 
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在 实际 中 ,我 们 常 对 某 些 随 机 变量 的 函数 更 感 兴趣 . 例如 ,在 一 些 试验 中 ,所 
关心 的 随机 变量 往往 不 能 由 直接 测量 得 到 ,而 它 却 是 某 个 能 直接 测量 的 随机 变 
量 的 函数 . 比如 我 们 能 测量 圆 轴 截面 的 直径 4d, 而 关心 的 却 是 截面 面积 A = 
qud. 这 里 ,随机 变量 A 是 随机 变量 d 的 函数 . 在 这 一 节 中 ,我 们 将 讨论 如 何 由 
已 知 的 随机 变量 X 的 概率 分 布 去 求 得 它 的 函数 Y= g(X) (C ) 是 已 知 的 连续 
函数 ) 的 概率 分 布 . 这 里 了 是 这 样 的 随机 变量 , 当 XX 取 值 x 时 ,Y 取 值 g(x). 

例 1 设 随机 变量 X 具有 以 下 的 分 布 律 , 试 求 Y= (XX 一 1)? 的 分 布 律 . 

X 


BE Y 所 有 可 能 取 的 值 为 0,1,4. 由 
PiY=0})=PI(X—1)=0}=P{X=1}=0.1, 
P{Y=1}=P{X=0}+P{X=2}=0.7, 
P{Y=4}=P{X=—1}=0.2, 
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即 得 Y 的 分 布 律 为 


例 2 设 随机 变量 X 具有 概率 密度 


| SE ea, 
fco [i 
0, 其 他 . 
求 随 机 变量 Y=2 久 十 8 的 概率 密度 . 
解 aahi X.Y 的 分 布 冰 数 为 Fx GO Fy Cy). 下 面 先 来 求 Fy(y). 
Fy(y)= PIY S y) = P(2X+8 x y) 
y—8 E 
= P[X« 2 | f (75 ) 
将 Fy(y) 关 于 y RFA. 4 Y—2X--8 的 概率 密度 为 
oo (155) (n 


2 
[sr jr eg 


— 2 2 
0, 其 他 
[e 8« y« 16, 
0, 其 他 . 4 


93 设 随 机 变量 X 具有 概率 密度 xlt), ocr, kR Y= 的 概率 
密度 . 
解 分 别 记 X,Y 894 dg 8 CS Fx (x). Fy Cy). 先 来 求 了 的 分 布 函数 
Fy(y). AF Y— X! Z0, d M ys 时 Fy Cy) —0. X5 y—0 时 有 
Fy(y)= P(Y € y) = PIX < y) 
= Píi-4y x Xxyl 


= FxG/ y) — Fx C— Jy). 
将 Fy(y) 关 于 y 求 导数 , 即 得 Y 的 概率 密度 为 
[pit -fxC-430] y>0, 
fy(y) = 424 y (5. DE] 
0, yso. 
例如 , 设 X~NO. D. HARRERA 
1 


V2r 


rA 
— /2 
e j pe cO qu D 


gir)-— 
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由 (5. D Y — X^ 的 概率 密度 为 


li 一 173 ,ye 
poia did d 
0, y0. 
此 时 称 Y 服从 自由 度 为 1 的 x 分 布 . 
EXE BI Tr] ETE E] OR TE — 2b Je YE" Y «- y" rH Bü TE" g XO y" rP REB X. 
Muri 8 5] 5" gC X0 Sy" SEE BU X BARS SEX EUR IUBE e CX y". 例 


如 ,在 例 2 PI X« od 2X4 8x y" dE I| 3 rH, 34 y 0 时 以 “一 Vy 过 下 


Sy "UE" X* xc y". — foe dà «aT LA NA FE (69 77 3 DR xk Bs 9I B PLE d 3 A 
H3 ^r 4p p T EX ELSE RE. L3 E] DOSE Y — g XD Hp g(，) 是 严格 单调 函数 
的 情况 , 写 出 一 般 的 结果 . | 

定理 设 随机 变量 X 具有 概率 密度 xlr), cor oo. X WERE g(x) 
处 处 可 导 且 恒 有 g (x2 2-0 (REA g (x) 二 0), 则 Y=g(X) 是 连续 型 随机 变量 ， 
其 概率 密度 为 
fx[LhCY) Ih OD], a<y<p, 
0, 其 他 ， 
其 中 wa 一 minfg( 一 co)ygfco)} B—maxig(é—99),g(C(oo)j , h CO RE g GOMBNB IC 
PR LC. 

我 们 只 证 gz) 二 0 的 情况 . 此 时 g(z) 在 (一 co,co) 严 格 单调 增加 , 它 的 反 
羡 数 h(y) 存 在 , 且 在 (a,B) 严 格 单调 增加 ,可 导 . 分 别 记 X,Y 的 分 布 函数 为 
FxGO,.FyCy)0. 现在 先 来 求 Y Bg 4E ER FyCy). 

BS Y -— gODECa D BUB A ya 时 FoOG0o— POS y) 0; 4 yp 
Rt, Fron = PYS y) =l, 

当 ayp 时， 

FyCy) — PIY x y) = Plg(X) < yl 
= PiX x hCy2) = Fx[ ACy)2 . 
将 Fy(Y) 关 于 y 求 导数 , 即 得 Y 的 概率 密度 | 
fx Lh GO ]h' C) | ay, x 
f p 其 他 . IS. d) 
对 于 g GO «0 的 情况 可 以 同样 地 证 明 , 此 时 有 
fxLh GO ]L—A 620], ac yc, 


TT. E 
Pvt lo — Rh. E 


fvGy»)— (5. 2) 


O ”连续 型 随机 变量 XX 的 函数 Y==g(X) 不 一 定 是 连续 型 的 随机 变量 ， 
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——— w——P———— E m — —. 一 - — —Ü Y c— H —(—— — —— — 


合并 (5. 32 5 C5. 4) 两 式 ,(5. 2) 得 证 . [] 

ESAO ERKE a b AI SET AE, DU] HL Bri ELla db] EEK g G0 
(或 恒 有 g(x) 二 0) ,此 时 

a—minig(a).g(j,g—maxig(a?.g(»j. 

例 4 REIER X—N (uo). WEH X Bux l'EPR A Y=aX+b (a750) 
也 服从 正 态 分 布 . 

证 X 的 概率 密度 为 

a= 

现在 ?一 SCZz) 一 ar 十 D, 由 这 一 式 子 解 得 


r=) = Bg iem 
a a 
由 (5.2) R Y —aX--b 的 概率 密度 为 


fio f. (=) y Tod «c cO. 


lai 


Bp fri = 


妈 有 Y-—aX--b-—N (ap H-b, Cao)’ ). 
特别 ,在 上 例 中 取 a big 
Y-3—£4— N(Q,D. 


这 就 是 上 一 节 引 理 的 结果 . LI 
例 5 REE V-Asin 6, 其 中 A 是 一 个 已 知 的 正常 数 , 相 角 @ 是 一 个 随机 


变量 , 且 有 8~U (一 也 ,也 ), 试 求 电压 V 的 概率 密度 . 


解 ” 现 在 v= 二 g(9) 二 Asin Fie 5 ) EUR g/(8) — Acos £50, H.E 


Est 
8—h(v)-arcsin Z, h'o) = —— 
U oo A + uU E eri 
又 ,@@ 的 概率 密度 为 
l « tjs 
—, 一 了 << 
LEE 2 2 
0. ”其 他 . 
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—— — ——— 


HO. DAI V— Asin 0 的 概率 密度 为 
[uem ott 
dO) —4* V/A —v 
0, 其 他 . 
AXE DE] O~UO, r), AAR v= g(8) — Asin 8 EO, 2 E AS Jé FECI] PR 
数 , 上 述 定 理 失 效 , 应 仍 按 例 3 的 方法 来 做 . 请 读者 自行 求 出 其 结果 . 
小 结 


[ ] 


随机 变量 X 一 Xe) 是 定义 在 样本 空间 S={e} 上 的 实 值 单 值 函 数 . 也 就 是 说 , 它 是 随机 
试验 结 采 的 函数 . 它 的 取 值 随 试 验 的 结果 而 定 , 是 不 能 预先 确定 的 , 它 的 取 值 有 一 定 的 概率 ， 
随机 变量 的 引入 ,使 概率 论 的 研究 由 个 别 随 机 事件 扩大 为 随机 变量 所 表征 的 随机 现象 的 研 
完 . 今后 ,我们 主要 研究 随机 变量 和 它 的 分 布 . 

一 个 随机 变量 ,如果 它 所 有 可 能 的 值 是 有 限 个 或 可 列 无 限 个 ,这 种 随机 变量 称 为 离散 型 
随机 变量 ,不 是 这 种 情况 则 称 为 非 离 散 型 的 . 不 论 是 离散 型 的 或 非 离散 型 的 随机 变量 X, 都 
可 以 借助 分 布 函数 

Flr) = PXS z}, ~oo c aa oo 
来 描述 . 若 已 知 随机 变量 X 的 分 布 函 数 , 就 能 知道 X EE E E Gn ,x;] 上 的 概率 
Pirn Xxx) = Fln) Flan), rr. 
这 样 ,分 布 函 数 就 能 完整 地 描述 随机 变量 取 值 的 统计 规律 性 

对 于 离散 型 随机 变量 ,我 们 需要 掌握 的 是 它 可 能 取 哪 些 值 , 以 及 它 以 怎样 的 概率 取 这 些 

值 , 这 就 是 离散 型 随机 变量 取 值 的 统计 规律 性 . 因而 ,对 于 离散 型 随机 变量 ,用 分 布 律 
PiX = qi) = p, kul,.e-e 
或 写成 


(这 里 ，3)p, = 1) 来 描述 它 的 取 值 的 统计 规律 性 较为 直观 和 简洁 .分布 律 与 分 布 函 数 有 以 
下 的 关系 
FD = PIX < r} = »,PUX — x). 
E 

它们 是 一 一 对 应 的 . 

设 随机 变量 X 的 分 布 范 数 为 已 (z) ,如果 存在 非 负 可 积 函 数 f(zx) ,使 得 对 于 任意 zx, 有 

F(x) = I fGD dz, 

则 称 X 是 连续 型 随机 变量 ,其 中 f(z) 宇 0 称 为 XX 的 概率 密度 . 

给 定 X 的 概率 密度 f(x) 就 能 确定 F(z), 由 于 f(x) 位 于 积分 导 之 内 , 故 改变 f(x) 在 个 


别 点 上 的 函数 值 并 不 改变 F(z) 的 值 . 因此 ,改变 f(z) 在 个 别 点 上 的 值 ,是 无 关 紧 要 的 ， 
连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函数 是 连续 的 ,连续 型 随机 变量 取 任 一 指定 实数 值 a 的 概率 
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为 0, 即 PU X—2a1 —0. 3X VII ex fk IPS HCM BR ULAE E COR EL EH. 
我 们 将 随机 变量 分 成 为 


离散 型 
连续 型 

非 离散 型 | 
读者 不 要 误 以 为 ,一 个 随机 变量 ,如 果 它 不 是 离散 型 的 那 一 定 是 连续 型 的 . 但 本 书 只 讨论 两 
类 重要 的 随机 变量 :离散 型 和 连续 型 随机 变量 . 

潜 者 应 掌握 分 布 函数 、 分 布 律 .概率 密度 的 性 质 . 本 章 引 人 了 几 种 重要 的 随机 变量 的 分 
布 :(0 一 1 分布 ,二 项 分 布 , 泊 松 分 布 ,指数 分 布 ,均匀 分 布 和 正 态 分 布 . 读者 必须 熟知 这 几 种 
随机 变量 的 分 布 律 或 概率 密度 . 

随机 变量 X 的 函数 了 ==g(X) 也 是 一 个 随机 变量 ,要 掌握 如 何 由 已 知 的 的 分 布 (X 的 
分 布 律 或 概率 密度 ) 去 求 得 Y 二 g(X) 的 分 布 (Y 的 分 布 律 或 概率 密度 )， 
N 重要 术语 及 主题 

随机 变量 ”分布 函数 ”离散 型 随机 变量 及 其 分 布 律 ”连续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 
伯 努 利 试验 (0 一 1) 分 布 重 伯 努 利 试验 ”二 项 分 布 泊 松 分 布 指数 分 布 “均匀 分 布 
正 态 分 布 ”随机 变量 函数 的 分 布 


EL 


anen 


a 


1. 考虑 为 期 一 年 的 一 张 保 险 单 , 若 投保 人 在 投保 后 一 年 内 因 意 外 死亡 , 则 公司 赔付 20 万 
元 ,车 投保 人 因 其 他 原因 死亡 , 则 公司 赔付 5 万 元 ,车 投保 人 在 投保 期 未 生存 , 则 公司 无 需 付 
给 任何 费用 . 若 投保 人 在 一 年 内 因 意 外 死亡 的 概率 为 0.0002, 因 其 他 原因 死亡 的 概率 为 
0.0010, 求 公司 赔付 金额 的 分 布 律 ， 

2. (1) -RP RA 5 只 球 ,编号 为 1,2,3,4,5, 在 复 中 同时 取 3 只 ,以 处 表示 取出 的 3 中 
球 中 的 最 大 号 码 , 写 出 随机 变量 X 的 分 布 律 . 

(2) 将 一 颗 般 子 抛掷 两 次 ,以 X 表 示 两 次 中 得 到 的 小 的 点 数 , 试 求 甘 的 分 布 律 . 

3. 设 在 15 只 同类 型 的 零件 中 有 2 只 是 次 品 , 在 其 中 取 3 次 ,每 次 任 取 1 只 , 作 不 放 回 抽 
样 .以 怀表 示 取 出 的 次 品 的 只 数 . 

(1) cR X f y fn i. 

(2) 画 出 分 布 律 的 图 形 . 

4. 进行 重复 独立 试验 , 设 每 次 试验 的 成 功 概率 为 p ,失败 概率 为 g=1 一 p (OL p. 

CD 将 试验 进行 到 出 现 一 次 成 功 为 止 , 以 天 表示 所 需 的 试验 次 数 , 求 X 的 分 布 律 .( 此 时 
称 和 服从 以 户 为 参数 的 几何 分 布 . ) 

(2) 将 试验 进行 到 出 现 ~ 次 成 功 为 止 , 以 了 表示 所 需 的 试验 次 数 , 求 了 的 分 布 律 . (此 时 
称 Y 服从 以 r,p 为 参数 的 巴 斯 卡 分 布 或 负 二 项 分 布 .) 

(3) 一 篮球 运动 员 的 投篮 命中 率 为 45%. 以 筷 表 示 他 首次 投 中 时 累计 已 投篮 的 次 数 , 写 
出 天 的 分 布 律 ,并 计算 X RAR BS gc. 

S. 一 房间 有 3 导 同 样 大 小 的 窗子 ,其 中 只 有 一 扇 是 打开 的 .有 一 只 鸟 自 开 着 的 窗子 飞人 
了 房间 , 它 只 能 从 开 着 的 窗子 飞 出 去 . 鸟 在 房子 里 飞 来 飞 去 ,试图 飞 出 房间 . 假定 鸟 是 没有 记 


256 > 第 二 章 ”随机 变量 及 其 分 布 


忆 的 , 它 飞 向 各 而 窗 子 是 随机 的 . 

(OD EX XR ST Khi ayuu okR X iacit. 

(2) 户主 声称 ,他 养 的 一 只 鸟 是 有 记忆 的 , 它 飞 向 任 一 窗子 的 尝试 不 多 于 一 次 , 以 Y 表示 
这 只 聪明 的 鸟 为 了 飞 出 房间 试飞 的 次 数 . 如 户主 所 说 是 确实 的 , 试 求 Y 的 分 布 律 . 

C 求 试飞 次 数 XX 小 于 Y 的 概率 和 试飞 次 数 Y 小 于 六 的 概率 . 

6. 一 大 楼 装 有 5 台 同 类 型 的 供水 设备 . 设 各 台 设 备 是 理 被 使 用 相互 独立 . 调查 表明 在 任 
-时 刻 上 每 台 设 备 被 使 用 的 概率 为 0.1, 问 在 同一 时 刻 ， 

(OD PA 2 台 设 备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? 

(2) EDA 3 台 设 备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? 

(3) 至 多 有 3 台 设 备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? 

(4) 至 少 有 1 台 设 备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? | 

7. 设 事件 A 在 每 次 试验 发 生 的 概率 为 0.3. A 发 生 不 少 于 3 次 时 ,指示 灯 发 出 信和 号. 

(OD 进行 了 5 次 重复 独立 试验 , 求 指 示 灯 发 出 信号 的 概率 . 

(2) 进行 了 7 次 重复 独立 试验 , 求 指示 灯 发 出 信号 的 概率 . 

8. 咎 . 乙 两 人 投篮 , 投 中 的 概率 分 别 为 0.6,0.7. 今 各 投 3 次 . 求 

CI) 两 人 投 中 次 数 相 等 的 概率 ; 

(D 甲 比 乙 投 中 次 数 多 的 概率 . 

9. 有 一 大 批 产品 ,其 验收 方案 如 下 , 先 作 第 一 次 检验 :从 中 任 取 10 件 ,经 检验 无 次 品 接受 
这 批 产品 ,次 品 数 大 于 2 拒 收 ;否则 作 第 二 次 检验 ,其 做 法 是 从 中 再 任 取 5 件 , 仅 当 5 件 中 无 
次 品 时 接受 这 批 产 品 . 车 产品 的 次 品 率 为 10% , 求 

(1) 这 批 产品 经 第 一 次 检验 就 能 接受 的 概率 . 

(2) 需 作 第 二 次 检验 的 概率 . 

(3) 这 批 产品 按 第 二 次 检验 的 标准 被 接受 的 概率 . 

(4) 这 批 产品 在 第 一 次 检验 未 能 作 决 定 且 第 二 次 检验 时 被 通过 的 概率 . 

(5) 这 批 产 品 被 接受 的 概率 . 

10. 有 甲乙 两 神 味 道 和 颜色 都 极为 相似 的 名 酒 各 4 杯 . 如 果 从 中 挑 4 杯 , 能 将 甲 种 酒 全 
部 挑 出 来 ,算是 试验 成 功 一 次 ， 

CO 某 人 随机 地 去 猜 , 间 他 试验 成 功 一 次 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 某 人 声称 他 通过 品尝 能 区 分 两 种 酒 . 他 连续 试验 10 次 ,成功 3 次 . 试 推断 他 是 猜 对 
的 ,还 是 他 确 有 区 分 的 能 力 ( 设 各 次 试验 是 相互 独立 的 )， 

11. 尽管 在 几何 教科 书 中 已 经 讲 过 仅 用 圆规 和 直 尺 三 等 分 一 个 任意 角 是 不 可 能 的 ,但 每 
一 年 名 是 有 一 些 “ 发 明 者 "所 写 关 于 仅 用 圆规 和 直 尽 将 角 三 等 分 的 文章 . 设 革 地 区 每 年 撰写 此 
类 文莉 的 篇 数 X 服从 参数 为 6 的 泊 松 分 布 . 求 明 年 没有 此 类 文章 的 概率 ， 

12. 一 电话 总 机 每 分 钟 收 到 呼唤 的 次 数 服 从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 . 求 

(1) 某 一 分 钟 恰 有 8 次 呼唤 的 概率 : — 

(2) 某 一 分 钟 的 呼唤 次 数 大 于 3 的 概率 . 

13. 某 一 公安 局 在 长 度 为 上 的 时 间 间 隔 内 收 到 的 紧急 呼救 的 次 数 X 服从 参数 为 (17/2); 
的 泊 松 分 布 ,而 与 时 间 间 隔 的 起 点 无 关 ( 时 间 以 小 时 计 )， 
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(D 求 某 一 天 中 午 12 时 至 下 午 3 时 未 收 到 紧急 呼救 的 概率 . 

(2) 求 某 一 天 中 午 12 时 至 下 午 5 时 至 少 收 到 ] 次 紧急 呼救 的 概率 . 

14. 某 人 家 中 在 时 间 间 隔 i:( 小 时 ) 内 接 到 电话 的 次 数 久 服从 参数 为 21 的 泊 松 分 布 . 

(1) 车 他 外 出 计划 用 时 10 分 钟 , 问 其 间 有 电话 铃 响 一 次 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 车 他 希望 外 出 时 没有 电话 的 概率 至 少 为 0.5, 问 他 外 出 应 控制 最 长 时 间 是 多 少 ? 

15. 保险 公司 在 一 天 内 承保 了 5000 张 相同 年 龄 ,为 期 一 年 的 寿险 保单 ,每 人 一 份 .在 合同 
有 效 期 内 若 投保 人 死亡 , 则 公司 需 赔付 3 万 元 . 设 在 一 年 内 ,该 年 龄 段 的 死亡 率 为 0.0015, 日 
各 投保 人 是 否 死 亡 相 互 独立 . 求 该 公司 对 于 这 批 投保 人 的 赔付 总 额 不 超过 30 万 元 的 概率 ( 利 
用 泊 松 定理 计算 ). 

16. 有 一 繁忙 的 汽车 站 ,每 天 有 大 量 汽车 通过 , 设 一 辆 汽车 在 一 天 的 某 段 时 间 内 出 事故 的 
概率 为 0. 0001. 在 某 天 的 该 时 间 段 内 有 1000 辆 汽车 通过 . 问 出 事故 的 车 辆 数 不 小 于 2 的 概 
率 是 多 少 ? (利用 泊 松 定理 计算 ) 

17. (D) 设 半 服从 (0 一 1) 分 布 , 其 分 布 律 为 PiX=&} = p (1— p) ,上 = 二 0,1, 求 外 的 分 
ft PR LAE TELLE REDE. 

(2) 求 第 2 题 (1) 中 的 随机 变量 的 分 布 函数 . 

18. 在 区 间 [0o,a] 上 任意 投掷 一 个 质点 ,以 和 表示 这 个 质点 的 坐标 . 设 这 个 质点 落 在 
[0,a] 中 任意 小 区 间 内 的 概率 与 这 个 小 区 间 的 长 度 成 正比 例 . 试 求 X 的 分 布 函数 . 

19. 以 X 表示 某 商 店 从 早晨 开始 营业 起 直到 第 一 个 顾客 到 达 的 等 待 时 间 ( 以 分 计 ), 义 的 
分 布 函 数 是 


—ü, 4r 


]—e ` Tod 


F(z) = 
r €. 0. 
求 下 述 概率 : 
(D P{ 至 多 3 分 钟 }. 
(2) PP 至少 4 分钟}. 
(3) P13 分 钟 至 4 分钟 之 间 }. 
(4) PU & 3 分 钟 或 至 少 4 分 钟 }. 
(50 Pif& Br 2.5 分 钟 }. 
20. 设 随机 变量 X 的 分 布 国 数 为 
r0, Zr l, 
Fx(x)—«4lnz, lre 
l, te 


(1) K P(X—2) , PUO Xs;3) P A5 
(2) 求 概率 密度 fx C. 
21. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 


| 2(1—1/x:), dela? 
(1) Fr) 一 


0, A tb. 
n Osgcrel, 
(2) di 1&2, 
0 其 他 ， 
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ok X B3 48 BR CF C2 ,并 画 出 (2) 中 的 Fz) 及 下 (z) 的 图 形 . 
22. (1) 分 子 运 动 速度 的 绝对 值 蕊 服从 麦克 斯 韦 (MaxwelbD 分 布 , 其 概率 密度 为 
Artet, r0, 
0, 其 他 ， 
其 中 5 二 m/ CRT), k HRH 8 (Boltzmann) 常数,T 为 绝对 温度 ,m 是 分 子 的 质量 , 试 确定 
常数 A. 
(2) 研究 了 英格兰 在 1875 年 一 1951 年 期 间 , 在 矿山 发 生 导 致 不 少 于 10 人 死亡 的 事 
故 的 频繁 程度 ,得 知 相继 两 次 事故 之 间 的 时 间 T( 日 ) 服 从 指数 分 布 , 其 概率 密度 为 
fi) -二 bc 
0, 其 他 ， 
xk ^B EE Fi(i) ,并 求 概率 P{50 一 T 一 100}. 
23. 某 种 型 号 器 件 的 寿命 X( 以 小 时 计 ) 具 有 概率 密度 
HEUS x5 000; 
fíx)m4 7 
D n 
现 有 一 大 批 此 种 器 件 ( 设 各 器 件 损坏 与 和 否 相互 独 立 ), 任 取 5 只, 问 其 中 至 少 有 2 只 寿命 大 于 
1500 小 时 的 概率 是 多 少 ? 
24. 设 顾 客 在 某 银 行 的 窗口 等 待 服务 的 时 间 XCmin) 服 从 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 


maet. r0, 
fxG) = | 9 
0, 其 他 . 
某 顾 客 在 窗口 等 待 服务 AE 10 min, 他 就 离开 . 他 一 个 月 要 到 银行 5 次 .以 了 表示 一 个 月 
内 他 未 等 到 服务 而 离开 窗口 的 次 数 . 写 出 Y 的 分 布 律 , 并 求 PIY 宇 1}. 
25. 设 KK 在 (0,5) 服 从 均匀 分 布 , 求 x 的 方程 
4z 十 4Kzr 十 下 十 2 一 0 


fix) = | 


有 实 根 的 概率 ， 

26. 设 X— N(G3,2^). 

(D R P(2« Xx:5),P( —4— X«10),PC| X| 2 PX. 

(2) 确定 c, 使 得 PUXS C) — PX). 

(3) 设 d 满足 PIX 二 d}) 宇 0.9, 问 d  & rv? 

27. 某 地 区 18 岁 的 女 青年 的 血压 (收缩 压 ,以 mmHg 计 ) 服 从 N(110,12?) 分 布 . 在 该 地 
区 任 选 一 18 岁 的 女 青 年 ,测量 她 的 血压 X. 求 

(D P(Xx:105) , P(100— X«:120) ; 

(2) 确定 最 小 的 zx, 使 P X>} <0. 05. 

28. 由 某 机 器 生产 的 螺栓 的 长 度 (cm) 服 从 参数 a= 10.05.00. 0689 IE s 4) p. 规定 长 度 
在 范围 10.05 士 0. 12 内 为 合格 品 , 求 一 螺栓 为 不 合格 品 的 概率 . 

29. 一 工厂 生产 的 某 种 元 件 的 寿命 X( 以 小 时 计 ) 服 从 参数 为 kw 一 160,o(c 二 0) 的 正 态 分 
布 . X: SER P1120 一 Xs200} 伍 0. 80 ,允许 最 大 为 和 多少 ? 
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30. 设 在 一 电路 中 ,电阻 两 端的 电压 (让 服从 NCI120.2*0 3 sr WE T 5 次 , 试 确定 有 2 
次 测定 值 落 在 区 间 [L118,122】 之 外 的 概率 ， 

31. 某 人 人 上班, 自家 里 去 办 公 楼 要 经 过 一 交通 指示 灯 , 这 一 指示 灯 有 80 26 R3] 18) 96 £L AT , it 
时 他 在 指示 灯 旁 等 待 直至 绿灯 亮 . 等 待 时 间 在 区 间 [0,30]( 以 秘 计 } 服 从 均匀 分 布 . 以 X os 
他 的 等 待 时 间 , 求 匀 的 分 布 函数 F(z). 夯 出 F(x) 的 图 形 , 并 问 久 是 否 为 连续 型 随机 变量 ,是 
否 为 离散 型 的 ? (要 说 明理 由 ) 

32. 设 f(r) ,g(x) 都 是 概率 密度 函数 ,求证 

Alr)=afir) t(l- aglr), Ozxaxl 

也 是 一 个 概率 密度 函数 . 

33. 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


X Lu l 0 1 3 


K Y — X* 的 分 布 律 . 
34. 设 随机 变量 X (E [X [8] CO. 12 BR 25] 5] A. 
(D ok Y-—e* 的 概率 密度 ， 
(D ok Y — —21n X BJ RES SE RE. 
35. Yt X— N (0,1)， 
(OD ok Y —e* 的 概率 密度 . 
(D oRY —2 X" 十 1 的 概率 密度 . 
(D R Y=|X| 的 概率 密度 ， 
36. (1) 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 有 (x), 一 co 二 x 二 oo, 求 YX 的 概率 密度 . 
(2) 设 随机 变量 X RU NL SE HE 


f) [^ x0, 
qt) = 
0, 其 他 ， 
eK Y — X* 的 概率 密度 . 
37， 设 随机 变量 的 概率 密度 为 
MES QALE, 
(0, Ri. 


X Y —sin X 的 概率 密度 . | 
38. 设 电 流 了 是 一 个 随机 变量 , 它 均匀 分 布 在 9 A— 11 A za. 若 此 电流 通过 2 0 的 电 
阻 ,在 其 上 消耗 的 功率 W —2P.ckK W 的 概率 密度 . 


39. 某 物体 的 温度 TC*F) 是 随机 变量 , 且 有 T~N(98.6,2), 已 知 8-3 (T— 32) , Wok 
BCC) 的 概率 密度 . 
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$1 二 维 随机 变量 


以 上 我 们 只 限于 讨论 一 个 随机 变量 的 情况 ,但 在 实际 问题 中 ,对 于 某 些 随机 
坛 验 的 结果 需要 同时 用 两 个 或 两 个 以 上 的 随机 变量 来 描述 . 例如 ,为 了 研究 某 一 
地 区 学 龄 前 儿童 的 发 育 情况 ,对 这 一 地 区 的 儿童 进行 抽查 . 对 于 每 个 儿童 都 能 观 
察 到 他 的 号 高 H MEE W. 在 这 里 ,样本 空间 S={e} 王 ( 某 地 区 的 全 部 学 龄 前 
儿童 上 ,而 (ey 和 Wt(le) 是 定义 在 S 上 的 两 个 随 B 
机 变量 , 又 如 炮弹 弹 着 点 的 位 置 需要 由 它 的 横 
坐标 和 纵 坐 标 来 确定 ,而 横 坐 标 和 纵 坐 标 是 定 
义 在 同一 个 样本 空间 的 两 个 随机 变量 

一 般 , 设 EE 是 一 个 随机 试验 , 它 的 样本 空间 
是 S 二 {e}, 设 XX 二 X(e) 和 Y= 二 Y(e) 是 定义 在 S 
上 的 随机 变量 ,由 它们 构成 的 一 个 向 量 (X,Y)， 
叫做 二 维 随机 向 量 或 二 维 随机 变量 (如 图 
3 一 1). 第 二 章 讨 论 的 随机 变量 也 叫 一 维 随机 变量 . 

二 维 随机 变量 (X,Y) 的 性 质 不 仅 与 和 及 Y 有 有关, 而 且 还 依赖 于 这 两 个 随机 
变量 的 相互 关系 . 因此 ,逐个 地 来 研究 X 或 Y 的 性 质 是 不 够 的 ,还 需 将 (X,Y) 作 
为 一 个 整体 来 进行 研究 . 

和 一 维 的 情况 类 做, 我 们 也 借助 “分 布 函 数 ? 来 研究 二 维 随机 变量 . 

定义 ” 设 (X,Y 耻 是 二 维 随机 变量 ,对 于 任意 实数 my, 7C IRA: 

FG, 3) PIG Os) EERPAESERT SE 
称 为 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 ,或 称 为 随机 变量 X 和 YY 的 联合 分 布 
E AX. 

如 果 将 二 维 随 机 变量 (X,Y) 看 成 是 平面 上 随机 点 的 坐标 ,那么 ,分 布 函 数 
F(x,y) 在 (x,y) 处 的 函数 值 就 是 随机 点 (X,Y) 落 在 如 图 3 一 2 所 示 的 ,以 点 (z， 
y) 为 项 点 而 位 于 该 点 左下 方 的 无 穷 矩 形 域内 的 概率 . 

依照 上 述 解释 ,借助 于 图 3 一 3 容易 算出 随机 点 (X,Y) 落 在 抢 形 域 {(z,y)) 
t Cta yy 的 概率 为 


$1 二 维 随机 变量 ól» 


—— i n— e —MÀ i — ——— 


Pix cX (yi YY, 
= F(t: FGza yi) Fr oy p FCzxi 5). CE 1) 
F 


(x.y) 


图 3 一 2 图 3 一 3 


4r tf eR F(zr,y) 具 有 以 下 的 基本 性 质 ， 
1” Fir, p EEE r A y PARR RR BUDE FERE y. roni Boc 
Flr: Fn 32 ST FER BERE BJ r, y; y; f Fry: Flr, y). 
2 DE Fixe MH 
对 于 任意 固定 的 y. FC—7902,52 —0, 
对 于 任意 固定 的 r, FG,—909—0, 
FGC—oo,—00)-—0,F(co,o9)—]. 
上 面 四 个 陈 子 可 以 从 几何 上 加 以 说 明 . 例如 ,在 图 3 一 2 PREA EE A LXI 
界 向 左 无 限 平移 ( 即 z 一 一 ce), 则 “随机 点 (X,Y) 落 在 这 个 矩形 内 ”这 一 事件 趋 
于 不 可 能 事件 , 故 其 概率 趋 于 0, 即 有 下 (一 cy 一 0: 又 如 当 z 一 ceoyy co 时 图 
3 一 2 中 的 无 穷 矩 形 扩展 到 全 平面 ,随机 点 (X,Y) 落 在 其 中 这 一 事件 趋 于 必然 事 
件 , 故 其 概率 趋 于 1, 即 FCGo,00)— 1. 
3 Flirto, yp =F(tr,y) ,Flr yO0)=F(r, y) , Hl Firs y) TF r HAES, 
XT y 也 右 连续 . 
4° 对 于 任意 (zi (yis ys? ax n ,YI 一 yz ;下 述 不 等 式 成 立 ， 
F(xrssy)— Fr yt Fr, Bor ESL. 
这 一 性 质 由 (1. 1) 式 及 概率 的 非 负 性 即 可 得 . 
如 未 二 维 随机 变量 (X,Y) 全 部 可 能 取 到 的 值 是 有 限 对 或 可 列 无 限 多 对 , 则 
称 (X,Y) 是 离散 型 的 随机 变量 . 
设 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 所 有 可 能 取 的 值 为 (zx, yj) ,i,j 二 1,2,…, 记 
PiX— zz, Y= y) = pi ,i,j—1,2,*, M t SESEBUAE X4 


pj; = 0, > ls 
PI j=] 
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我 们 称 P(X—z,,Y—yjib; £471,299 — ESRA DLAE SR CX YD 
的 分 布 律 ,或 随机 变量 X 和 Y 的 联合 分 布 律 . 
我 们 也 能 用 表格 来 表示 X 和 了 的 联合 分 布 律 ,如 下 表 所 不. 


X Ta .--- br 
Y se : Li 


» pi m - ps 
ys Pis Pe ue Pe 
Ni bij P pa ps 


例 1 设 随 机 变量 X 在 1,2,3,4 四 个 整数 中 等 可 能 地 取 一 个 值 , 另 一 个 随 
机 变量 Y 在 1— X 中 等 可 能 地 取 一 整数 值 . 试 求 ( 外 ,了 ) 的 分 布 律 . 
解 ” 由 乘法 公式 容易 求 得 (X,Y) 的 分 布 律 . 易 知 {X==i,Y 二 } 的 取 值 情况 


是 ;i 二 1,2,3,4,7 取 不 大 于 i 的 正 整 数 , 日 
P(X—iY-—j)—P(Y-jIX-—u0PíX-i)- 


1—1,2,3,4, JE. 


于 是 (X,Y) 的 分 布 律 为 


E 
将 (X,Y) 看 成 一 个 随机 点 的 坐标 ,由 图 3 — 2 知道 离散 型 随机 变量 X 和 Y 

的 联合 分 布 函数 为 
F(r,y) = ^ > py (1.2) 


FEE m y 


其 中 和 式 是 对 一 切 满足 Sry Sy 的 ij 来 求 和 的 . 
与 一 维 随 机 变量 相似 ,对 于 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 FC y) ,如 果 
存在 非 负 的 函数 F(z,y) 使 对 于 任意 x y 有 


F(x.y) = | | fGu,v)dudv, 


351 二 维 随机 变量 . 63， 


则 称 (X, 了 站 是 连续 型 的 二 维 随 机 变量 ,好 数 f(zr,y) 称 为 二 维 随机 变量 (外 ,YY) 的 
概率 密度 ,或 称 为 随机 变量 XAY 的 联合 概率 密度 . 
按 定义 ,概率 密度 f(zr,y) 具 有 以 下 性 质 ， 
l* fir: y) =0. 
r[ | E aod. 
3' iE G Æ rOy 平面 上 的 区 域 ,点 ( 久 ,Y) 落 在 G 内 的 概率 为 
P{(X,Y) € G) = || fcz, y)dzdy. (1.3) 


4 A fx y) TE A Cr 30358 ££ , WIR 
9 F(x,y) 
a 


IH TERR 4^ ,在 f(z,y) 的 连续 点 钼 有 


lim PixcXzrdo Ar, yY yt Ay) 
Ar=0+ ATAY 


Ay üt 


由 (1. 1) 


; l 
m AzAy FOU Az y Ay) Fat Az y) 


ye 


—FG, y Ay) FGr y ] 


|. Ə F(x,y) mm 
cry $809. 


ARRE /zy) 在 点 (zyy) 处 连续 , 则 当 Azr,Ay 很 小 时 
Ps 和 过 工 十 Arzy 二 了 过 yy 十 As zy)ArAy， 
也 就 是 点 (X,Y) 落 在 小 长 方形 (x,z 十 AzjX(y,y 十 Ay] 内 的 概率 近似 地 等 于 
fry Arhy. 
在 几何 上 z— f(x,y) 表 示 空 间 的 一 个 曲面 . 由 性 质 2* 知 , 介 于 它 和 rOy Æ 
面 的 空间 区 域 的 体积 为 1. 由 性 质 3^, PLCX. YO EG} 的 值 等 于 以 G 为 底 , 以 曲面 
z— fe, y) Jy i iii t] B D BRH. 
例 2 讽 二 维 随 机 变量 (X,Y) 具 有 概率 密度 
2e 9», x0 
fas 其 他 . 
(1) 求 分 布 函 数 Fry) DORRE P(Y X). 


S (OD FG =| | fr,ydrdy 


u f Koa drdy, r>0,y>0, 
0， 其 他 . 
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E s=- 


m (1l—e™)(l—e”), 0.90; 
JIES Fir, y)= A 其 他 
(2) 将 CX,Y) 看 作 是 平面 上 随机 点 的 坐标 . 即 有 
(Y X)—(OX,YO€G), 
其 中 GG 为 zrOy 平面 上 直线 y 一 工 及 其 下 方 的 部 
分 ,如 图 3 一 4. 于 是 


PIY < X} = P{(X,Y)E G) = [f Gs dzdy 
uH 


O 
= I | 2e '^'?»drdy = i E < S 
以 上 关于 二 维 随机 变量 的 讨论 ,不 难 推 广 到 CS SS 
n (n2) !fEBG LAE ERU TR UU. 一 般 , 设 下 是 一 个 | 
随机 试验 , 它 的 样本 空间 是 $= (e, iE X= 
Xi(6, X, X (0, X, X, COJÀRGE X. 3E S 图 3 一 4 
上 的 随机 变量 ,由 它们 构成 的 一 个 nn 维 向 量 (XX ,XXX 叫做 款 维 随机 向 量 
sn 维 随机 变量 . 
对 于 任意 有 个 实数 工 | mex ,n ZUR 
Flirta t) PA StA a A 
称 为 n ÆMUE ECX, Xo. X0 B9 4 p eR SL DB PLE E Xi Xov X, 的 联 
合 分 布 函数 . 它 具 有 类 似 于 二 维 随机 变量 的 分 布 函数 的 性 质 . 


/A 


$2 边缘 分 布 


二 维 随 机 变量 (X,Y) 作 为 一 个 整体 ,具有 分 布 函数 FCz,y). 而 X 和 Y 都 是 
随机 变量 ,各 自 也 有 分 布 函 数 , 将 它们 分 别 记 为 Fx(z),Fy(y), 依 次 称 为 二 维 随 
机 变量 (X,Y) 关 于 X 和 关于 Y 的 边缘 分 布 函数 . 边缘 分 布 函 数 可 以 由 (X,Y) 的 
4 fii PR, F(x,y) 所 确定 ,事实 上 ， 


FxC(éx)—PiXzir)j—PiXzr,Y«-oo)-—Für.oo), 


Bil Fy(r)=F(zrx,co), EI) 
就 是 说 ,只 要 在 范 数 Fry p yc 就 能 得 到 Fy). [5] 28 
FyCy) — FCoo, y). (22) 


对 于 离散 型 随机 变量 ,由 (1. 22 (2. 1) 式 可 得 


Fyz) = FGr,c9) = 22. 
与 第 二 章 (3.2) 式 比较 ,知道 X 的 分 布 律 为 
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同样 ,Y 的 分 布 律 为 


P{Y = y} = D j= 1,2, 
i= | 
iü p.— > p; = P{X = zx;}, t= l;t“ 
j=1 


分 别称 p: G=1,2, OM p. G=1,2 0X9 (OX YO XF X DC Y 的 边缘 分 
布 律 ( 注 意 , 记 号 p;. PH“ ”表示 pi;. 是 由 p; XT j 求 和 后 得 到 的 ;同样 ,p.， 
是 由 p AFi 求 和 后 得 到 的 ). 

对 于 连续 型 随机 变量 (X,Y), 设 它 的 概率 密度 为 xy) HF 


Fx(x) = F(x,09) = L I (zy)dy |dz, 
由 第 二 章 (4. 1) 式 知道 ,X 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 生 其 概率 密度 为 


fx») = | fG«»dy. [2o 
同样 ,Y 也 是 一 个 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 
x ye n f(x, y)dz. (2. 4) 


分 别称 fx(z) ,Jr(y) 为 (X,Y) 关 于 X 和 关于 Y 的 边缘 概率 密度 
例 1 一 整数 N 等 可 能 地 在 1,2,3,.…,10 千 个 值 中 取 一 个 值 . 设 D= 
DCN) 是 能 整除 N 的 正 整数 的 个 数 ,F= FCN) 是 能 整除 N 的 素数 的 个 数 ( 注 意 
1 不 是 素数 ). REH D 和 下 的 联合 分 布 律 . 并 求 边缘 分 布 律 ， 
解 ” 先 将 试验 的 样本 空间 及 D,F 取 值 的 情况 列 出 如 下 ， 


样本 点 1 2 3 4 5 6 f 8 9 10 
D 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 
F pd 1 1 1 1 2 1 1 | 2 


D 所 有 可 能 取 的 值 为 1,2,3,4;F 所 有 可 能 取 的 值 为 0,1,2. READ, FOI 
Ci j) ,i 二 1,2,3,4,j 二 0,1,2 的 概率 ,例如 


L — = = 


可 得 D 和 下 的 联合 分 布 律 及 边缘 分 布 律 如 下 表 所 示 : 


4 
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我 们 常常 将 边缘 分 布 律 写 在 联合 分 布 律 表格 
的 边 绿 上 如 上 表 所 示 . 这 就 是 “边缘 分 布 律 ” 这 个 
名 词 的 来 源 . 

例 2 设 随机 变量 和 和 YY 具有 联合 概率 密度 


(图 3 一 5) 
| |O[6, x yr， 
dica lo. 其 他 . 
求 边缘 概率 密度 fx (a2 fro). 
g 图 3 一 5 


r Bip Spo E rs. 
fac | f(r,y)dy -fl J A v d 
EO 其 他 . 


fr(W=| fry)dz 


T 
-| 6dr = 6(y 一 9)0 近 < 扫 1， 


0, | 其 他 . g 
$3 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
= xpl——dl. [Ca 
nM Pla a 


— 25 € — p Cy — pe) , Cy 2]. 


— H 
gis g 
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其 中 pti ryt ro ro op 都 是 常数 , 且 01 270,0; 0, —l— pl. 3 TER CX YO 2 BRA. 
参数 为 ju ,ma 20i 02 sp 的 二 维 正 态 分 布 ( 这 五 个 参数 的 意义 将 在 下 一 章 说 明 ), 记 
为 (是 一 MO s H3 T : 72 D). 试 求 二 维 正 态 随机 变量 的 边缘 概率 密度 . 


R f) mi 7 


C= — 9? (Ty p) 
由 于 2 P did? 
= 人 他 一 应 y ee 
=i c ( = | Po wd 7 
2 l l 
于 是 
E 1 -4 [* GA)! 
dai M ONE cua 2e1 | ee on dy. 
At JU p | 
令 t VEFA, " ), 则 有 
jé 
fx(z) = ze | - dt 
即 fx(x) = pos o, —ooxr« o 
Tg; 
[ri] 388 
(y ps I 
froy) = 2 e x . 一 So 一 y « co, 
Tg» 


我 们 看 到 二 维 正 态 分 布 的 两 个 边缘 分 布 都 是 一 维 正 态 分 布 , 并 且 都 不 依赖 
于 参数 po, 亦 即 对 于 给 定 的 mm ,ws yoyo ,不 同 的 o 对 应 不 同 的 二 维 正 态 分 布 , 它 
们 的 边缘 分 布 却 都 是 一 样 的 . 这 一 事实 表明 , 单 由 关于 X 和 关于 Y 的 边缘 分 布 ， 
一 般 来 说 是 不 能 确定 随机 变量 X 和 YY 的 联合 分 布 的 . 


$3 条 件 分 布 


我 们 由 条 件 概率 很 自然 地 引出 条 件 概 率 分 布 的 概念 . 
设 (X,Y) 是 二 维 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
P(Xz,Y-—yj)-—bp;. ij—1,2,-- 
(X,Y) 关 于 X MIT Y 的 边 绿 分布 律 分 别 为 


P(X = zx) = pe = 5: 1 = 1.2.7, 
j=l 


I > Pi B a T i 
i=] 
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R p SORTER IS AE SR TE (Y — y) PRAE BI AR TER SE PEUX — x) RE BILE 
率 , 也 就 是 来 求 事件 

tX—zlY-yj. i-L2.- 
的 概率 , 由 条 件 概率 公式 ,可 得 


Pi Xr; Y=y}= 


5 A E Yh52R PEERS ROS 2r ti E AI HE NE : 
1° Pi XSr |Y S y 10; 


PiX—xoY-—y bg . 


2237 xdi caia 


97 E X =r | Y= SE b 
uP 2 ý 24 P. p.; 这 | P. 

于 是 我 们 引入 以 下 的 定义 . 

定义 ” 设 (X,Y 耻 ) 是 二 维 离散 型 随机 变量 ,对 于 固定 的 73; PY — y,) 0. 
则 称 

Pii metus DT 

' JE Y — y, 条 件 下 随机 变量 X 的 条 件 分 布 律 . 
同样 FEER d$ PUX 9 m) 20 , Bl 


PiX—zroY-—yj P4 . i15.. 
P{X=x,} m 3951.2, (3. 2} 


为 在 X= r: 条件 下 随机 变量 Y 的 条 件 分 布 律 . 

例 1 在 一 汽车 工厂 中 ,一 辆 汽车 有 两 道 工 序 是 由 机 器 人 完成 的 . 其 一 是 
紧 固 3 只 螺栓 ,其 二 是 焊接 2 处 焊 点 . 以 和 表示 由 机 器 人 紧 固 的 螺栓 紧 固 得 不 
民 的 数目 ,以 立 表 示 由 机 器 人 焊接 的 不 良 焊 点 的 数目 . 据 积 昧 的 资料 知 (X,Y) 
具有 分 布 律 : 


poro 


0 0. 840 0.030 0. 020 0.010 | 0. 900 


一 全 ,ii 一 1,2,… ( 3. 1) 


PiY—yj|Xzxz)-— 


l 0. 060 0. 010 0. 008 0. 002 0. 080 


2 0. 010 0. 005 0. 004 0. 00] 0. 020 


1. 000 


DRE X —1 的 条 件 下 ,Y 的 条 件 分 布 律 ;(2) 求 在 Y=0 的 条 件 下 ,六 的 条 
件 分 布 律 . 
解 ” 边 绿 分 布 律 已 经 求 出 列 在 上 表 中 . TE X-1 的 条 件 下 ,Y 的 条 件 分 布 律 为 


P{X=1,Y=0} 0.030 
iY 0 mE TAE, ———Ó—MMM——Ó—M—————— ^ 
Fi paru P{X = 1! 0. 045 


83 条 件 分 布 ae 


P{X=1,Y=1} 0.010 
silile mee c N 
PlY=1|X=1 pxen 0906! 
29d C sep uu UA Em IJ 9:13) 00008 
PiY-2IX-—1n PUX = 1) 0. 045" 


或 写成 


例 2 一 射手 进行 射击 , 击 中 目标 的 概率 为 p (0 二 p 二 1), 射 击 直至 击 中 目 
标 两 次 为 止 . 设 以 藉 表 示 首 次 击 中 目标 所 进行 的 射击 次 数 , 以 了 表示 总 共 进 行 


的 射击 次 数 , 试 求 X 和 Y 的 联合 分 布 律 及 条 件 分 布 律 . 


解 ” 按 题 意 Y==n 就 表示 在 第 n 次 射击 时 击 中 目标 , 且 在 第 1 次 ,第 2 次 ， 
uci. ,第 n— 1 UO d PRU — Dati m Bob. OL UHR d EH BUR vr B FER 


A m (m 二 n) 是 多 少 , 概 率 PiX =m Y =n WAST 
p'b*g* — a (这 里 S1. 


即 得 区 和 了 的 联合 分 布 律 为 
Pi X—m.Y =n} = pg, nn 二 2， 3,***3m71,2,-***,n— 1. 


Ei P(X = m}= p P(X — m,Y =n) — © pq” 
n-— ml = ntl 
— p $3 - ET cd sm = l,m, 
n—mil ] 


P(Y = n}= »jP(X — mY =n} 


m=] 
= Sp md = (n—1)f'q —2 0 0g-—2,8,- 


于 是 由 (3. D, (3. 2) 式 得 到 所 求 的 条 件 分 布 律 为 
当 m 一 2,3,… 时 ， 
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,m--] $4, E l; 


— = spg - d 
PiX m|Y n) (n—1)piq'* n—1 
31 m=1,2, if, 


2 na 
P{Y=n| Xm) — 2-2 = pq" " ,n—m-d 1,m-2,:-. 


例如 , P(X—m|Y—3) 7. — 7 


PiY-—ni|X^3jpq' “， Em 4,5; [ 


现 设 (X,Y 了 ) 是 二 维 连续 型 随机 变量 ,这 时 由 于 对 任意 x;y 有 PP{X=x})= 二 0， 
PtY 一 y 一 0, 因 此 融 不 能 直接 用 条 件 概率 公式 引 人 和 人” 条件 分 布 函数 ”了 . 
BOX ORRERI Frzy)，(XY) 关 于 YY 的 边缘 概率 密度 为 fy Cy). 
给 定 y, 对 于 任意 固定 的 s 盖 0, 对 于 任意 zx, 考虑 条 件 概率 
PiXzx|ly-—Ysz»vy-ceh 
i PiycXzy-ce)20,Wpf 


PiX< xy-—Ysycteg 
Piy «Y < ye) 


ate 
| fy(y)dy 


PIX<xr|ly<Y<y+e)= 


在 某 些 条 件 下 , 当 * 很 小 时 ,上 式 右 端 分 子 、 分 母 分 别 近似 于 se | f(x,y)dz 和 
efr), 于 是 当 。 很 小 时 ,有 
e| flr dz 


T, ) 
Pras teybe 0 uu Fyr (3. 
xe ue Yra da nes os dr. (9.3) 


与 一 维 随机 变量 概率 密度 的 定义 式 第 二 章 (4. 1) 式 比较 . 我 们 给 出 以 下 的 定义 ， 
定义 ” 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 /(x,y),(X,Y) 关 于 Y 的 边缘 
概率 密度 为 fi G0. 车 对 于 固定 的 y (007-0 ER I3 yE Y= y 的 条 件 
下 X 的 条 件 概率 密度 , 记 为 0 | 
= LY) 


fxiv x | y) A505 (3. 4) 


D 条 件 概率 密度 满足 条 件 : yaly = Du 20; 


I fxivix | y2dx = |. E ds 7 zs | f erda p 


— 
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称 | Juvtzily)dz= f LED dr HEY — y RETF X 的 条 件 分 布 函数 ， 


2 fro) 
iX PiX xix | Y = y) X Fyri] y), B] 
a e E 415 diu) 
Fury (rly)-—PiXzxlY-—y) | $66 dr. Ls 
类似 地 ， 可 以 定义 fur = KER A Folo f FE dy, 


由 (3. 3» AIBÉ 24 e 很 小 时 ,有 
人 bx) ~ | farta | ydr = FayG | y), 


上 式 说 明了 条 件 密 度 和 条 件 分 布 函 数 的 含义 . 
例 3 设 G 是 平面 上 的 有 界 区 域 ,其 面积 为 A. 若 二 维 随机 变量 (X,Y) 具 有 
概率 密度 


esed EDS 
0, 其 他 ， 
MERC. IDE G ERAAI A. SR — 4E B6 BLUE CX YO fe Du d u^ o y^ «1 
上 服从 均匀 分 布 , 求 条 件 概 率 密度 Py Gel y). 
解 ” 由 假设 随机 变量 (X,Y) 具有 概率 密度 


i, tty El, 


fixi y? | 
0， 其 他 ， 
且 有 边缘 概率 密度 


fyCy) = | foods 
] (a _ 2 A 
dre dz 一 元 lo ^y IZ ], 

0, 其 他 . 

于 是 当 一 1 二 y 二 1 时 有 
j 

| p 1 
7 二 
Ly a4 A 
m E fth.. 
M y 0 和 y— M fxiv Gc] 0 BH ERE 43 3] n] 3 一 6, 图 3 一 7 所 示 . 


fxivéx| 3)0— 
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例 4 设 数 匀 在 区 间 (0,1) 上 随机 地 取 值 , 当 观 察 到 XX 一 x (0 二 x 二 1) 时 , 数 
Y 在 区 间 (x,1) 上 随机 地 取 值 . SK. Y 的 概率 密度 fv Cy). 
Ro RAE X 具有 概率 密度 
Xue " De gy« I; 
0. 其 他 . 
对 于 任意 给 定 的 值 zx (0 二 x 二 1), 在 站 =z 的 条 件 下 Y 的 条 件 概 率 密 度 为 
1 
festa T^ d dad 
0, 其 他 . 
由 (3. ORE XAY 的 联合 概率 密度 为 
] 
fero? festen E^ 
0, 其 他 ， 


于 是 得 关于 Y HAZBETE EN 
fro) = | fayda 


g l dr =— e RE 1， 
— 0 l~ 
0, 其 他 . [] 


$54 相互 独立 的 随机 变量 


本 节 我 们 将 利用 两 个 事件 相互 独立 的 概念 引出 两 个 随机 变量 相互 独立 的 概 
念 ,这 是 一 个 十 分 重要 的 概念 . 

定义 ” 设 F(r,y) 及 Fx (x),Fy(y) 分 别 是 二 维 随 机 变量 (X,Y ) 的 分 布 清 数 
及 边缘 分 布 函数 .者 对 于 所 有 xy 有 
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n————————H' e 


即 FGc,y)— FxGOFyCy), (4. 2) 
则 称 随 机 变量 X 和 了 是 相互 独立 的 . 


设 (X,Y) 是 连续 型 随机 变量 , Sry), fx GO fv C)4EBÜA CX, YO BLBESE 
密度 和 边缘 概率 密度 , 则 X 和 了 相互 独立 的 条 件 (4. 2) 等 价 于 :等 式 
zy 一 CCz) fy Cy) (4. 3) 
在 平面 上 几乎 处 处 @ 成 立 .” 
M CX ,7 是 离散 型 随机 变量 时 ,X 和 Y 相 互 独立 的 条 件 (4. 2) 式 等 价 于 :对 
于 (X,Y) 的 所 有 可 能 取 的 值 (zx;,y;) 有 
P(X—z,Y-—y;)-—PiX-z))P(Y-y,. (4. 4) 
在 实际 中 使 用 (4. 3) 式 或 (4. 4) 式 要 比 使 用 (4. 2) 式 方便 . 
例如 $1 例 2 中 的 随机 变量 X 和 YY, 由 于 
2g, d 0s e", y0, 
fx x) = 0, 其 他 ， froy) = 0. 其 他 ， 
BUR fix.) fx GO f. Go ,因而 X,Y 是 相互 独立 的 . 
又 如 ,车 X.Y 具有 联合 分 布 律 


0 ] piY2j) 
BEBE 2M | 1/6 2/6 1/2 
2 1/6 2/6 1/2 
P(z-i] 1/3 2/3 1 
则 有 P{X =0,Y = 1} = 1/6 = P(X=0)P{Y=1), 
P(X =0,Y = 2} = 1/6 = P(X = OPY = 2), 
PX = 1,Y = 1} = 2/6 = P{X = 1}P{Y = 1}, 
PAX = 1,Y = 2} = 2/6 = Bida PLY = 2}, 


因而 X,Y 是 相互 独立 的 . 
再 如 2 例 1 中 的 随机 变量 Fd D. hF P(D—1,F—0)—1/10z P(D— 
L XPIF= 二 0}) ,因而 下 和 DD 不 是 相互 独立 的 . 
下 面 考察 二 维 正 态 随 机 变量 (X,Y). 它 的 概率 密度 为 
i m: re ci 
—2p (r—pn) (y-u MER Id 小 


did? 


山 此 处 "几乎 处 处 成 立 " 的 含义 是 :在 平面 上 除去 “面积 ?为 零 的 集合 以 外 ,处 处 成 立 ， 
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一 ALL. Ao E 


—R M —— — ——— J ———— 


由 2 中 例 3 知道 ,其 边缘 概率 密度 fx GO, fv Cy) BIRTH 


| na | dATG-ga? | Gg)? | 
fx GO fe) gs exp] | ol o? J} 


因此 ,如 果 o= 王 0, 则 对 于 所 有 rsy A fry) — fx GO fyo, BI. X A Y 相互 独 
并 .反之 ,如果 X UY 相互 独立 ,由 于 f(z,y) fx GO» fv O0 ARAE IE S PRIC S i 
对 于 所 有 的 zy UH fly) = fx GO fy Cy). 特别 , 令 工 二 ,yy 二 pw; 自 这 一 等 式 
得 到 
b ooi: 
2x0:9; V/l— p 2roioz 

从 而 p= 二 0. 综 上 所 述 ,得 到 以 下 的 结论 ; 

对 于 二 维 正 态 随机 变量 (X,Y) ,XX 和 Y 相互 独立 的 充 要 条 件 是 参数 p=0. 

例 一 负责 人 到 达 办 公 室 的 时 间 均 匀 分 布 在 8 一 12 时 ,他 的 秘书 到 达 办 公 
室 的 时 间 均 匀 分 布 在 7 一 9 时 , 设 他 们 两 人 到 达 的 时 间 相 互 独立 , 求 他 们 到 达 办 
公 室 的 时 间 相 差 不 超 过 5 分 钟 (1712 小 时 ) 的 概率 . 

解 设 X 和 YY 分别 是 负责 人 和 他 的 秘书 到 达 办 公 室 的 时 间 , 由 假设 X 和 Y 
的 概率 密度 分 别 为 


2m l 
— 8 NR , UM * 
fco [a n ci roj? 7« y«9 
0, Hh, O0, Hh, 
因为 X,Y 相互 独立 , 故 (X,Y) 的 概率 密度 为 


i oc 1 12 (e ye 9, 


0， 其 他 . 
按 题 意 需要 求 概 率 PIX Y| 31/12). m H 
区 域 :|z 一 y| 笃 1712 ,以 及 长 方形 [8 一 zx 一 12; 
7 一 yy 过 9 ,它们 的 公共 部 分 是 四 边 形 
BCC'B', 记 为 G( 如 图 3 一 8). 显然 仅 当 (XX， 
Y) 了 到 值 于 G 内 ,他 们 两 人 到 达 的 时 间 相 差 才 
不 超过 1/12 小 时 . 因此 ,所 求 的 概率 为 


fGx»y)— fx Ge fy Gy) - 


l — : 
P|! | X—-Y isi = /cededy B3—s 
= X (G 的 面积 ). 
而 G 的 面积 三 三 角形 ABC 的 面积 一 三 角形 ABC 的 面积 


zli) 32) =E 
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1 
于 是 P1 | 六 一 Y|«) —18 
即 负 责 人 和 他 的 秘书 到 达 办 公 室 的 时 间 相 差 不 超 过 5 分 钟 的 概率 为 1/48.， O 
以 上 所 述 关 于 二 维 随机 变量 的 一 些 概 念 ,容易 推广 到 维 随机 变量 的 情况 
上 面 说 过 ,n 维 随机 变量 (Xi ,X,,…,X,) 的 分 布 函 数 定义 为 
| d = P(X4 x ee aA Sa 
其 中 Ty Ta 5.777 X, 为 任意 实数 . 
£i H EIER RR fri ,zxs，… ,x,) ,使 对 于 任意 实数 zi non 有 
FCX s Ta oy z) 


= l T zii f Gn 2 s £a dr dd 


则 称 fGr x2 m0 OX 1 Xon X BUBE SE BE PROC 
BCX Xo XO BIB FG zyz) 为 已 知 , 则 (XXX ) 

HJ k 《Is 拓 & 一 思维 边缘 分 布 函数 就 随 之 确定 . 例如 (XI Xe X DEF XI 、 关 于 
CX; X ) 的 边缘 分 布 函 数 分 别 为 

Fx (zx1)= F(x ,00,00,° ,00), 

Px x, Gri x22 — FC, s£ 00,00,00), 
又 在 fn xi ttr) EX ,Xs，…,X,) 的 概率 密度 , 则 ( 义 , , 久 ,,…, 义 ,) 关 于 
X; .关于 (Xi ,XX ) 的 边缘 概率 密度 分 别 为 


J x, (xi) -— | | xad y fin sa t*a T, dz dz, “edz, . 


TAL [303 352) c | Ll E il fxs Ta x,2dzidz, dz,. 


A SLT BUR BI zi ,x ，… ,zx, 有 
Fr, szp, = Fx (x Fy, (idF C9 

则 称 Xi X». X, 是 相互 独立 的 . 

若 对 于 所 有 的 xix exui ys ,ys 有 

FG Te sy Ta Yoyo” t” Ys) = Fia ys ye sEm) Pra yp AY v*** yn) 9 
其 中 FF ,Fi ,FF 依次 为 随机 变量 (Xi OX, X0 QUY, 7S YDA, X, 
和 Yn) RIINAN R R, M ER BEAL E E X, DO Xs) TI CY, Yo, 
…,Y,) 是 相互 独立 的 . 

我 们 有 以 下 的 定理 , 它 在 数理 统计 中 是 很 有 用 的 . 

定理 设 (X X, ,XX D ACY, (Yi Y,)R Sor. | X;G—1,2,--., 
m)51 Y;Cj—1,2,-- MWEMA. V hag IE XE SE PR LUI ACX X, X, 
EOY Ys. Y, dH HA v. 

(证 明 略 ) 
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85 两 个 随机 变量 的 函数 的 分 布 
上 一 章 $ 5 中 已 经 讨论 过 一 个 随机 变量 的 函数 的 分 布 , 本 节 讨 论 两 个 随机 
变量 的 函数 的 分 布 .我 们 只 就 下 面 几 个 具体 的 函数 来 讨论 ，. 
(= 
设 (X,Y) 是 二 维 连 续 型 随机 变量 , 它 具 有 概率 密度 x,y). WM Z— Xr Y 05 
为 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 
fxtr G2 -| fiz— ys ydy, (5.1) 


或 fxr GO) 一 | fGss — adz. (5. 2) 
X3; X M» Y 相互 独立 , 设 (X,Y) 关 于 X,Y 的 边缘 密度 分 别 为 fx G2, 
fy(y); 则 (5.1),(5.2) 分 别 化 为 
Sos) =| fx(z— »fvG0dy (5. 3) 
和 
fs GO = | faG fs Go — dz. (5. 4) 


fx * fv = | frCz— »fvGDdy = | Afr adz. 
证 ERK ZSXHY 的 分 布 肾 数 z(z), 即 有 


Fz(z) = PiZxz)-— | fix y)drdy, 
这 里 积分 区 域 G:z 十 y<z EER r+y=z 及 其 左 
下 方 的 半 平面 (如 图 3 一 9). 将 二 重 积分 化 成 累 次 积 
分 ,得 


Ex) s | | fox, dz d». 


固定 = 和 y》 对 积分 |“ f(z,y)dzx 作 变量 变换 , 令 z 
一 ”一 y，, 得 

| fwdr= f fu—y, ydu. 
于 是 
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— —Ó——MÓ 


Fz(2) = NB [| f Qi yy du |dy 一 F [J f — y» y)dy |du. 


由 概率 密度 的 定义 即 得 (5, 1) 式 . 类 似 可 证 得 (5.2) 式 ， 图 
例 1 设 和 Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 .它们 都 服从 N(0,1) 分 布 ,其 
概率 密度 为 


fat) o -z-e7^, 一 Se r« oo, 
TU 
frCG 3) = = 一 ce « y «oo 
«X 
求 Z— X-—Y 的 概率 密度 ， 
8E ”由 (5. 4) 式 


fzíz2)— | fx(x) fy(z— x2dx 


即 Z 服 从 N(0,2) 分 布 . 

一 般 , 设 XY IHR lr EL X — NGasoiDYo NC .o012. 由 (5.4) 式 经 过 计 
f. Z-— X--Y 仍然 服从 正 态 分 布 , 且 有 2Z~ N Go go sot to). 这 个 结论 还 能 
推广 到 个 独立 正 态 随机 变量 之 和 的 情况 . 即 若 Xi 一 Ng) (i 二 1,2,*…,n)， 
且 它 们 相互 独立 , 则 它们 的 和 2Z = 和 十 X 十 … 十 处, 仍然 服从 正 态 分 布 , 且 有 
Z~N Qa T p tee us soi dr ol T. 7:701). 

更 一 般 地 ,可 以 证 明 有 限 个 相互 独立 的 正 态 随机 变量 的 线性 组 合 仍然 服从 
正 态 分 布 . E 
例 2 在 一 简单 电路 中 ,两 电阻 R, MR: 串联 连接 , 设 R R 相互 独立 , 它 

们 的 概率 密度 均 为 
r10— a 
Fir) " 90 
0, 其 他 . 
求 总 电阻 R—R,COCR. 的 概率 密度 . 
解 ” 由 (5.4) 式 ,R 的 概率 密度 为 


frizo) = | fx) f(iz — x dx. 


,0 x. i 
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jw DO 
0< z— rz 10, z—]0« rcr 


时 上 述 积分 的 被 积 函 数 不 等 于 零 . 参考 图 
| zz 一 zar， ü st se 10, 


fri) = j "( 
| Ei Zoypyts—— adr, 0s x20, 


0, H fb. 
将 f(z) 的 表达 式 代 入 上 式 得 —À 
l "S 2 3 
1s ggg 9002 60z +z Ja 0 三 z < 过 10， 
felz) = 1 E i 
18 006 «40 x). lU €x. ww 20, 
0， 其 他 . m 


例 3 议 随 机 变量 X Y 相互 独立 , 且 分 别 服从 参数 为 a,0;8,9 的 工分 布 (分 
INER X-—I(G.0,Y—DrG.0). X Y 的 概率 密度 分 别 为 


] zeros 
— D Ln * 
fsca- [FIG j BERE a—0,070. 
0, 其 他 ， 
] —147»/8 
P TEES "Ts D, 
fto rg i i B>0,0>0. 
0, 其 他 ， 
试 证 明 Z— X--Y 服从 参数 为 a 十 8,6 的 工分 布 , 即 和 二 TY 一 Tc 十 8,0)， 
证 由 (5.4) 式 Z=X+Y 的 概率 密度 为 
P RS | fa GO fs Ga — zdz. 
易 知 仅 当 
站- 全 全， xl, 
D oa iu Ln 0 


时 上 述 积 分 的 被 积 函 数 不 等 于 零 , 于 是 (参见 图 3 一 11) 知 
当 gz 过 0 时 fj(z) 二 0, 而 当 20 时 有 


sean NE 
fz(x) — | "OV 


图 3 一 11 


ly iur r - 
a r/g — 4) le {z n8. 


=l ie 
PTC) 
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— 


一- 一 一 


-r/8 z 
Cr Ü 
atg-1 一 sj 1 a 
-demomgl T Dp TP. Atri t, 
ac ü 
bem BEES i a—1 Lim 各 | T 
REO A—GSTQIQ K a M 


现在 来 计算 A. 由 概率 密度 的 性质 得 到 ， 
] 一 | fz(z)dz = | Aste de 


— Ap 上 (x/0)** 97 e" dC /0) 
D 


zm Ag PT Ca +ø) . 
u 1 | 
即 有 A= GS pGTB (5. 6) 
TM WEM act B— Xi .—x/8 
于 是 ND dido 
0, 其 他 ， 
即 X--Y-—r(a-.0. 口 


上 述 结论 还 能 推广 到 个 相互 独立 的 工分 布 变量 之 和 的 情况 . 即 若 X, , Xo, 
…,X, 相互 独立 , 且 X; 服从 参数 为 a;,8 (i — 1,2. 00 的 下 分布 , 则 YX 服从 


参数 为 > a,8 的 分布 .这 一 性 质 称 为 分 布 的 可 加 性 
(二 ) Z = i82. = XY 的 分 布 


设 (X,Y) 是 二 维 连续 型 随机 变量 , 它 具 有 概率 密度 /(z,y), 则 Z=, 
Z 二 XY 仍 为 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 分 别 为 
fx) = [A | zl flæzz)dz, (8. 7) 


fa =| Hie de. (5.8) 
—- | x | A 


QD (5.5) 式 中 的 积分 
Je Dg nop, asp — iP 
Lu 
称 为 Beta pj RC. 由 (5.5),(5.6) 式 知 Beta MAS D 函数 有 如 下 关系 


aT 
Ba) DG B a 
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XE X OW Y 相互 独立 , RA YVART X,Y 的 边 绿 密度 分 别 为 fx Cx, 
fy Cy2 WG. DREK 


frix) 一 | bn d fa GO fe Gro da. (5. 9) 
而 (5. 8) 式 化 为 
falo) = I: ud RE (5. 10) 
一 5 | A | Xx 


证 Z—Y/X 的 分 布 图 数 为 (如 图 3— 12) 
Fosse) pryix eua e | EAEE 


G UG, 


ES f Go dydz + [| fioxy)dydx 
0 TS 


y/u m, rx. 


E: M | food» az + Hd fr y)dy |dz 


A y = qw o —Ucxa cun z 
IL | zf (zszu)du |dz+| | zf (zxu) du dz 
ENS " J 一 < 


Ü z e z 

=| | (— x) f(x, xu )du dz 二 | ji xf Gr zu) du |dz 
— 0a — Dr Ü =a} 

一 | ji pæl f Gr zu)du |dz 


— B NU Ix f Cr xu) dz |du, 


由 概率 密度 的 定义 即 得 (5. DR. 门 
类 似 地 ,可 求 出 f (z) 的 概率 密度 为 (5. 805. 
例 4 某 公司 提供 一 种 地 震 保险 ,保险 费 Y 的 概率 密度 为 


Y —y5 
ffi "a oe90, 
0, 其 他 . 
保险 赔付 X 的 概率 密度 为 


图 3 一 12 
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CE 


设 久 与 Y 相互 独立 , 求 Z 二 Y/X 的 概率 密度 . 


[a 


Ql acus V Eae du c TN raaF) 
T 3 TS dx 125 ,Te dr 


fole) -| | 
o 

z re3)5 2r » 

— 125 |» (14-2 E 


(=) M=max| X,Y! o N-—minl X,Y Ban 


i XY REPRE sr i EA E, 41A A B BR CAT EDS. Fx C) A 
Fy(y), MEXR M-— max( X, Y) 及 N— min( XY) fj Ay £n R R. 
由 于 M-— max( XY) AKT. z 8 4f X 和 YY 都 不 大 于 xz, 故 有 
PiMzziz)—PiXzz.Yzmxj. 
又 由 于 X 和 Y 相互 独立 ,得 到 M= max X,Y) B4; fh ES CO 
F(z)= PLM Zz) = P(X x; Y x: zx) — P(X & z) PtY « xj. 
即 有 F(z) 二 Fx (zx)Py(z). (5.11) 
类 似 地 ,可 得 N— mini X.Y) 8343 B eR 02g 
F(z)= PINz}=1— P Nor} 
=]— P{X>z,Y >z}=1— P{X>z} ， PIY >2z). 
即 F(z)=1~—[1— Fx(z) lL1— FyC22 J. | (5.12) 
以 上 结果 容易 推广 到 ?个 相互 独立 的 随机 变量 的 情况 . 设 Xi Xot X. 


n 个 相互 独立 的 随机 变量 . 它们 的 分 布 函数 分 别 为 Fx 6n (i 二 1,2,…,n), 则 
M= max{ XXX ) & N= min( Xi Xo 5 X, B9 f ER ACA 9] 2g 


Fs (X) — Fx GO Fx, (z) Fx, (2), (5. 13) 

Fant) —1—[1— Fx GO ][1— Fx, G2 | ELE (C22. (5. 14) 
RBS Xi Xote X, 相互 独立 且 具 有 相同 分 布 函数 下 (z) 时 有 

Fw (2)= [F(z2)]", (5, 15) 

Fu (xs) 一 1 一 [1 一 F(z)]"。 (5. 16) 


例 5 设 系统 工 由 两 个 相互 独立 的 子 系统 L1,L, 连接 而 成 ,连接 的 方式 分 
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3ilJg CO RE, GDE, CD A8 FH C4 E BibL, 损坏 
有 时 ,系统 L; 开始 工作 ), 如 图 3 一 13 所 示 . 设 Li, 


L. 的 寿命 分 别 为 X,y, 已 知 它们 的 概率 密度 分 别 L, 
为 
ae F, r0, 

X ) 一 D. 

fika n Me (5. 17) 

Be m ， y 0, 

Y ) 一 

fvCy ^ «co, (5. 18) 


HuBo20.870 H oz-g. 试 分别 就 以 上 三 种 连接 
方式 写 出 上 的 寿命 Z 的 概率 密度 . 


解 (i) 串联 的 情况 . 
HT LL 中 有 一 个 损坏 时 ,系统 上 就 停 图 3 一 13 
止 工作 ,所 以 这 时 工 的 寿命 为 
Z-—miníX,Y). 
由 (5. 172,€5. 1803€ X, Y 的 分 布 函数 分 别 为 
]-à6 7". D ]—e ", y0, 
Fws r<0, Fd x 


由 (5, 122 34.18. Z— mint XY) 83 4r fg gg y 
1 一 e “t pes 20, 


F nintz) = | 
0, z*0. 


于 是 Z= 一 min{X,Y) 的 概率 密度 为 
fnis Cz) = | 


GD 并 联 的 情况 . 
由 于 当 且 仅 当 Li SL, 都 损坏 时 ,系统 工 才 停止 工作 ,所 以 这 时 工 的 寿命 Z 


(ae 十 De t, oae, 
0, zx-0. 


为 
Z- maxi X,Y}. 
按 (5. 11) 式 得 Z— max X ,Y ) Bj 438 eg CS 
Fuel) = Fr Fod CT z>0, 
(O; zx.0. 
于 是 Z—max( X, Y) Be 9g pr og 
us LN z=; 


D. z0. 
(iii) 备用 的 情况 ， 
由 于 这 时 当 系 统 L 损坏 时 系统 上 才 开 始 工 作 , 因 此 整个 系统 上 的 寿命 2 


小 结 *。 83 。 


是 Li,L; 两 者 寿命 之 和 , 即 
Z-X-Y. 
fi (5. DR, 24 250 IE Z— XY 的 概率 密度 为 


yia) | fx(z— y) fy(y) dy = | ae t7 ge^ dy 


M ELO 时 , f(z) 二 0, 于 是 Z 二 六 十 Y 的 概率 密度 为 


ap 一 上 一座 
Lc e^), r0, 
0, zz. [ 


小 结 


将 一 维 随 机 变量 的 概念 加 以 扩充 ,就 得 到 多 维 随机 变量 , 我 们 着 重 讨论 了 二 维 随 机 变 
量 . 和 一 维 随 机 变量 一 样 ,我 们 定义 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 
F(r,y)-— PXS x,Y m yl, — o0 L ro00,— 600 «400, 
对 于 离散 型 随机 变量 (X,Y) 定 义 了 分 布 律 
PiX = zY = y} = pyi = 12 = u a = 1 


对 于 连续 型 随机 变量 (X,Y 了 定义 了 概率 密度 r.y) fay) g 
Paye F. [Fr ydzdy, 对 于 任意 r.y. 
| 二 维 随机 变量 的 分 布 律 与 概率 密度 的 性 质 与 一 维 的 类 似 . 特别 ,对 于 二 维 连 续 型 随机 变 
其 ,有 公式 
PLOGY) € G) = ||f er, wardy, 


其 中 ,G 是 平面 上 的 某 区 域 ( 它 是 一 维 连续 型 变量 的 公式 Pla < X <b) = | fdr 的 扩 
TO. 这 一 公式 常用 来 求 随机 变量 的 不 等 式 成 立 的 概率 ,例如 
PY < X! = PIGKX,YO E G} = [| Cr, drdy, 


其 中 ,G AFEK yx. 

在 研究 二 维 随机 变量 (X,Y) 时 ,除了 讨论 上 述 与 一 维 随机 变量 类 似 的 内 容 外 ,还 要 讨论 
以 下 的 新 内 容 : 边 绿 分 布 .条 件 分 布 .随机 变量 的 独立 性 等 . 

注意 到 ,对 于 (X,Y 了 ) 而 言 ,由 (X,Y) 的 分布 可 以 确定 关于 X .关于 了 的 边缘 分 布 . 反之 ， 
由 关于 OX 和 关于 YY 的 边缘 分 布 一 般 是 不 能 确定 (X,Y) 的 分 布 的 . Hd XY 相互 独立 时 ， 
由 两 边缘 分 布 能 确定 (X,Y) 的 分 布 . 
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随机 变量 的 独立 性 是 随机 事件 独立 性 的 扩充 ,我们 也 常 利用 问题 的 实际 意义 去 判断 两 
个 随机 变量 的 独立 性 , 例如, 若 和 ,Y 分 别 表示 两 个 工厂 生产 的 显像管 的 寿命 ,我 们 可 以 认为 
X,Y 是 相互 独立 的 ， 
Riiie T Z=X+Y,Z=Y/X,Z=XY, M= maxi X, Y), N— mini X. Y ) 8 4r Tg ok 
法 ( 设 (X, 了 ) 的 分 布 已 知 ). 
本 章 在 进行 各 种 问题 的 计算 时 ,要 用 到 二 重 积分 或 用 到 二 元 函数 固定 其 中 一 个 变量 对 另 
一 个 变量 的 积分 . 此 时 千 万 要 摘 清 楚 积 分 变量 的 变化 范围 . 题目 做 错 , 往 往 是 由 于 在 进行 积 
分 运算 时 ,将 有 关 的 积分 区 间或 积分 区 域 搞 错 了 . 在 做 题 时 , 画 出 有 关 函 数 的 定义 域 的 图 形 ， 
对 于 正确 确定 积分 上 下 限 肯 定 是 有 帮助 的 .另外 ,所 求 得 的 边缘 密度 、 条 件 密度 或 Z2 — X Y 
的 密度 等 ,往往 是 分 段 函 数 , 正 确 写 出 分 段 销 数 的 表达 式 当 然 是 必须 的 ， 
有 鼎 重 要 术语 及 主题 
二 维 随机 变量 (X,Y) (X,Y) 的 分 布 函 数 ”离散 型 随机 变量 (处,Y) 的 分 布 律 ”连续 型 
随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 ”离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 边缘 分 布 律 ”连续 型 随机 变量 (XX， 
Y) 的 边缘 概率 密度 ”条件 分 布 函 数 ”条件 分 布 律 ”条件 概率 密度 ”两 个 随机 变量 X,Y 的 
独立 性 Z-—XcTY.Z—-Y/X.Z-—XY 的 概率 密度 M—max(X,Y), N— mini X, Y) BJ ts 
密度 
习题 uu 
l. 在 一 箱子 中 装 有 12 只 开关 ,其 中 2 只 是 次 品 ,在 其 中 取 两 次 ,每 次 任 取 一 只 ,考虑 两 
种 试验 :(1) 放 回 抽样 :(2) 不 放 回 抽样 .我 们 定义 随机 变量 XY 如 下 ; 
0， 若 第 一 次 取出 的 是 正品 ， 
1， 车 第 一 次 取出 的 是 次 品 ; 
-人 若 第 二 次 取出 的 是 正品 ， 
L 者 第 二 次 取出 的 是 次 品 . 
试 分 别 就 (1)、 (2) 两 种 情况 , 写 出 X 和 YY 的 联合 分 布 律 . 
2. (DATERA 3 只 黑 球 、2 只 红 球 、2 RAR, 在 其 中 任 取 4 AR. 以 X 表示 取 到 黑 
球 的 只 数 , 以 工 表 示 取 到 红 球 的 只 数 . 求 和 和 Y 的 联合 分 布 律 . 
(2) 在 (1) 中 求 PUXSY),P(Y 22X), PUX-Y 3), PE X&3-— Y). 
3. 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


| 


k(6—x— y), WIE WO ent 
Fixy) = 
其 他 . 
(D 确定 常数 上 
(2) K PI X-—1,Y —31. 
(3) R P4 X— 1.5). 
(4) R P{X 十 Y 了 达 4}, 
4. i X,Y 都 是 非 负 的 连续 型 随机 变量 ,它们 相互 独立 . 


(1) 证 明 P{X<Y}= | a dz. 
其 中 Fx (zx) 是 的 分 布 函 数 ,fy(y) 是 Y 的 概率 密度 . 
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(2) i£ XY 相互 独立 ,其 概率 密度 分 别 为 
n "ut. uq, [net y-0, 


yC)— ! 
0, 其 他 ， 0, 其 他 ， 


fx(x)— 

ok PX Y). 

5. 设 随 机 变量 (X,Y) 具 有 分 布 函数 

Fam t tt TY. r0.y20, 
0, 其 他 . 

求 边缘 分 布 范 数 ， 

6. 将 一 枚 硬币 丘 3 次 ,以 怀表 示 前 2 次 中 出 现 互 的 次 数 ,以 了 表示 3 XCPIBEXEH 的 次 
BOR X,Y 的 联合 分 布 律 以 及 (X,Y 了 ) 的 边缘 分 布 律 . 


7. 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


4.8y(2—.:0, OxrszlhO0oszyzr, 
oi m lo 其 他 
求 边缘 概率 密度 . 
8， 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
e”, UZIZ Y, 
fix»y) -| 

| (0, 其 他 . 

求 边缘 概率 密度 . 


9. 设 二 维 随 机 变量 (X,Y 了 ) 的 概率 密度 为 
ery yl 
Cr, ) = 
ey lo. 其 他 . 
(1) 确定 常数 c. 
(2) 求 边 绿 概率 密度 . 
10. 将 某 一 医药 公司 8 月份 和 39 月 份 收 到 的 青霉素 针剂 的 订货 单数 分 别 记 为 玉 和 YY. 据 以 往 


积累 的 资料 知 X Y 的 联合 分 布 律 为 


inc 5] 52 53 54 55 
Y 


5] 0. 06 0. 05 0. 05 0.01 0.01 
52 | 0.07 0. 05 0.01 0. 01 0. 01 
53 0. 05 0. 10 0. 10 0. 05 0.05 
54 0. 05 0. 02 0.01 0.01 0. 03 
55 0. 05 0. 06 0. 05 0. 01 0. 03 


D 求 边 缘分 布 律 . 

(2) 求 8 月 份 的 订单 数 为 51 时 ,9 月 份 订 单数 的 条 件 分 布 律 . 

11. 以 羡 记 某 医院 一 天 出 生 的 婴儿 的 个 数 ,Y 记 其 中 男 婴 的 个 数 , 设 六 和 YY 的 联合 分 布 律 为 
PIX = nY = m} = 0107. 80) 


m!(n— m)! 


m = 0,1.2,.-,.m;i n -—O0,1,2,.*:. 


7 


(1) 求 边缘 分 布 律 . 


* 86 ， 第 三 章 多维 随机 变量 及 其 分 布 


(2) 求 条 件 分 布 律 . 

(3) 特别 , 写 出 当 X=20 时 ,Y 的 条 件 分 布 律 . 

12. 求 $1 例 1 中 的 条 件 分 布 律 :P{Y 一 E|X 一 1)， 
13. 在 第 9 题 中 


CD 求 条 件 概率 密度 fos Gr | y) ,特别 , 写 出 当 了 = 村 时 X 的 条 件 概率 密度 . 


(D 求 条 件 概率 密度 Arx(y| z) ,特别 ,分 别 写 出 当 X= LX 本 时 了 的 条 件 概率 密 


RE. 
(3) 求 条 件 概率 
P 人 > 寺 |x= 去 }， Pv» $|x-i). 
14. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
fas! |y] x 0c, 
0, 其 他 . 


求 条 件 概率 密度 fyix Cy | 32 fxiv Cr|y), 
15. 设 随机 变量 X—U(O.1) 3425 5E X=z 时 ,随机 变量 Y 的 条 件 概率 密度 为 


l 
Ts Uy E 


frati] 
0, 其 他 . 
OD GR X n Y BE ERE SE BE f Cry). 
《2) 求 边缘 密度 fy(y) ,并 画 出 它 的 图 形 . 
(3) 求 POUX Y. 
16. CD) 回 第 1 题 中 的 随机 变量 匀 和 YY 是 否 相 互 独立 ? 
(2) 问 第 14 题 中 的 随机 变量 久 和 YY 是否 相互 独立 ( 需 说 明理 由 )? 
17. 《1) 设 随机 变量 (X,Y) 具 有 分 布 函数 
d rzk0,0& y&.1l, "rm 
F(x,y)—41—e'7", rzz0,yL1, 
0, 其 他 . 

证 明 X.Y 相互 独立 . 

(2) 设 随机 变量 (X,Y) 具 有 分 布 律 

P(X—x,Y-—yb-—p(1—p**,0cp-l.,x,ySpNiESEHM, 

间 X.Y 是 否 相 互 独立 ， 

18. E XH Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 , 芒 在 区 间 (0,1) 上 服从 均匀 分布,Y 的 概率 密 


度 为 


OD GR XC Y 的 联合 概率 密度 . 
(2) HEA a 的 二 次 方程 为 a 十 2Xa 十 Y= 二 0, 试 求 a 有 实 根 的 概率 . 


aj 题 . 87 » 


19. 进行 打靶 , 设 弹 着 点 AX YORAR X M Y 相互 独立 , 且 都 服从 NO, DAt ,规定 
点 OA EXED E D; = {rp | tH y S12 i 
m A RED: = (.|[1-z-0T-5»55:4)1814r 
A ARED = iir y| ty 41104. 
以 Z 记 打 靶 的 得 分 . 写 出 X.Y 的 联合 概率 密度 ,并 求 Z 的 分 布 律 . 
20. 设 和 和 立 是 相互 独立 的 随机 变量 ,其 概率 密度 分 别 为 


c-r r0, pois pe " . y>0, 
Ü, I&I, 0, y&0, 
Hh AZ0.470 是 常数 . 引 人 随 机 变量 

NOISE DL 

7 lo. x XY, 


CO 求 条 件 概 率 密度 fxy (x1y). 
(2) 求 了 的 分 布 律 和 分 布 函数 ， 
21， 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
zs Occ r«1,.0« yzl, 

ho -- 
A HRDGRODZ- XTY.ODZ- XY 的 概率 密度 . 

22. Uk X FLY 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,其 概率 密度 分 别 为 
Srl, y>0, 
其 他 ， 其 他 ， 


用工， 一 


duo 人 35 din 
rj) à = 
S 0, SES T 


求 随机 变量 z—X-Y 的 概率 密度 . 
23. 某 种 商品 一 周 的 需求 量 是 一 个 随机 变量 ,其 概率 密度 为 

te". t0, 

0, t €. 0. 

设 各 周 的 需求 量 是 相互 独立 的 . 求 (1) 两 周 ,(2) 三 周 的 需求 量 的 概率 密度 ， 
24. 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


K ; Ert rl0,—0, 


fW = | 


2 
0, 其 他 . 
(DE X AYESHA? 
(DR Z— X--Y 的 概率 密度 . 
25， 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 , 旦 具有 相同 的 分 布 ,它们 概率 密度 均 为 
"Nx >l, 
Ka 其 他 
R Z—X-eY 的 概率 密度 ， 
26. 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 ,它们 的 概率 密度 均 为 
EN x x20, 
rosi, 其 他 
R Z=Y/X 的 概率 密度 . 
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27. 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 ,它们 都 在 区 则 (0,1) 上 服从 均 习 分 布 .4 是 以 X,Y 为 边 
长 的 矩形 的 面积 , 求 4 的 概率 密度 . 
28. 设 XY 是 相互 独立 的 随机 变量 ,它们 都 服从 正 态 分 布 NCO 070. 试验 证 随机 变量 Z 


= X Y! 的 概率 密度 为 


ea) 


E zc 
modh , mM. 
0, 其 他 . 


我 们 称 Z 服从 参数 为 (70) Bm f Rayleigh) 438. 
29. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
be tP, 0c rz 1,0« y« co, 
Hz 一 | 其 他 
(OD 试 确定 常数 b. 
(2) 求 边缘 概率 密度 fx GO. fy ly). 
(3) 求 函 数 U= max X Y f 4f p c. 
30. 设 某 种 型 号 的 电子 元 件 的 寿命 (以 小 时 计 ? 近 似 地 服从 正 态 分 布 NC160,20*) , BEL 
地 选取 4 只 , 求 其 中 没有 一 只 寿命 小 于 180 的 概率 . 
31. 对 某 种 电子 装置 的 输出 测量 了 5 次 ,得 到 结果 为 X. XXX, 
独立 的 随机 变量 且 都 服从 参数 z=2 的 瑞 利 分 布 . 
(D R Z= max{ X XX, X X, 的 分 布 函数 . 
(2) oR P(Z4). 
32. 设 随机 变量 X.Y 相互 独立 , 且 服 从 同一 分 布 , 试 证 明 ，; 
P{a < miniX,Y) <b}=[P{X>a} P -[P(X 5) (ab. 
33. i X.Y 是 相互 独立 的 随机 变量 ,其 分 布 律 分 别 为 
P{X = k} —500, k=0,1,2,., 
PiY = r} —q(r), r= 0,1,2". 
证 明 随 机 变量 Z— X--Y 的 分 布 律 为 
P{Z=i}= a i-0,1,2,--. 
34. iX XY JÉAH HR dh MIER X~ rA), Y ~r). EA Z— XY ~r tA). 
35. ib X.Y 是 相互 独立 的 随机 变量 ,X 一 5m s p) Y —b(n; «£0. 证明 
Z-— X--Y-bn n.p. 
36. ib Bü gLAE E (X. YO B 4n Gg 


2j 题 * 89» 
一 一 ——— pp i 
CD R P(X—2|Y—2),P(Y—73| X—0). 
(2) R V— max( X, Y) Bj 4 fp f. 
(3) 求 U— min( X, Y) 的 分 布 律 . 
(4) 求 W— X--Y 的 分 布 律 . 
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上 一 章 介 绍 了 随机 变量 的 分 布 函数 、 概 率 密度 和 分 布 律 ,它们 都 能 完整 地 描 
述 随机 变量 ,但 在 某 些 实际 或 理论 问题 中 ,人 们 感 兴趣 于 某 些 能 描述 随机 变量 茶 
一 种 特征 的 常数 ,例如 ,一 篮球 队 上 场 比 赛 的 运动 员 的 身高 是 一 个 随机 变量 ,人 
们 常 关心 上 场 运 动员 的 平均 身高 .一 个 城市 一 户 家 庭 拥有 汽车 的 辆 数 是 一 个 随 
机 变量 ,在 考察 城市 的 交通 情况 时 ,人 们 关心 户 均 拥有 汽车 的 辆 数 . 评价 棉花 的 
质量 时 , 既 需 要 注意 纤维 的 平均 长 度 , 又 需要 注意 纤维 长 度 与 平均 长 度 的 偏离 程 
度 ,平均 长 度 较 大 ,偏离 程度 较 小 ,质量 就 较 好 . 这 种 由 随机 变量 的 分 布 所 确定 
的 ,能 刻画 随机 变量 某 一 方面 的 特征 的 常数 统称 为 数字 特征 , 它 在 理论 和 实际 应 
用 中 都 很 重要 . 本 章 将 介绍 几 个 重要 的 数字 特征 ;数学 期 望 ,方差 .相关 系数 
FIE. 


S1 数学 期 望 


先 看 一 个 例子 . 一 射手 进行 打靶 练习 ,规定 射 人 区 域 e (图 4 一 1) 得 2 分, 射 
人 区 域 e 得 1 分, 脱节, 即 射 人 区 域 eo ,得 0 分 .射手 一 次 射击 得 分 数 X 是 一 个 
随机 变量 . dE X 的 分 布 律 为 
Pi(X—k)—p,,k-—0,1,2. 
现在 射击 .N 次 ,其 中 得 0 分 的 有 a 次 ,得 1 分 的 有 
al 次 ,得 2 分 的 有 as Kao ta ta: =N. f STi; N 
次 得 分 的 总 和 为 ao X0 十 al X1 十 as X2. 于 是 平均 一 
次 射击 的 得 分 数 为 
EA o m PUER — 


这 里 ,as/N 是 事件 {(X = k) 的 频率 .在 第 五 章 将 会 讲 到 , 当 N 很 大 时 ,ai/N 在 一 
定 意义 下 接近 于 事件 {X = k) 的 概率 p,. 就 是 说 ,在 试验 次 数 很 大 时 ,随机 变量 
X 的 观察 值 的 算术 平均 > ,kas/N 在 一 定 意义 下 接近 于 > kpi. 我 们 称 > kp: 为 


随机 变量 X 的 数学 期 望 或 均值 . 一般 ,有 以 下 的 定义 . 
定义 ” 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
Pi X= r) =p p k-—l.2.-. 
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车 级 数 
2 Tib, 
绝对 收敛, 则 称 级 数 > p, 的 和 为 随机 变量 X 的 数学 期 望 , 记 为 ECX). 即 
ECGD — 33775 (1.1) 
设 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 (x) , 若 积分 
| zrfir)dxr 


绝对 收敛 , 则 称 积分 | xf Go doe 的 值 为 随机 变量 X 的 数学 期 望 , 记 为 EOD. 
即 
EX) = | zy(z)dz (1. 2) 


数学 期 望 简称 期 望 , 又 称 为 均值 . 

数学 期 望 E(X) 完 全 由 随机 变量 X 的 概率 分 布 所 确定 . 若 和 服从 某 一 分 
布 ,也 称 正 (X) 是 这 一 分 布 的 数学 期 望 . 

例 1 某 医院 当 新 生 儿 诞生 时 ,医生 要 根据 婴儿 的 皮肤 颜色 .肌肉 弹性 、 反 
应 的 敏感 性 ,心脏 的 搏动 等 方面 的 情况 进行 评分 ,新 生 儿 的 得 分 X 是 一 个 随机 
变量 . 据 以 往 的 资料 表明 X 的 分 布 律 为 


X 0 1 à 3 4 5 6 7 8 9 10 
P. |0.002 0.001 0.002 0.005 0.02 0.04 0.18 0.37 0.25 0.12 0.01 


WOR X 的 数学 期 望 E(X). 
解 E(X)=0X0.002+1X0.001+2X0. 002+3Xx0.005+4X0. 02 
+5X0.04-+6X0, 18+7 X0. 37+8X0. 25+9X0. 124-10 X 0. 01 


二 7.15( 分 ) 
这 意味 着 , 若 考察 医院 出 生 的 很 多 新 生 儿 ,例如 1000 个 ,那么 一 个 新 生 儿 的 平均 
得 分 约 7. 15 分 ,1000 个 新 生 儿 共 得 分 约 7150 分 . L] 


9012 有 两 个 相互 独立 工作 的 电子 装置 ,它们 的 寿命 (以 小 时 计 ) X (k=1， 
2) 服 从 同一 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 


0， T0 
若 将 这 两 个 电子 装置 串联 连接 组 成 整 机 , 求 整 机 寿命 (以 小 时 计 ) NN 的 数学 
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解 X (CE 一 1,2) 的 分 布 国 数 为 

]1—e 75,70, 

0, rz. 

由 第 三 章 8$5 的 (5.12) 式 N— min( X, X, ) 的 分 布 函 数 为 
1— e7 70， 


F=] 


Fa D=- FG) | 


0, r&i, 
因而 N 的 概率 密度 为 
2 erts x20, 
fmin x) 一 0 
0, aps rm 
于 是 N 的 数学 期 望 为 
"TE — |7 £x -ex8 8 
ECN) = | fue (r)dzr = | 9* dz 一 PE L] 


例 3 按 规定 , 某 车 站 每 天 8:00—9:00,9:00— 10:00 都 恰 有 一 辆 客车 到 
站 ,但 到 站 的 时 刻 是 随机 的 , 且 两 者 到 站 的 时 间 相互 独立 . 其 规律 为 

8:10 8:30 8:50 

9:10 9:30 9:50 


到 站 时 刻 


一 旅客 8:20 到 车 站 , 求 他 候车 时 间 的 数学 期 望 . 
解 ” 设 旅客 的 候车 时 间 为 X. 《以 分 计 ). X 的 分 布 律 为 


在 上 表 中 ,例如 


P(X—70)- PAD - PUO PO - xŠ, 


其 中 A 为 事件 “第 一 班车 在 8:10 到 站 ”,B 为 “第 二 班车 在 9:30 到 站 ” 候车 时 
则 的 数学 期 望 为 


fh REPERI! 
E(X)=10X 6 十 30 XX 6 50X 35 t T0X 5c -90X zc 


| 一 27.22( 分 ). ` CI 
例 4 AEREA RKA E a E RAAEN RRDA. 记 使 用 寿 
SpA X OASESDO GE : 
X 夺 1, 一 台 付 款 1 500 元 ; 
1-Xs:2,— TK 2 000 元 ; 
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2 一 多 之 3 ,一 台 付 款 2 500 20; 
X293,— fi fil sk 3 000 元 . 


设 寿 命 X 服从 指数 分 布 ,概率 密度 为 
] — r/lü 
K o-[s* / r0, 
0, r0. 


BOR V R8] Jii — t3 JURE 2H E debct Y 的 数学 期 望 . 
解 ” 先 求 出 寿命 X 落 在 各 个 时 间 区 间 的 概率 . 即 有 


1 
P(X zx 1] -| ice I da = 1—g*! = 0.095 2, 
ü 
2 
PIA Ap | joe I da = gla = 0.086 1, 
4 
Pl2 区 之 3) = | joe da 一 er 一 ea 一 0.0779， 
P 


P(X 23) — |" cdr = e = 0.740 8. 


3 
一 台 家 用 电器 收费 Y 的 分 布 律 为 
| 2000 2500 3000 
| 0. 095 2 ] 0.0779 0.7408 


0. 086 
fd E(Y)=2 732. 15, 即 平均 一 台 收 费 2732. 15 元 . E 

例 5 在 一 个 人 数 很 多 的 团体 中 普查 某 种 疾病 ,为 此 要 抽验 N 个 人 的 血 , 可 
以 用 两 种 方法 进行 . (i) 将 每 个 人 的 血 分 别 去 验 ,这 就 需 验 N 次 . (ii) 按 有 个 人 一 
组 进行 分 组 ,把 从 大 个 人 抽 来 的 血 混 合 在 一 起 进行 检验 ,如 果 这 混合 血液 星 阴 性 
反应 ,就 说 明和 个 人 的 血 都 旺 阴 性 反应 ,这 样 ,这 有 & 个 人 的 血 就 只 需 验 一 次 . 车 呈 
阳性 , 则 再 对 这 上 个 人 的 血液 分 别 进行 化 验 . 这 样 ,个 人 的 血 总 共 要 化 验 & 十 1 
次 .假设 每 个 人 化 验 呈 阳性 的 概率 为 p, 且 这 些 人 的 试验 反应 是 相互 独立 的 . 试 
说 明 当 pp 较 小 时 ,选取 适当 的 上 , 按 第 二 种 方法 可 以 减少 化 验 的 次 数 . 并 说 明 大 
取 什 么 值 时 最 适宜 . 

解 ” 各 人 的 血 呈 阴性 反应 的 概率 为 g=1 一 p. 因而 上 个 人 的 混合 血 呈 阴 性 
反应 的 概率 为 9 ,kk 个 人 的 混合 血 旦 阳性 反应 的 概率 为 1 一 gq 

设 以 有 个 人 为 一 组 时 ,组 内 每 人 化 验 的 次 数 为 X90 X 是 一 个 随机 变量 ,其 
分 布 律 为 
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ee 


X 的 数学 期 望 为 
E(X) 一 过 0 十 (1 十 二 )(1 一 的) 一 1 一 必 十 元 
jd et ge 


N 个 人 平均 需 化 验 的 次 数 为 


NI 
由 此 可 知 , 只 要 选择 上 使 
1-4. 
则 N 个 人 平均 需 化 验 的 次 数 二 N. 4 p 固定 时 ,我 们 选取 上 使 得 
TE. 
L—1—3 TE. 


小 于 1 且 取 到 最 小 什 , 这 时 就 能 得 到 最 好 的 分 组 方法 . 


例如 ,p 一 0.1, 则 g 一 0.9, 当 k=4 时 ,LL 一 1 一 9 十 二 取 到 最 小 值 . 此 时 得 到 
最 好 的 分 组 方法 . 若 N 一 1000, 此 时 以 A=4 分 组 , 则 按 第 二 种 方法 平均 只 需 化 验 


1000 (1—0. 9' 4) 59400. 


这 样 平均 来 说 ,可 以 减少 40% 的 工作 量 . 
例 6 i X~raA). R E(X). 
8 X 的 分 布 律 为 


Ae 
PiX=k ==> k=0,1,2;", A — D. 


X 的 数学 期 望 为 
n= SS Act —À E EE GM x sa 
ECX) 2 pj ^e 24—D17^ e = 2, 
BB ^ ECX) —4. 


B) 7. UE X—U(a,b) R EX). 
解 X 的 概率 密度 为 


re- Ta. 
0, 其 他 . 
X 的 数学 期 望 为 


EOD = 有 afda = | T dr = S, 


b—a 2 
即 数 学 期 望 位 于 区 间 (a,o) 的 中 点 . 


O 


RITE 556 085 SER B8 BL AE E 5 eR RAI ROA 0] 28. , aan KOLALI JE 7] W = 
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kV CV 是 风速 ,&>0 是 常数 ) 的 作用 ,需要 求 W 的 数学 期 望 , 这 里 W 是 随机 变 
fV 的 函数 . 这 时 ,可 以 通过 下 面 的 定理 来 求 妈 的 数学 期 望 . 

定理 设 了 是 随机 变量 和 BUPBIY—RECOXO (g 是 连续 图 数 ). 

CO 如 果 X 是 离散 型 随机 变量 , 它 的 分 布 律 为 PIX= r) = pr k=l, 2e, 


* gU, 绝对 收敛 , 则 有 
$=] 
E(Y) = E[g( X2] = S glr py (1.3) 
k=] 


GD 如 果 X 是 连续 型 随机 变量 , 它 的 概率 密度 为 /(z), 若 | Sada 
绝对 收敛 , 则 有 
EOY) = ELg(X)] = | gGo fader. (1. 4) 


定理 的 重要 意义 在 于 当 我 们 求 EF(Y) 时 ,不 必 算 出 Y 的 分 布 律 或 概率 密度 ， 
而 只 需 利用 X 的 分 布 律 或 概率 密度 就 可 以 了 ,定理 的 证 明 超 出 了 本 书 的 范围 . 
我 们 只 对 下 述 特 殊 情 况 加 以 证 明 . 
证 设 X 是 连续 型 随机 变量 , 且 y= 二 g(xz) 满 足 第 二 章 35 中 定理 的 条 件 . 
由 第 二 章 35 中 的 (5. 2) 式 知道 随机 变量 Y=g(CX) 的 概率 密度 为 
fxLh G2 ]l 4 €421 , a y, 
oS E 其 他 ， 
于 是 
en B 
EQ) = [^ wf«Gody = ['sfxChG01 LG) | dy. 
3E Cy) H0 时 
B pe eo 
EY) = | yfr] dy = | Go fo dr. 
当 及 (vy) 恒 二 0 时 


ri 
EGO) -— ['»faEh Gh Body 


A | gn fGodz 到 h vod ds 
综合 上 两 式 ,(1, 4) 式 得 证 . LJ 
上 述 和 定理 还 可 以 推广 到 两 个 或 两 个 以 上 随机 变量 的 函数 的 情况 . 
例如 , 设 Z 是 随机 变量 X,Y 的 函数 Z=g(X,Y) (Cg 是 连续 函数 ) ,那么 ,2 
不 一 个 一 维 随机 变量 .车 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 f(x,y), 则 有 


E(Z) = ELg(X.¥)]=| | gry FG y dzrdy, (1.5) 
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这 里 设 上 式 右 边 的 积分 绝对 收 伍 . 又 若 (X,Y) 为 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
P(X—zj,Y-—y)l-—p;:ij71,2,.:,,plH 
ECGD = ELg(X,Y)] = zu 248 Go») by» (1. 6) 
xx Bi bsUAELB A A CS. 
Hs 设 风 速 V 在 (0,a) 上 服从 均匀 分 布 , 即 具有 概率 密度 


f ) [e 0 v-a, 
yj = 


0, 其 他 . 
Xd KELELEE AZ S B IE FR 7] W dé V. RA: W=kV (R20 ,98 280 RKW 的 数学 
HH, 
解 ”由 (1.4) 式 有 
ECW} — I: ku? f Co) dv m Jv doe g 
a 0 a 3 


£9 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 
3 1 
y — a Es 
fase ES po ne 
0, H ft. 
求 数学 期 望 ECY) ,E(xy). 
解 ” 由 (1. 5) 式 得 


E(» = | | et dde | J. p dydz 


-i| i EE "| dz=3| dz 

[388] df dang 
E(xy)- | 攻 fry) dydz = | dz J. zia - i [3 
例 10 某 公 司 计划 开发 一 种 新 产品 市 场 ,并 试图 确定 该 产品 的 产量 . 他 们 


估计 出 售 一 件 产品 可 获 利 m 元 ,而 积压 一 件 产品 导致 n 元 的 损失 , 再 者 ,他 们 预 
测 销售 量 Y( 件 ) 服 从 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 


1 — y/ B8 
ZH C BE —o, 
0, y0. 
问 若 要 获得 利润 的 数学 期 望 最 大 ,应 生产 多 少 件 产品 (m,n,8 均 为 已 知 )? 
解 ” 设 生产 工件 , 则 获 利 QQ 是 xz 的 函数 
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otis mY—nir—Yo, Yr, 
Ses mz, Yr. 
Q 是 随机 变量 , 它 是 Y 的 函数 ,其 数学 期 望 为 


EQ» = | Qfy(y)dy 
一 | Emy — n(x— y)] E UU: 
o 7 
di ] —y/8 
+| mr Fe dy 


= (m--n)0— (m+ ne — nx. 


令 X EQ — Gi ne^" —n—0, 
E Ie a Hn 
得 I= Gln — m 
" u" 
n E 


故 知 当 z 一 一 bin 一 二 -时 E(Q) 取 极 大 值 , 且 可 知 这 也 是 最 大 值 . 


pc | 
——— —.e biv, him 
例如 ,车 rodi 000 y 
0, y&0, 
HH m=500 JG, n= 2000 JG., Mi] 


HEP Co a 
x= — 10 000in E00 $2 000 2 231.4. 


取 x 二 2231 ft. | 
例 11 某 甲 与 其 他 三 人 参与 一 个 项 目的 竞拍 ,价格 以 千 美 元 计 , 价 格 高 者 


获胜 . 若 甲 中 标 ,他 就 将 此 项 目 以 10 千 美 元 转让 给 他 人 . 可 认为 其 他 三 人 的 竞拍 
价 是 相互 独立 的 , 且 都 在 7 一 11 千 美 元 之 间 均 匀 分 布 . 问 甲 应 如 何 报价 才能 使 获 


益 的 数学 期 望 为 最 大 ( 告 甲 中 标 必 须 将 此 项 目 以 他 自己 的 报价 买 下 ). 


BE 设 Xi,X:,Xs 是 其 他 三 人 的 报价 , 按 题 意 XX, X. 相互 独立 , 且 在 


区 间 (7,11) 上 服从 均匀 分 布 . 其 分 布 函数 为 


0, ULT, 
Fo "LM. e, 
l, ull. 


Y 记 三 人 最 大 出 价 ， 即 Y-—maxíX, X» (X3 h Y 的 分 布 函 数 为 
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——— 


í—————— 


Ü, uc, 


Fy (u) = (FY 7<v<11， 


Ls ull. 
若 甲 的 报价 为 x+, 按 题 意 7 三 x 过 10, 知 甲 能 赢得 这 一 项 目的 概率 为 


o gp 
pepe eE D (7« x10). 


以 G(x) 记 甲 的 赚钱 数 ,G(z) 是 一 个 随机 变量 , 它 的 分 布 律 为 


于 是 甲 赚 钱 数 的 数学 期 望 为 
ELG(z)]= (£13) (0—z). 
令 — GEUGG)]- LUGD GT—42)]-0, 
得 x—37/A.r—7 C& D. 
又 知 SEG] «e 
故 知 当 甲 的 报价 为 37/4 千 美元 时 ,他 赚钱 数 的 数学 期 望 达到 极 天 值 ,还 可 


知 这 也 是 最 大 值 . [] 
现在 来 证 明 数 学 期 望 的 几 个 重要 性 质 中 (以 下 设 所 遇 到 的 随机 变量 的 数学 
期 望 存在 ). 


1° H CNW E(C)=C. 
2 W XX 是 一 个 随机 变量 ,C 是 常数 , 则 有 
E(CX)=CE(X). 
3 A XY 是 两 个 随机 变量 , 则 有 
EC(GX- Y) — ECX) - ECY). 

这 一 性 质 可 以 推广 到 任意 有 限 个 随机 变量 之 和 的 情况 . 

4 设 X,Y 是 相互 独立 的 随机 变量 , 则 有 

E(XY)=E(X)E(Y). 

这 一 性 质 可 以 推广 到 任意 有 限 个 相互 独立 的 随机 变量 之 积 的 情况 . 

证 1 、2 dix Bau. 我 们 来 证 3" 和 4^. 

中 ”这 里 我 们 只 对 连续 型 随机 变量 的 情况 加 以 证 明 ,读者 只 要 将 证 明 中 的 “积分 ”用 “和 式 ” 代 蔡 ,就 

能 得 到 离散 型 随机 变量 情况 的 证 明 ， 
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设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 f(x,y). 其 边缘 概率 密度 为 fx GO, 
FOLDA 


E(X +Y) = | Ll CE vts drds 


| IB zf Gy) dzdy - | pL yf Cr» y2dxdy 


= E(X) + ECY). 
3 得 证 . 
又 若 藉 和 相互 独立 ， 
ECXY) = IN ryfx,y)drdy 


一 LL | Tyf x (rx) fvCy) drdy 


= [| arxcodz] [| ycydy|= EODE(Q). 
4 得 证 . C] 
例 12 一 民航 送 客车 载 有 20 位 旅客 自 机 场 开 出 ,旅客 有 10 个 车 站 可 以 下 
车 . 如 到 达 一 个 车 站 没有 旅客 下 车 就 不 停车 , 以 X 表 示 停 车 的 次 数 , 求 EX) 
( 设 每 位 旅客 在 各 个 车 站 下 和 车 是 等 可 能 的 ,并 设 各 位 旅客 是 否 下 车 相互 独立 ). 
BE 引信 随机 变量 
_ /9， 在 第 ;站 没有 人 下 车 ， 


X; 1—],2,-*:,10, 
1， 在 第 i 站 有 人 下 车 ， 
易 知 X=X X24 Xo. 
现在 来 求 EX). 
按 题 意 , 任 一 旅客 在 第 i 站 不 下 车 的 概率 为 和 ,因此 20 位 旅客 都 不 在 第 ; 
站 下 车 的 概率 为 { 蕊 ) ,在 第 ; 站 有 人 下 和 车 的 概率 为 1 一 (S) ,也 就 是 
P(X,—0)— (S) pax -11-1- (S^ ,i=1,2,.,10. 
由 此 
E(X,)=]1— (S) v=1,2,.…,10. 
进而 E(OX)—ECOGX, T X, T: Xo) 


xU L2D "Jun o 


-1[i-(£) ]-& 784 QX). 


本 题 是 将 X 分 解 成 数 个 随机 变量 之 和 ,然后 利用 随机 变量 和 的 数学 期 望 等 
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于 随机 变量 数学 期 望 之 和 来 求 数学 期 望 的 ,这 种 处 理 方法 具有 一 定 的 普遍 意义 . 
LI 


例 13 设 一 电路 中 电流 IT(A) 与 电阻 R(Q) 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ， 
其 概率 密度 分 别 为 


BI = | r)= ; 
uisu o, 其 他 
试 求 电 压 V= IR 的 均值 . 
解 E() - EGIR) - ECDEGO) 
J Gdi|| | rh Gr)dr | 
- (|. 2i' di) (|. 5 Zar) — = i05. 口 


532 5 Žž 


先 从 例子 说 起 . 例如 ,有 一 批 灯 泡 , 知 其 平均 寿命 是 下 (X) 王 1 000( 小 时 ). [X 
由 这 一 指标 我 们 还 不 能 判定 这 批 灯泡 的 质量 好 坏 .事实 上 ,有 可 能 其 中 绝 大 部 分 
灯泡 的 寿命 都 在 950 一 1 050 小 时 ;也 有 可 能 其 中 约 有 一 半 是 高 质量 的 ,它们 的 
寿命 大 约 有 1 300 小 时 , 男 一 半 却 是 质量 很 差 的 ,其 寿命 大 约 上 只 有 700 小 时 .为 
要 评定 这 批 灯 泡 质 量 的 好 坏 ,还 需 进 一 步 考 察 灯 泡 寿 命 X 与 其 均值 EC(X)= 
1 000 的 偏离 程度 . 若 偏离 程度 较 小 ,表示 质量 比较 稳定 . 从 这 个 意义 上 来 说 ,我 
们 认为 质量 较 好 . 前 面 也 曾 提 到 在 检验 棉花 的 质量 时 , 既 要 注意 纤维 的 平均 长 
度 ,还 要 注意 纤维 长 度 与 平均 长 度 的 偏离 程度 . 由 此 可 见 , 研 究 随 机 变量 与 其 均 
值 的 偶 离 程度 是 十 分 必要 的 .那么 ,用 怎样 的 量 去 度量 这 个 偏离 程度 呢 ? 容易 
看 到 
E{|X— ECX)|) 
能 度量 随机 变量 与 其 均值 E(X) 的 偏离 程度 .但 由 于 上 式 带 有 绝对 值 ,运算 不 方 
便 , 为 运算 方便 起 见 , 通 常用 量 
E(LX— ECIO ]) 
来 度量 随机 变量 X 与 其 均值 下 (X) 的 偏离 程度 , 
定义 B X JÉ—-BEULATE EX; ELX- ECXO P) 存在, 则 称 E([X— 
ECXO [229 X 8377 € . i8 27 DOXD gX, Var(X), Hil 
DX) — Var(X) - E(LX— ECXO F}. (2.1) 


在 应 用 上 还 引入 量 / DOO , 记 为 c(X) , 称 为 标准 差 或 均 方 差 . 
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按 定义 ,随机 变量 X 的 方差 表达 了 六 的 取 值 与 其 数学 期 望 的 偏离 程度 . 若 
D(X) 较 小 意味 着 X 的 取 值 比较 集中 在 EC(X) 的 附近 ,反之 ,车 DCX) 较 大 则 表 
ZR X 的 取 值 较 分 散 . 因此 ,D(X) 是 刻画 X 取 值 分 散 程度 的 一 个 量 , 它 是 衡量 X 
取 值 分 散 程 度 的 一 个 尺度 . 

由 定义 知 , 方 差 实 际 上 就 是 随机 变量 X BUS g CX) — OX— ECAXOO 的 数 
学 期 望 . 于 是 对 于 离散 型 随机 变量 , 按 (1.3) 式 有 


DOO = > [zz — EX) ] p, (2.23 
k=] 


HoBPiX-—zxj)—pk—l.2.eRRXMamnut. 
对 于 连续 型 随机 变量 , 按 (1. 4) 式 有 


DC |. [o EO Pytds, (2. 3) 


其 中 f(x) 是 X 的 概率 密度 . 
随机 变量 X 的 方差 可 按 下 列 公式 计算 ， 
D(OX) —EC(OXD — [EGO f. (2. 4) 
证 ”由 数学 期 望 的 性 质 17.27.38 
DOXD—E([X—ECXO ]))] - E(X* C 2XECXO -[ECXD ]? 

—E(OX*)—2bEC(QQOECGO t [ECOO F 

—EXQXO—[EOO F. L) 
96,1 设 随 机 变量 X 具有 数学 期 望 忆 (X) 一 Ap 方差 DAX) 6^ z50. id 

x: -X-u, 


o 


则 E(X- ) 一 一 已 (X 一 一 一 [LE(X) 一 由] 一 0 
-— 2 
baco- Eae [ECX - E (X7) 


ir 
=L F(X- ]=ġ=1. 


o o 
即 X: 一 一 一 4 的 数学 期 望 为 0, 方差 为 1. X" 称 为 X 的 标准 化 变量 o 


H2 设 随 机 变量 XRS O- Dom. ROEA 
P{X=0}=1—p, P{X=1}=p, 


3k D(X). 
解 E(X)=0 » (1—p)+1 ° php, 
E(X*)-0* * (1— p) +I? * p=p. 
由 (2. 4) 式 


DX) -ECX*) - LEX) l— p— p! — 5OO- p. [.] 
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例 3 设 随 机 变量 X 一 r() , 求 D(X). 
S ”随机 变量 X 的 分 布 律 为 


P{X 一 个 一 全 8 一， 


上 节 例 6 已 算得 下 (X) 一 ,而 
E(X?) 一 vicini 1) PN = E X(X—1)] + E(X) 


k=0,1,2,;,"", ÀA— 0. 


k—i 


" n 
eMat 2514 


一 lzerie 十 人 一 +À, 
所 以 方差 
D(X)—EQGX*) -[ECX3D ] 2a. 
由 此 可 知 , 泊 松 分 布 的 数学 期 望 与 方差 相等 ,都 等 于 参数 4. 因为 泊 松 分 布 只 会 
一 个 参数 4, 只 要 知道 它 的 数学 期 望 或 方差 就 能 完全 确定 它 的 分 布 了 。 [] 
例 4 设 随 机 变量 X~U la, b), KR D(X). 
解 X 的 概率 密度 为 


] 
farra ac rb, 
0， 其 他 ， 

上 节 例 7 已 算得 ECX) 一 “2 方差 为 

D(X) = ih — | E(X) |? 
= | 2"; (12) = 0—2* 
IB ` 
例 5 ERE E 指数 分 布 , 其 概率 密度 为 

] 


—e 38， x Da 
pu 0 
0, x0. 


dz 一 


其 中 0—0,5K E(X), DOO. 
解 E(X) = pL rf(ix)dr = | > Fe dz 
一 2 


= 


+| edz 一 ĝ, 
ü (H 


E(X*) = j rir)dzr = NE et dz 


90 -一 


ep 2re "dz — 20, 


PE DOX)—ECOGX'D0—LEXOXD jl —208 —68 —8. 
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即 有 E(X)=0, DX SË. [] 
现在 来 证 明 方差 的 几 个 重要 性 质 ( 以 下 设 所 遇 到 的 随机 变量 其 方差 存在 ). 
1° 设 C 是 常数 , 则 DOO -—0. 

2 ” 设 X 是 随机 变量 ,C 是 常数 , 则 有 
D(CX)=CD(X), D(X+C)=D(X). 
3 W X.Y 是 两 个 随机 变量 , 则 有 


DIGX--Y) - DOO -D(OD --2E(OX — ECX)Y(Y — ECYDD). (2,5) 
特别 , 若 和 ,Y 相互 独立 , 则 有 
DOX-Y)— DOO DOG. (2.6) 


这 一 性 质 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 相互 独立 的 随机 变量 之 和 的 情况 . 
4 DX)=0 的 充 要 条 件 是 X 以 概率 1 取 常 数 E(X), 即 
| P(X—E(CX)) 一 1. 
证 1” D(O-—E([C—E(QO f?) —0. 
2° D(CXD —E([CX—E(QCIO ] ] C E(LX—- ECXO)  ] C! DCX). 
DOX -C) - E([X-C— ECX-CO) Jl. 3 E(t(LX - ECXO P) 23 DCXD. 
3 DOXocTYO-—E(LCXTYO—ECOXcTYO]) 
—-E(LOX — E(X) (OY — EQ) ] 
— E(CX— EGO!) -E((GC— EO»)) 
-2bE(QCOX— E(X) ]LY — ECYO 1) 
—-DGO-F-DOO--2kE(LX— ECXOO ]LY — ECY21). 
上 式 右 端 第 三 项 ， 
2E(CX— EC(X) ][Y — ECYO ]) 
-—2E(XY— XE(QQU) —YEGO TF EOOECQO)D) 
—2(ECXYO) — ECXDEC(GO — ECY)ECX) -ECXD ECYO! 
—2(ECXYO — ECOXOECQ()). 
F X.Y 相互 独立 ,由 数学 期 望 的 性 质 4" 知 道上 式 右 端 为 0, 于 是 
D(X+Y)= DCX)D - DCYD. 
4 充分 性 . 设 PUX—ECXD) 1, P(X -[ECOO JP) 1, T 
D(X) —ECGX? ) - [ECX) ]? —0. 
必要 性 的 证 明 写 在 切 比 雪夫 不 等 式 证 明 的 后 面 . C] 
例 6 设 随 机 变量 X~bln, p) R E(X), D(X). 
E 由 二 项 分 布 的 定义 知 , 随 机 变量 和 是 ” 重 伯 努 利 试验 中 事件 4 发 生 的 
次 数 , 且 在 每 次 试验 中 A 发 生 的 概率 为 b. 引入 随机 变量 
x,— l, A 在 第 上 次 试验 发 生 ， 


— =] 2) P 
0， A 在 第 上 次 试验 不 发 生 ， 
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Sa 知 X= X FX, teet Xan’ (2.7) 
由 于 X 只 依赖 于 第 上 次 试验 ,而 各 次 试验 相互 独立 ,于 是 X; ,XX;，…,X, 相互 
独立 ,又 知 X, B—1.2, n 服从 同一 (0 一 1) 分 布 

X, | 0 1 

bi 1—p p 
《2. 7) 式 表明 以 n. b 为 参数 的 二 项 分 布 变 量 ,可 分 解 成 为 n 个 相互 独立 且 都 服 
从 以 为 参数 的 (0 一 1) 分 布 的 随机 变量 之 和 . 

HP 2 M ECKO Sp, DCX SpA p), k=1,2,,n. 故 知 


E(X) = E( JX) J EXD = np. 
k=] k=l 
LAF PERD X, 7, X, 相互 独立 ,得 
D(X) = D(X X )= XDXD) = np(1— p). 
k—] k=] 


即 E(OX)—np, D(OO-np(l-— p). E 
£7. 设 随 机 变量 X~Nlu o) R E(X), D(X). 
解 ” 先 求 标准 正 态 变量 


z= 2 
c 
的 数学 期 望 和 方差 . Z 的 概率 密度 为 
[ij Gcr 
d 2T 
1 "s —; y9 — 1 E 
于 是 E - L| jp Uo II uua 
Vm 1 == VK ie 
1 e 3 
D(Z) — E(Z) — | Pe di 
v à Eas 
| 22b s ü 1 I 一 在 /和 
一 te 十 一 -一 e ur 1: 


H X= 二 gy 十 oZ, 即 得 

Hem SEE) = yu, 

DCX) — DGu-croZ) —D(G2) —6 D(Z)=0. 
这 就 是 说 , 正 态 分 布 的 概率 密度 中 的 两 个 参数 jy 和 o 分 别 就 是 该 分 布 的 数学 期 
望 和 均 方 差 , 因 而 正 态 分 布 完 全 可 由 它 的 数学 期 望 和 方差 所 确定 . 

再 者 ,由 上 一 章 35 中 例 1 知道 ,车 Xi 一 Nu 只) 一 1,2,…,nm, 且 它们 相 

互 独 立 Du f 892 PER E :C1 X, TFC; X, qose EE A D sC tC, 是 不 全 为 
0 的 常数 ?仍然 服从 正 态 分 布 ,于 是 由 数学 期 望 和 方差 的 性 质 知 道 


$2 $ E : 105 。 


C, Xy -G X; t i CX, ~ NC SIC. > Cio) (2. 8) 
II TI 
这 一 重要 结果 . 
例如 , 若 X—NO,3),Y— NO. HB. X.Y 相互 独立 , 则 Z—2X —3Y 也 服从 
IE SA B. EC) —2X1—3X2——4,DOGD —D(OX—3Y) -4DCOX) -9DC(Y) 
—48. BUR Z~N(— 4,48). L 
例 8 设 活塞 的 直径 (以 cm iH) X~ N22. 40,0. 03), ^C&L f] EE 48 Y — 


N(22. 50,0. 0), X Y WEM Z. (ER REE, ERRAR RERA ， 


气缸 的 概率 . 
解 ” 按 题 意 需 求 PUX-CY)—-P(X—Y-O0). 由 于 
X—Y-—N(-—0.10,0.002 5), 
NUR P(X-Y)2PiX—Y«0) 
E (XD oC 10) 0 一 (一 0. 10) 
J/0. 002 5 J/0. 002 5 


2-5 )7 605-0. 977 2. [1 


0. 05 
下 面 介 绍 一 个 重要 的 不 等 式 . 
定理 设 随 机 变量 XX 具有 数学 期 望 E(X) 二 ,方差 D(X)==o?, 则 对 于 任 
意 正 数 €» SE 


-e( 


P{|X—pl>e}<4 (2,9) 


成 立 ， 

这 一 不 等 式 称 为 切 比 雪夫 (Chebyshev) 不 等 式 . 

证 ”我们 只 就 连续 型 随机 变量 的 情况 来 证 明 . 设 夺 的 概率 密度 为 f(x), 则 
有 (如 图 4 一 2) 


2 
Pil Xp | ZS | LEA T pode 


Cx 2 
«| (r— pu flader = $. O 
=a E 


切 比 雪夫 不 等 式 也 可 以 写成 如 下 的 形 


P(X- <)>. (2.10) 
切 比 雪夫 不 等 式 给 出 了 在 随机 变量 的 


分 布 未 知 , 而 只 知道 ECX) 和 D(X) 的 情况 
下 估计 概率 P{| 久 一 ECX) | 二 e} 的 界限 , 例 
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如 在 (2. 9) 式 中 分 别 取 e—3 VDX) ,4 VD(X) 得 到 
PIIX— E(X) <3 y D(X) 三 0.8889 ， 


| P(|X—E(GDI«4 VD(X) Z0. 937 5. 

xx fiit d ep OERO, n 5: C. 22 738 B BLAE 3 B9 2 n HE 3B A rS OK B CE 
可 以 确切 地 计算 出 来 ,也 就 没有 必要 利用 这 一 不 等 式 来 作 估计 了 了. 

方差 性 质 全 必要 性 的 证 明 : 

it D(X)=0, 要 证 P{X 一 ECX)) 一 1 

证 ”用 反 证 法 BBPUX-—EOXO —1,Bl xL T 3X —^- 345620, 
P(| X— E(X) | Z6) 20.18 BH UJ L5 AUI SE H TEE 60. BO. 9 XB = 
0,8 

P{|X— E(X)! Ze 0, 

矛盾 ,于 是 P{X=E(X)}=1. [] 

在 书 末 附 表 1 中 列 出 了 多 种 常用 的 随机 变量 的 数学 期 望 和 方差 , 供 读 者 
查 用 . 
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对 于 二 维 随 机 变量 (X,Y) ,我 们 除了 讨论 和 与 的 数学 期 望 和 方差 以 外 ， 
还 需 讨 论 摘 述 和 与 了 之 间 相 互 关 系 的 数字 特征 . 本 市 讨论 有 关 这 方面 的 数字 

在 本 章 32 方差 性 质 3 的 证 明 中 ,我们 已 经 看 到 ,如 果 两 个 随机 变量 X MY 
是 相互 独立 的 , 则 

E([ X — E(X ][ Y EY) 1) —0. 

这 意味 着 当 E{[X 一 EC(X)][Y 一 E(Y)]} 关 0 t, X 5 Y RB 838 vr md TEE 
着 一 定 的 关系 的 . 

定义 量 忆 (LX 一 下 (X)jLY 一 下 (Y)])} 称 为 随机 变量 和 与 Y 的 协 方差 . 记 
为 CovC X, YO, Bl 
Cov( X, YO — E([X— ECXD ]LY — EY) ]). 

0 ww o 07$ 
0) NT A 

称 为 随机 变量 XY 的 相关 系数 . 

由 定义 , 即 知 


而 


D Amë X—U(O.8),B d ECX)=4,DIX) 一 16/3, 由 切 比 雪夫 不 等 式 (2. 100, Pi X—4| 一 4 三 
1 一 173 一 273, 但 准确 的 结果 是 Pi X—4] —4)— 1. 
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Cov(X,Y) 一 Cov(Y,X)， Cov(X,X)—D(CX). 
由 上 述 定义 及 (2. 5) 式 知道 ,对 于 任意 两 个 随机 变量 X 和 了 下列 等 式 
成 立 : 


DOX -YO—DOXD - DOYO t 2CovCX , Y). [351 
将 Cov( 外 ,了 ) 的 定义 式 展开 , 易 得 
Cov(A,Y)=E(XY—E(X}E(Y). (3.2) 
我 们 常常 利用 这 一 式 子 计算 协 方差 . 
协 方差 具有 下 述 性 质 : 


] Cov(aX,bY) —abCov( X,Y) aob 是 常数 . 

2 CovCX, 十 X , Y) — CovC X, Y) -Cov(X, Y). 

(证 明 由 读者 自己 来 完成 . ) 

下 面 我 们 来 推导 pxy 的 两 条 重要 性 质 ,并 说 明 or hS A. 

考虑 以 X 的 线性 函数 a 十 bX 来 近似 表示 Y. 我 们 以 均 方 误差 

e —E[CY — (abX)):] 
=E(Y°) +P E(X?) +a? -25bEC(XYO -2abE(OX) —24EQY) (3.3) 

来 衡量 以 a 十 bX 近似 表达 YY 的 好 坏 程 度 .e 的 值 越 小 表示 a 十 bX 与 Y 的 近似 程 
ERI. 这 样 ,我 们 就 取 a.b 使 e 取 到 最 小 . 下面 就 来 求 最 佳 近似 式 a 十 bX 中 的 
a «b. 为 此 ,将 e 分 别 关 于 a,5 求 偏 导数 ,并 令 它 们 等 于 零 ,得 


SE —2a--2bECX) —2EQY) =0, 
T6 —2bE(X*) -2ECXY) +2aE(X) =0. 
_ Cov( X,Y) 
解 得 b——pO i 
Euer p sr E E COD 
a, — EY) -KEOO — EY) - EGO T CR 
将 Go :bo IS AC. 3) 式 得 
min E (LY— (atbX)F}=E{LY— Gao tb X) Y) 
— (1— dy) D(Y) 0. (3.4) 


(D E[(Y—(as tha X)? ]- D[Y —as —55 X14 [ELY — a, — b, X) |? 


1 de 


= Dr 一 2 一 | 2 Ja 


2 
| —DOY — bo X)--0 


gd = 
- 


Cov(X,Y) ,Cov'OCG Y) 


—DOD FM DOD — 25 Co XY) — DO H- 56 D(X) 


= Covi X.Y), 
— DYo[1 Doby] 0-9 DQOD. 
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由 (3. 4) 式 容易 得 到 下 述 定理 : 
定理 1 loxyl 1. 
2”|oxy | —1 的 充 要 条 件 是 ,存在 常数 a,b 使 
P{Y=a+bX}=1. 
证 1 由 (3.4) 式 与 E{[Y 一 (ao 十 boX)]}) 及 D(Y) 的 非 负 性 ,得 知 1 一 py 
宇 0, 亦 即 |oxy | 1. 
2* £i loxy| —1 由 (3. 4) 式 得 
E{[Y— Ga, +b X) ]*) —0. 
从 而 O-—E([Y—(a,-5, X2 ) 2 DLY — Ca, b X2 ]3-LECY — Ca, 9-5 XD], 
EUH DLY — (a +b X) ]70, 
E| Y — Ca, 4-5, X) ]20. 
又 由 方差 的 性 质 4 知 
P(Y— (a, +b X) 20) 21, Bl P(Y =a, +b X) —1. 
反之 ,着 存在 常数 a” ,67 使 
P{Y=a’ +b* XY - Bl P(Y—(a* +b* X)=0}=1, 
于 是 P{[Y—(a’ +b" X) 20) —1. 
即 得 E([Y —(a* -b* X2ly)-—0. 
BU O0-—E([Y—(a* 十 b* 3) ])Zmin E (LY — Ga 6X) F} 
— E(LY — (a, "F6 X) 1 — OQ — py) DCY). 
即 得 lxv | =i O 
Fi C3. 4) 81 2575 UE 25 e E | ow | 的 严格 单调 减少 函数 ,这 样 pxy 的 含义 就 很 
明显 了 . lox BKET e 较 小 ,表明 X,Y( 就 线性 关系 来 说 ) 联 系 较 紧 密 . 特别 当 
joxy | 二 1 时 ,由 定理 中 的 2" ,X,Y 之 间 以 概率 1 存在 着 线性 关系 . 于 是 om 是 一 
个 可 以 用 来 表征 X,Y 之 间 线 性 关系 紧密 程度 的 量 . 当 |pxy | 较 大 时 ,我 们 通常 说 
X,Y 线性 相关 的 程度 较 好 ; 当 |oxr| 较 小 时 ,我 们 说 ,X,Y 线性 相关 的 程度 较 差 . 
当 oxy TO 时 , 称 久 和 YY 不 相关 . 
假设 随机 变量 X,Y 的 相关 系数 px FE. 当 鲜 和 YY 相互 独立 时 ,由 数学 期 
望 的 性 质 4 及 (3. DRA Cov CX, YO 二 0, 从 而 pxy —0, Bl X, Y 不 相关 . 反之, 若 
XY 不 相关 ,XX 和 YY 却 不 一 定 相 互 独立 ( 见 例 1). 上 述 情况 ,从 “不 相关 ”和 “ 相 
互 独立 "的 含义 来 看 是 明显 的 . 这 是 因为 不 相关 只 是 就 线性 关系 来 说 的 ,而 相互 
独立 是 就 一 般 关 系 而 言 的 . 
不 过 ,从 例 2 可 以 看 到 , 当 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 时 ,X 和 YY 不 相关 与 外 
和 了 相互 独立 是 等 价 的 . 
例 1 设 (X,Y) 的 分 布 律 为 
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E A EC(X) —0,E() 55/2, E(XY) 50, pxy 70, X,Y 不 相关 . 这 表示 X,Y 
AÉEGERRTEX X.[H,P(X— —2,Y—-1) 50x PI(X——2)P(Y—1),H8 X.Y 不 
是 相互 独立 的 . 事实 上 ,XX 和 Y 具 有 关系 :Y= 二 X,Y 的 值 完 全 可 由 站 fü Er ds 
KE. O 
B2. 设 (X,Y) 服从 二 维 正 态 分 布 , 它 的 概率 密度 为 
"uz | [Gp 


] 
(xr. y) ——  —J*eizn-u 
d 2T0|0» vla 2l) ei 
2 


—2 (x tuo Cy — pa? | Cy uo? | 
P did? 0; j 


我 们 来 求 和 和 Y 的 相关 系数 ， 
ERZE 9 2 Bi 3 中 已 经 知道 (X,Y) 的 边缘 概率 密度 为 


1 (一 这 
fxí(x)———e a ,—oo«jr«oco, 
v 2T ! 


Z 


e nx ,—9co0« y« oo, 


fy(y}= 
Du ATO» 
故 知 ECX) Su .EO)0-—u DCX) =, DY) —oi. ffi 
Cov CX, Y) sE | (zr — 2 Cy — m) fr y) dzdy 


LIE p zc OE 
A 


A EY OMA r—,;n| (r—;20 
xev [zii o; ^" a | 7" | Vde: 


1 c 一 一 | 
$a a r 


O2 


Cov(X,Y) = I| | (no VIS gm d porou)" dedu 


一 (| u* e du) (| c dz ) 


eee VL P vetas ([7 seta) 


— 
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一 WeLT * VZRT: 
L: 


HIEI CovCX , Y) =p010:2. 
- Cov X,Y) ; 
于 是 y = [] 
PY VDOD /DQ» * 


这 就 是 说 ,二 维 正 态 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 中 的 参数 xe X Y 85 
相关 系数 ， 因而 一 维 正 态 随机 变量 的 分 布 完全 可 由 X,Y 各 自 的 数学 期 望 . 方 差 
以 及 它们 的 相关 系数 所 确定 . 

在 第 三 章 3 4 中 已 经 讲 过 ,车 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 ,那么 外 和 YY 相互 独 
立 的 充 要 条 件 为 p 二 0. 现在 知道 o= pxy , 故 知 对 于 二 维 正 态 随 机 变量 (X,Y) 来 
说 ,X 和 YY 不 相关 与 X 和 Y 相互 独立 是 等 价 的 . 


$4 和 矩 、 协 方差 矩阵 


本 节 先 介绍 随机 变量 的 另外 几 个 数字 特征 . 设 (X,Y) 是 二 维 随机 变量 . 
定义 设 X 和 YY 是 随机 变量 , 若 
E(OX', k-1,2,-- 
存在 , 称 它 为 X Bk ERRASSE EU B. 
车 E([X— ECX) ] ),£—2,3,--- 
FEREN X Ak Brio 58. 
fi ECX'YO. Balm 
存在 , 称 它 为 X 和 Y H+H WR. 
若 E((X—ECQOT'[Y—EQD]), ki-12,-- 
存在 , 称 它 为 和 和 Y 的 十! 阶 混合 中 心 矩 . 
显然 ,XX 的 数学 期 望 E(X) 是 XX Bg— ET 58,7528 D(X) 是 和 的 二 阶 中 心 
和 矩 , 协 方差 CovCX,YO J& X MY B9 — Erg A o5. 
下 面 介绍 ” 维 随 机 变量 的 协 方差 矩阵 . 先 从 二 维 随机 变量 讲 起 . 
二 维 随 机 变量 (Xi,X:) 有 四 个 二 阶 中 心 矩 ( 设 它们 都 存在 ) ,分 别 记 为 
cu 二 EVE > EO 
c; “ELX S E(X OJLX -E(X T). 
—E([X; — E(X) ][ X, - ECX))]), 
c; — E(LX; -E(X É}. 
将 它们 排 成 矩阵 的 形式 
- 
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这 个 矩阵 称 为 随机 变量 (Xi ,Xs ) 的 协 方 差 矩 阵 . 

设 n 维 随机 变量 (X; ,XX;,…,X,) 的 二 阶 混合 中 心 惩 

cj =Cov( X; Xj) - E(LX, - ECX) ]JLX; -ECXD ]) iij 1,2, m 
都 存在 , 则 称 和 矩阵 


Cll C1? ==. Clp 


为 n 维 随机 变量 (XX X X0 KA E E. 由 于 eeg GÆj;i j=l, 
2n), KHT EXRAR Fede — P XI ERAB E. 

— RE .n 维 随机 变量 的 分 布 是 不 知道 的 ,或 者 是 太 复杂 ,以 致 在 数学 上 不 易 
处 理 , 因 此 在 实际 应 用 中 协 方差 矩阵 就 显得 重要 了 . 

本 节 的 最 后 ,介绍 n 维 正 态 随机 变量 的 概率 密度 . 我 们 先 将 二 维 正 态 随 机 变 
量 的 概率 密度 改写 成 男 一 种 形式 ,以 便 将 它 推广 到 维 随机 变量 的 场合 中 去 .二 
维 正 态 随 机 变量 (Xi ,X, ) 的 概率 密度 为 


] ] (£i nae 
fixa ) 一 一 一 ep [zi | ue 
DTE 2 ov, V1—p 2(1—p5) ol 


—2p (X — pu Gro — ue ) jJ: (x; GE | l. 


Fid? 


RER ERRES AHATE REEE x7 I8 AF TR aE PE 


C= e M ol "i l 
C21 — C22 bo 102 0; 
它 的 行列 式 det C—oio2 (1— 90, C BU E XB REA 
A A | Áo pne] 
det C — p010: "A 


经 过 计算 可 知 (这 里 矩阵 (X 一 pj)7 OX — 0 BOSE EO 
(X—p)'C'(X—p) 
o; bog " Ani 


一 一 (一 — m) 
TT UNS - 


I3 7 us 

D 1 n Gà pn) xs pe) | GO 71" 

| 1g 2 ge ) i m | 
p gi 010? 2 


于 是 (X,,X;) 的 概率 密度 可 写成 
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| 1 
ne zT Gnade ott |- 7 X-c X—p |. 


上 式 容 易 推广 到 ” 维 正 态 随 机 变量 (Xi:,X:，…X,) 的 情况 ， 
g| A FUB Ee 


"e I ECX,) 
X=| “| 和 A=| |- 上 
z, ta) [ECX,) 


n 维 正 态 随 机 变量 (Xi, Xo ,… XL ) 的 概率 密度 定义 为 


f x yZ xn) 


- Gov aeccnem [73 O7)7€7 ac-ao , 

EP CENX, Xoo XO KDD AE. 

n 维 正 态 随机 变量 具有 以 下 四 条 重要 性 质 ( 证 略 ): 

1 n 维 正 态 随机 变量 (Xi ,X:，…'X,) 的 每 一 个 分 量 Xi 一 1,2,…, 都 是 
正 态 随 机 变量 ;反之 , 若 X, Xo X, 都 是 正 态 随机 变量 , 且 相 互 独立 , 则 (Xi\， 
XXX) 是 对 维 正 态 随机 变量 . 

2 n 维 随机 变量 (Xi,,X,,…,X,) 服 从 EIE S 2 9 TEE AR PEE X. 
Xin X, 的 任意 的 线性 组 合 


li X, thA, pati A 


服从 一 维 正 态 分布 ( 其 中 六 ,0 不 全 为 零 ). 

3 OX, Xo tt X DARM n 维 正 态 分 布 , 设 Yis Y: Y, 是 X; (j—1, 
2, sn) 的 线性 函数 , 则 (Yi ,Y,,…,Y;) 也 服从 多 维 正 态 分 布 . 

这 一 性 质 称 为 正 态 变量 的 线性 变换 不 变性 ， 

4^ ix X, „Ao $t? (X2 BR M, n H E s y fio M“ X, X25 sAn 相互 独立 ”与 
"Xi Xem X, 两 两 不 相关 ”是 等 价 的 . 

n 难 正 态 分 布 在 随机 过 程 和 数理 统计 中 常会 遇 到 . 


小 结 


随机 变量 的 数字 特征 是 由 随机 变量 的 分 布 确定 的 ,能 描述 随机 变量 某 一 个 方面 的 特征 的 
常数 .最 重要 的 数字 特征 是 数学 期 望 和 方差 . 数学 期 望 EC(X) 描 述 随机 变量 X 取 值 的 平均 
大 小 ,方差 D(X) 二 ElLX 一 ELX)]}) 描 述 随 机 变量 X 与 它 自己 的 数学 期 望 E(X) 的 偏离 程 
E 数学 期 望 和 方差 在 应 用 和 理论 上 都 非常 重要 , 

要 掌握 随机 变量 的 函数 Y= g(X) 的 数学 期 望 E(Y) — E[g OO JE EI SX C130 0 
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(1. 4). 这 两 个 公式 的 意义 在 于 当 我 们 求 E(Y) 时 ,不 必 先 求 出 Y= 二 g(X) 的 分 布 律 或 概率 密 
度 ,而 只 需 利用 X 的 分 布 律 或 概率 密度 就 可 以 了 ,这 样 做 的 好 处 是 明显 的 . 

要 掌握 数学 期 望 和 方差 的 性 质 . 提请 读者 注意 的 是 : 

(OD 当 Xi ,Xs 独立 或 Xi Xo 不 相关 时 , 才 有 EX X) ECOX EGO); 

(2) 设 忆 为 常数 , 则 有 DOCOO — C DOO ,右边 的 系数 是 C ,不 是 Ci 

(3) D(X: - X432 DOX,23-DCX,2 -2CovC X, , X40, 234 X4, X, 独立 或 X, X, 不 相关 时 
才 有 

D(X, XR) — DX) + DCX;). 

例如 , 若 X X: 独立 , 刚 有 DOX—3X:)—4DOGG) T9DCOX,). 

相关 系数 pxv 有 时 也 称 为 线性 相关 系数 , 它 是 一 个 可 以 用 来 描述 随机 变量 (X,Y) 的 两 个 
Arf X.Y 之 间 的 线性 关系 紧密 程度 的 数字 特征 . 当 |pxy | 较 小 时 X.Y 的 线性 相关 的 程度 较 
差 ; 当 pxy —0 时 称 X,Y 不 相关 . 不 相关 是 指 XY 之 间 不 存在 线性 关系 ,和 ,7 不 相关 ,它们 
还 可 能 存在 除 线性 关系 之 外 的 关系 (参见 33 例 D. Xi X.Y 相互 独立 是 指导,Y 的 一 般 
关系 而 言 的 ,因此 有 以 下 的 结论 :X,Y 相互 独立 则 XY 一 定 不 相关 ;反之 ,车 XSY 不 相关 则 
XY 不 一 定 相 互 独立 . 

特别 ,对 于 二 维 正 态 随 机 变量 (X,Y),X 和 YY 不 相关 与 X $80 Y 相互 独立 是 等 价 的 .而 二 
元 正 态 随机 变量 的 相关 系数 pxy 就 是 参数 p, 于 是 ,用 "o=0" 是 否 成 立 来 检验 XY RGB 
独立 是 很 方便 的 ， 

切 比 雪夫 不 等 式 给 出 了 在 随机 变量 六 的 分 布 未 知 , 只 知道 ECX) 和 D(X) 的 情况 下 ,对 
事件 {1 一 EC(X)| 夺 e} 概 率 的 下 限 的 估计 . 
轿 重 要 术语 及 主题 

数学 期 望 ” 随 机 变量 函数 的 数学 期 望 ” 数 学 期 望 的 性 质 

方差 标准 差 方差 的 性 质 标准 化 的 随机 变量 ” 协 方 差 相关 系数 ”相关 系数 的 性 质 
X,Y 不 相关 ” 切 比 雪夫 不 等 式 ” 几 种 重要 分 布 的 数学 期 望 和 方差 E UJxSBE 


习题 


1. OD 在 下 列 句子 中 随机 地 取 一 个 单词 ,以 X 表 示 取 到 的 单词 所 包含 的 字母 个 数 , 写 出 

X 的 分 布 律 并 求 卫 (X). 
"THE GIRL PUT ON HER BEAUTIFUL RED HAT”. 

(2) 在 上 述 句子 的 30 个 字母 中 随机 地 取 一 个 字母 ,以 Y 表示 取 到 的 字母 所 在 单词 所 包 
含 的 字母 数 , 写 出 Y 的 分 布 律 并 求 E(Y). 

(3) — A BETET- A018 6 ex I BESS 2 次 ,此 时 得 分 为 6 十 第 二 次 得 到 的 点 数 :否则 得 分 为 
他 第 一 次 掷 得 的 点 数 , 且 不 能 再 掷 , 求 得 分 和 的 分 布 律 及 EE(X). 

2. 某 产品 的 次 品 率 为 0. 1 ,检验 员 每 天 检验 4 次 . 每 次 随机 地 取 10 件 产品 进行 检验 ,如 
发 现 其 中 的 次 品 数 多 于 1, 就 去 调整 设备 .以 X 表示 一 天 中 调整 设备 的 次 数 , 试 求 ECX. ( 设 
诸 产品 是 否 为 次 品 是 相互 独立 的 . ) 

3. 有 3 只 球 ,4 个 盒子 ,盒子 的 编号 为 1,2,3,4. 将 球 逐 个 独立 地 ,随机 地 放 人 4 个 盒子 
中 去 . 以 X 表 示 其 中 至 少 有 一 只 球 的 盒子 的 最 小 号 码 (例如 X= 3 表示 第 1 号 ,第 2 号 盒子 是 


~ 
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空 的 ,第 3 个 盒子 至 少 有 一 只 球 ), 试 求 EK). 
4. CO 设 随机 变量 x 的 分 布 律 为 王 {X= cp Tj - Suo ER X BUNC 


期 望 不 存在 . 

(2) 一 盒 中 装 有 一 只 黑 球 ,一 只 日 球 , 作 措 球 游戏 ,规则 如 下 :一 次 从 盒 中 随机 摸 一 只 球 ， 
者 摸 到 白 球 , 则 游戏 结束 , 措 到 黑 球 放 回 再 放 入 一 只 黑 球 ,然后 再 从 盒 中 随机 地 摸 一 只 球 . 试 
说 明 要 游戏 结束 的 摸 球 次 数 X 的 数学 期 望 不 存在 ， 

S. 设 在 某 一 规定 的 时 间 间 隅 里 , 某 电 气 设备 用 于 最 大 负荷 的 时 间 X( 以 min 计 ) 是 一 个 
随机 变量 ,其 概率 密度 为 


l 


15007’ sg&r l 500, 


fia) = —l1 ; 
igogr(—3 0000, 1500 z< 3 000, 
0, 其 他 . 
REX). | 


6. (1) 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


X EOD ECC), EGX? +5), 
(2) B X— G0 R E[1/OX 15]. 
7. C) 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


e^. r0, 


fix) = 
Ü, x xU. 


X (OY -—2X;GDY =e BS 2E Hg t8. 

(2) 设 随机 变量 X, X,.oe X, 相互 独立 , 且 都 服从 (0,1) 上 的 均匀 分 布 (i) 求 U= 
maxi X, X; X } 的 数学 期 望 , GDR V mino X1, X2 ,多 ,} 的 数学 期 望 . 

8， 设 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 


1 2 3 


=l 0. 2 0. 1 0. 0 
0 0. 1 0. 0 0. 3 
0. 1 0. 1 


COD R ECX), ECY). 

(2) 设 Z—Y/X oR EOD. 

(3) HZ-—((OX—Y)' ok E2). 

9. CD 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


Aj 题 * 15 * 


Fr. y) = | 
0, 其 他 . 
K ECX) EY) E(X. ECX* +Y’). 


(2) 设 随机 变量 X.Y 的 联合 密度 为 


fr,y) [y r270,y20, 
I$. == : 


0, 其 他 ， 
求 E(X),E(Y),E(XY). | 
10. CD 设 随机 变量 X— NCO,D.Y —NO, DB X,Y 相互 独立 . 求 ELX /OX* +Y]. 
(2) 一 飞机 进行 空投 物资 作业 , 设 目标 点 为 原点 OCO 00 ,物资 着 陆 点 为 (X,Y),X,Y 相 
互 独立 , 且 设 X 一 NO 一 NO0,o), 求 原点 到 点 (X,Y) 间 距离 的 数学 期 望 . 
11. 一 工厂 生产 的 某 种 设备 的 寿命 X( 以 年 计 ) 服 从 指数 分 布 ,概率 密度 为 


f ) [e7 ? NA b 0, 
A) 一 
Ü * NH Ü, 


工厂 规定 ,出 售 的 设备 车 在 售 出 一 年 之 内 损坏 可 予以 调换 , 若 工厂 售 出 一 台 设 备 赢利 100 元 ， 
调换 一 台 设 备 厂 方 需 花费 300 元 . 试 求 厂 方 出 售 一 台 设 备 净 赢利 的 数学 期 望 . 

12. 某 车 间 生 产 的 圆 盘 直 径 在 区 间 (a,6) 服 从 均匀 分 布 , 试 求 圆 盘面 积 的 数学 期 望 . 

13. 设 电 压 (以 V 计 )X~N(0,9), 将 电压 施加 于 一 检 波 器 ,其 输出 电压 为 Y=5X? ok $6 


出 电压 Y 的 均值 . 
14. 设 随机 变量 X X 的 概率 密度 分 别 为 
l < [4c 7, r0, 
fir) = Jac) = 
0, rg D, 0, Ig 0, 


(D R E(X, +X) E(X, 3X). 

(2) Xit X X, 相互 独立 , 求 ECX, X). 

15. 将 nn 只 球 (1~n 号 ) 随 机 地 放 进 7 个 盒子 (1 一 n 号 ) 中 去 ,一 个 盒子 装 一 只 球 , 若 一 只 
球 装 人 与 球 同 号 的 盒子 中 , 称 为 一 个 配对 . 记 多 为 总 的 配对 数 , 求 EOD. 

16. 若 有 ?把 看 上 去 样子 相同 的 钥匙 ,其 中 只 有 一 把 能 打开 门 上 的 锁 ,用 它们 去 试 开门 
上 的 锁 . 设 取 到 每 只 钥匙 是 等 可 能 的 . 若 每 把 钥匙 试 开 一 次 后 除去 ,试用 下 面 两 种 方法 求 试 开 
次 数 X 的 数学 期 望 . 

(OD 写 出 X 的 分 布 律 . 

(2) Sibi X 的 分 布 律 . 

17. 设 为 随机 变量 ,C 是 常数 ,证 明 D(X) 二 E[ (XX 一 0C)?], 对 于 C 关 ECX). (h F DKX)= 
ELX- EOOD F}, ESRRBRE[CX— CY] C— EC 时 取 到 最 小 值 . ) 

18. 设 随 机 变量 外 服从 瑞 利 分 布 ,其 概率 密度 为 


ji Daia ch, STE 
rJ) = 4] 


0, EE, 
其 中 a0 是 常数 . 求 ECX),D(X). 
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19. 设 随机 变量 X 服 从 工分 布 , 其 概率 密度 为 


0, zů, 

其 中 ae>>0,8>0 是 常数 , 求 ECO, DEX). 

20. 设 随 机 变量 臣服 从 几何 分 布 ,其 分 布 律 为 

P{X = k} = pl p), k= 1,2,", 

其 中 0 二 pp 二 1 是 常数 . 求 F(X) ,D(X). 

21. 设 长 方形 的 高 (以 m 计 )X~U(0,2), 已 知 长 方形 的 周 长 (以 m 计 ) 为 20. 求 长 方形 面 
积 A 的 数学 期 望 和 方差 ， 

22. (D) 设 随 机 变量 X ,Xe X XL 相互 独立 , 且 有 ECXO0 =i, DOX) —5—i,i—71,2,3, 


4. iE Y—2X,— X, 3X, -ZXR EY), DCY). 


(2) 设 随 机 变量 X.Y 相互 独立 , 且 X—N(OGO20,30:0, Y —N(640,25*) ok Z =2X+Y,Z,; 
=X- Y 的 分 布 , 并 求 概 率 PUX SY), P(X-Y 1 400). 

23. 五 家 商店 联营 ,它们 每 两 周 售 出 的 某 种 农产品 的 数量 (以 kg 计 ) 分 别 为 Xi ,Xs Xs. 
X, Xs. BA X, —N(200,225), X; ~ NC240,2400,. X, ~ N(C180,225), X, ~ N(260,265), 
X; — N(G320,2700 ,X, -X X4, X, X 相互 独立 . 

CD 求 五 家 商店 两 周 的 总 销售 量 的 均值 和 方差 . 

(2) 商店 每 隔 两 周 进货 一 次 ,为 了 使 新 的 供 货 到 达 前 商店 不 会 脱销 的 概率 大 于 0. 99 , 问 
商店 的 仓库 应 至 少 储存 多 少 千克 该 产品 ? 

24. 卡车 装运 水 泥 , 设 每 斤 水 泥 重 量 XC 以 kg 计 ) 服 从 N(50,2.5), 问 最 名 装 名 少 复 水 
泥 使 总 重量 超过 2 000 的 概率 不 大于 0.05.， 

25. 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 , 且 都 服从 (0,1) 上 的 均匀 分 布 . 

(1) 求 EOXYD,ECX/YO ,E[InC XY) ]. EL |Y — XI]. 

(2) 以 XY 为 边 长 作 一 长 方形 ,以 A,C 分 别 表示 长 方形 的 面积 和 周 长 , 求 4 和 C 的 相 
XS. 

26. (D 设 随 机 变量 X,X,X 相互 独立 , 且 有 X ~b4,1/2), X? —506,1/32, X4 ~b 
(6,1/3) oK P{X, =2, X: =2, X4 =5}, E(X, X4 X) ,E(X, — X; ),ECX, —2X,). 

(2) i X,Y 是 随机 变量 , 且 有 EC —3,EQQ0 —1, DOO —4,D(O) —9,45 Z-5X—Y + 
15, 分 别 在 下 列 3 种 情况 下 求 EC DZ). 

(DX,Y 相互 独立 ,(iD)X,Y 不 相关 ,(iii)X 与 Y 的 相关 系数 为 0. 25. 

27. 下 列 各 对 随机 变量 X 和 Y, 问 哪儿 对 是 相互 独立 的 ? 哪 几 对 是 不 相关 的 . 

(D X—U(0,D,Y- X. 

(2) X—U(C—1,1), Y X. 

(3) X—cos V,Y —sin V,V—U(0,.2z). 

A OX.YOBSHESERE HUE fry), 


guo Auc q e uen. 
uU gym n * 
0 其 他 . 
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2y: Oc r«l,0«yc-l, 
0, 其 他 . 
28. ib —HEBBELAE EE CX.YO BS BEXE SE HE OS 


[n tty Sl, 
fixr,y)=4 1 
0, 其 他 . 
试验 证 天 和 YY 是 不 相关 的 ,但 苹 和 和 Y 不 是 相互 独立 的 . 

29， 设 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 


(5) f(x, Y= 


X 
| —] 0 1 
T - 
一 ] 1/8 1/8 1/8 
0 | 1/8 0 1/8 
1 | 1/8 | 1/8 1/8 


验证 XA Y EPH. E XAY dE m. 
30. iA BERE EDANE, H PCAYX20,PCGD0,3f5E SLEBBELAETR X.Y 如 下 ， 

l, FARE, o jl #BRE, 
» 若 A 不 发 生 ， E E B 不 发 生 . 

证 明 车 pyy —0, 9] X 30 Y 必定 相互 独立 . 

31. 设 随机 变量 (XX, 耻 具有 概率 密度 

l, iy[«x0cz«l, 

0, 其 他 . 


fCir,y) = | 


X E(X), ECY) ,Cov( X, Y). 

32， 设 随机 变量 (X,Y) 具 有 概率 密度 

b, Hu. 

X ECO EQ) ,Cov( X,Y) ,om , D(X- Y). 

33. 设 随 机 变量 X~N lu) Y ~N), BS X,Y 相互 独立 , 试 求 Z 一 aX 十 BY 和 了 Z， 
一 aX 一 8Y 的 相关 系数 (其 中 ,8 是 不 为 堆 的 常数 )， 

34. (CD) 设 随 机 变量 W — (aX--3Y)! ,FE(X) 一 下 (Y) 一 0,D(CX) 一 4, DKY) —16 p, — — 0. 5. 
求 常数 a 使 E(W) 为 最 小 ,并 求 ECW) h) RME. 

(2) 设 随机 变量 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 , 且 有 D(X) =, DOY — oy. 证明 当 a 一 
ox /o VW] B ELTE RE W— X—aY 5S V—X--aY 相互 独立 . 

35. 设 随 机 变量 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 , 且 X— NC 32, Y —NCO 4) BARI py = 
—1/4,u 5 iB X 30 Y 的 联合 概率 密度 . 

36. 已 知 正 常 男性 成 人 血液 中 ,每 一 毫升 白细胞 数 平均 是 7 300,323 7; 38 & 700. 利用 切 比 
雪夫 不 等 式 估 计 每 毫升 含 白细胞 数 在 5 200—9 400 之 间 的 概率 p. 

37， 对 于 两 个 随机 变量 V,W , 若 EV), EW ) TEE , iE HH 
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[ECVW) ' < ECV)ECW’), (A) 
这 一 不 等 式 称 为 柯 西 一 施 瓦 获 (Cauchy-Schwarz) 不 等 式 . 
DX JT F EREE: HAR 
qG) — ELCV +W |] ECV* ) T2?ECVW ) + ECW? ), 
38. 中 位 数 ， 
对 于 任意 随机 变量 X. EDT PIX 


PUBL. P(X>z}< 十 
的 工 称 为 X 的 中 位 数 , 记 为 ri 或 M. 它 是 反映 集中 位 置 的 一 个 数字 特征 ,中 位 数 总 是 存在 
it. 画 出 X 的 分 布 函 数 F(z) 的 图 . 如 果 FCz) 连 续 , 那 么 z 是 方程 F(z) 一 二 的 解 (如 题 38 


图 (1)) ,如 果 F(z) 有 跳 牙 点 ( 见 题 38 图 (2)) ,用 垂直 于 横 轴 的 线段 联结 后 ,得 一 连续 曲线 , 它 
与 直线 y—1/2 的 交点 的 模 坐 标 即 为 x+ . 


|y- Fix) 


HB 3s 图 


(D 设 的 概率 密度 为 
Gia Ze **5 0, 
ccu 其 他 . 
试 求 天 的 中 位 数 M. 


(2) 设 和 服从 柯 西 分 布 , 其 概率 密度 为 


fix)— | 70, 


b 
xbCr-—a2)- bs] 
BOR X 的 中 位 数 M. 
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极限 定理 是 概率 论 的 基本 理论 ,在 理论 研究 和 应 用 中 起 着 重要 的 作用 ,其 中 
最 重要 的 是 称 为 “大 数 定律 ”与 "中心 极限 定理 ”的 一 些 定理 . 大 数 定律 是 叙述 随 
机 变量 序列 的 前 一 些 项 的 算术 平均 值 在 某 种 条 件 下 收敛 到 这 些 项 的 均值 的 算术 
平均 值 ;中 心 极限 定理 则 是 确定 在 什么 条 件 下 ,大 量 随机 变量 之 和 的 分 布 晕 近 于 
正 态 分 布 . 本 章 介 绍 几 个 大 数 定理 和 中 心 极限 定理 . 


$1 大 数 定律 


第 一 章 曾 讲 过 ,大 量 试验 证 实 , 随 机 事件 A 的 频率 f,(A) 当 重复 试验 的 次 
数 n 增 大 时 总 呈现 出 稳定 性 ,稳定 在 某 一 个 常数 的 附近 . 频率 的 稳定 性 是 概率 定 
义 的 客观 基础 . 本 市 我 们 将 对 频率 的 稳定 性 作出 理论 的 说 明 . 

弱 大 数 定理 ( 辛 钦 大 数 定 理 ) 设 Xi ,X*,… 是 相互 独立 岂 , 服 从 同一 分 布 的 
随机 变量 序列 , 且 具 有 数学 期 望 EX, — 5 (k— 1,2, 7-0. TERI wn 个 变量 的 算术 


平均 L5 X, WAFER 60,8 


limP | |L» 7x, -x4|<e)= (35 
Ne Cr Er] | 
证 我 们 只 在 随机 变量 的 方差 DCX,) 一 (4 一 1,2,…) 存 在 这 一 条 件 下 
证 明 上 述 结果 . 因为 
1 Lu 加 1 T | - 1 u 
E(2,X.)- 4 EX = n) = p» 
又 由 独立 性 得 
PE Co R) 
D( - 2X )= 7 DX, e AA 


由 切 比 雪夫 不 等 式 ( 见 第 四 章 (2. 9) 式 ) 得 


1 > P| LX -pl<e)> 1— ÉE. 
LEFT | 
在 上 式 中 令 n=, f 


D ”是 指 对 于 任意 n1. Xi Xo on X, 是 相互 独立 的 ， 
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Ls T 
limP{ 15x, - a [e] 1, O 
nec | n k=l 
[IÐ X -u| <e) 是 一 个 随机 事件 . 等 式 (1. 1) 式 表明 , 当 n>oo 时 这 个 
| k=] 


事件 的 概率 趋 于 1. 即 对 于 任意 正 数 。, 当 充分 大 时 ,不 等 式 | DX -al< 
e 成 立 的 概率 很 大 . 通俗 地 说 , 辛 钦 大 数 定理 是 说 ,对 于 独立 同 分 布 且 具 有 均值 
的 随机 变量 X ，… X, , 当 很 大 时 它们 的 算术 平均 L0 X, 很 可 能 接近 于 


设 Y, Y? pur. ,是 一 个 随机 变量 序列 ra 是 一 个 常数 . 若 对 于 任意 正 数 
EH 
limPt | IYl.ceu pex e 
则 称 序 Fyi Yi + p5 Y.. kA o T LE ü, 记 为 


P 
Y, —*a. 


依 概率 收敛 的 序列 有 以 下 的 性 质 . 
Bt X, 一 >a,Y, —5 , XC UE RR g(zx,y) 在 点 (a,5) 连 续 , 则 


i D. END 
这 样 , 上 述 定 理 又 可 叙述 为 ， 
弱 大 数 定理 (学 钦 大 数 定 理 ) 设 随 机 变量 Xis Xos", Xn 38838. 


从 同一 分 布 且 具 有 数学 期 望 EX) =u (4m 1,2, 7) JUEREX = Lx, fki 


Xt QUT. p B X — p. 

下 面 介绍 辛 钦 大 数 定理 的 一 个 重要 推论 . 

伯 努 利 大 数 定理 设 f En 次 独立 重复 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 ,p 是 
事件 A 在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 , 则 对 于 任意 正 数 >04 


limp | | A <e)=1 (1.2) 
或 
. fa_ pt f 
timp] |£ p|>e}= o. (1,2) 
证 AA fb, p) AEU S2 [5| 6,8 
fa XQ; 4T X-:X,., 


其 中 € pp X, 相互 独立 , 且 都 服从 以 p 为 参数 的 (0 一 1) 分 布 ;因而 ECX,) 
=p (k=1,2, sn), BI. DRH 


$2 中 心 极限 定理 。 了 了 27 * 


imp | 37x, -»|««]- l, 

Bn limP | f — p ej- c. 口 
伯 努 利 大 数 定理 的 结果 表明 ,对 于 任意 全 0, 只 要 重复 独立 试验 的 次 数 ， 
充分 大 ,事件 [| poe] 一 个 小 概率 事件 ,由 实际 推断 原理 知 ( 见 第 一 章 


$ ,这 一 事件 实际 上 几乎 是 不 发 生 的 , 即 在 n 充分 大 时 事件 { | 
际 上 几乎 是 必定 要 发 生 的 , 亦 即 对 于 给 定 的 任意 小 的 正 数 。, 在 n eh 
件 “ 频 率 人 与 概率 p 的 偏差 小 于 ”实际 上 几乎 是 必定 要 发 生 的 . 这 就 是 我 们 所 


说 的 频率 稳定 性 的 真正 含义 . 由 实际 推断 原理 ,在 实际 应 用 中 , 当 试 验 次 数 很 大 
时 , 便 可 以 用 事件 的 频率 来 代替 事件 的 概率 . 


$2 中 心 极限 定理 


在 客观 实际 中 有 许多 随机 变量 ,它们 是 由 大 量 的 相互 独立 的 随机 因素 的 综 
合影 啊 所 形成 的 . 而 其 中 每 一 个 别 因素 在 总 的 影响 中 所 起 的 作用 都 是 微小 的 . 这 
种 随机 变量 往往 近似 地 服从 正 态 分 布 . 这 种 现象 就 是 中 心 极限 定理 的 客观 背景 . 
本 节 只 介绍 三 个 常用 的 中 心 极限 定理 . 

定理 一 (独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 ) 设 随 机 变量 X ,XX ,…,X,,… 相 互 
独立 ,服从 同一 分 布 , 且 具 有 数学 期 望 和 方差 :EC(Xi) 二 jy,D (X) 96 0 (k= 


2,…) , 则 随机 变量 之 和 2X, 的 标准 化 变量 
EP Ki LO mine 


的 分 布 函数 FC OR FER r WE 


24 X — ni 
limF, (x) = lim P | n 
Vna | 


X l 1 pj ; 
一 一 —-—e ‘d= dix). (2. 19 
E 


WE BH NE. 
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这 就 是 说 ,均值 为 ,方差 为 o>0 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 X; ,Xs ns X, 
之 和 SIX, 的 标准 化 变量 , 当 充分 大 时 ,有 


m 


之 X ny 
EO XB NL, (2.2) 
Vno 
在 一 般 情况 下 ,很 难 求 出 n 个 随机 变量 之 和 > X, 的 分 布 函数 ,(2. 2) 式 表 
明 , 当 n 充分 大 时 ,可 以 通过 B(xz) 给 出 其 近似 的 分 布 . 这 样 ,就 可 以 利用 正 态 分 


布 对 1X, 作 理论 分 析 或 作 实际 计算 ,其 好 处 是 明显 的 . 


HO. 2) 写成 二 EL 二 全 一 上 ,这 样 ,上 述 结果 可 写成 ; 当 

将 式 左 端 改写 成 NN T 述 n 
充分 太 时 ， 

X EMEN (.1) m X NGS/m. (2.3) 


a/n 
这 是 独立 同 分 布 中 心 ` 极 限定 理 结果 的 男 一 个 形式 . 这 就 是 说 ,均值 为 ,方差 为 


77770 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 Xi Xs X, 的 算术 平均 及 一 二 也) X, s 


充分 大 时 近似 地 服从 均值 为 n 27 2878 o^ /n 的 正 态 分 布 . 这 一 征 果 是 数理 统计 
中 大 样本 统计 推断 的 基础 . 
定理 二 ( 李 雅 普 诺 夫 (Lyapunov) 定 理 ) 设 随机 变量 X! P CL (X, UB 
独立 ,它们 具有 数学 期 望 和 方差 
ECX O = purs D(X,)610,k—1,.2,'-, 
ie B: = Y. 
Tr ETEIES 5, 使 得 当 n 一 oo 时 ， 


ues SEU X, — i 1?*) — 0, 
则 随机 变量 之 和 VO x, 的 标准 化 变量 


t=] 此 = ] i 下 一 了 =] 
B 


[D(X X.) 


AJ 
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的 分 布 函 数 F, (x) 对 于 任意 xz, 满足 


Dp 


1 —£P 3 
一 ——Óe' d= dx). (2. 4) 
Em - 


HE BH RE. 

定理 二 表明 ,在 定理 的 条 件 下 ,随机 变量 

E F t 

34 n IR KRT, xm dE Bu HE M. ab dB N0, 1). 由 此 , 当 n RAH, 


3X. = B,Z, + Pa 近似 地 服从 正 态 分 布 (Dm Bt). 这 就 是 说 ,无 论 各 
个 随机 变量 X，(& 一 1,2,…) 服 从 什么 分 布 ,只 要 满足 定理 的 条 件 ,那么 它们 的 
和 SO X, 当 n 很 大 时 ,就 近似 地 服从 正 态 分 布 . 这 就 是 为 什么 正 态 随机 变量 在 概 


率 论 中 占有 重要 地 位 的 一 个 基本 原因 . 在 很 多 问题 中 ,所 考虑 的 随机 变量 可 以 表 
示威 很 多 个 独立 的 随机 变量 之 和 ,例如 ,在 任 一 指定 时 刻 , 一 个 城市 的 耗 电 量 是 
大 量 用 户 耗 电量 的 总 和 ;一 个 物理 实验 的 测量 误差 是 由 许多 观察 不 到 的 、 可 加 的 
微小 误差 所 合成 的 ,它们 往往 近似 地 服从 正 态 分 布 . 

下 面 介 绍 男 一 个 中 心 极限 定理 , 它 是 定理 一 的 特殊 情况 . 

定理 三 ( 棣 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 (De Moivre-Laplace) 定 理 ) 设 随 机 变量 7, (n 
—1,2,-0 BR M US n. p (0 二 pp 二 1) 的 二 项 分 布 , 则 对 于 任意 z, 有 

limP AUS « z)= | ud = dz). (2. 5) 

证 ”由 第 四 章 $ 2 例 6 知 可 以 将 六 分 解 成 为 n 个 相互 独立 、 服 从 同一 (0 一 

1) 分 布 的 诸 随机 变量 X... Xo X, 之 和 , 即 有 


Th. T ZX 
其 中 X，(k 二 1,2,…,n) 的 分 布 律 为 


P{X,=i}=p'(1— p), i=0,1. 
由 于 EOX)—p,DOX,)— p (1 一 p) (&—1,2,---,m 由 定理 一 得 
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* l -— /2 
一 ——e ‘dt= (x). E 
N "EE. 


这 个 定理 表明 , 正 态 分 布 是 二 项 分 布 的 极限 分 布 . 当 充分 大 时 ,我 们 可 以 利用 
(2. 5) 式 来 计算 二 项 分 布 的 概率 .下面 举 几 个 关于 中 心 极限 定理 应 用 的 例子 . 
例 1 一 加 法 右 同 时 收 到 20 个 噪声 电压 Vi，(k 二 1,2,… ,20), 设 它们 是 相 


互 独立 的 随机 变量 , 且 都 在 区 间 (0,10) 上 服从 均匀 分 布 . 记 Y = AVe” R 


P{V 二 105} 的 近似 值 . | 
S ÀE(QGO,)—5,D(CV,)—100/12 (£—1,2,-,200. 由 定理 一 ,随机 
变量 
20 


V,—20xX5 
E Miei V 20x85. 
/ 100/12 4/20 J/ 100/12 26 J/20 
近似 服从 正 态 分 布 N(0,1), 于 是 
V—20x5 105—20 x5 
c2 Pao; Ji Vis ao/ JA; | 
- p| V — 100 
(10/ /12) 20 
V — 100 
usa 


0, 387 
adu E, — e 7? d; = 1 — (0. 387) = 0, 348. 


s 387) 


dus P| 0. 387 | 


HIE P(V2105) z«0. 348. O 


912. 一 船舶 在 某 海区 航行 ,已 知 每 遭受 一 次 波浪 的 冲击 , 纵 摇 角 大 于 3719] 
概率 为 如 一 173, 若 船舶 遭受 了 90 000 次 波浪 冲击 , 问 其 中 有 29 500 一 30 500 次 
纵 播 角度 大 于 3 的 概率 是 多 少 ? 

E ”我 们 将 船舶 每 遭受 一 次 波浪 冲击 看 作 是 一 次 试验 ,并 假定 各 次 试验 是 
独立 的 .在 90 000 次 波浪 冲击 中 纵 揪 角度 大 于 3 的 次 数 记 为 X.) X 是 一 个 随 
机 变量 , 且 有 X—5(90 000,1/3), 其 分 布 律 为 


paci) - (999) (1) (2*7 1.6.1... 90 009. 
所 求 的 概率 为 


500 ,pe E 
P{29 500 < X < 30 500) = ^ i oo y (ym ] 


k--29 500 k 
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要 直接 计算 是 麻烦 的 ,我 们 利用 棣 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 定理 来 求 它 的 近似 值 . 即 有 
P(29 500<X<30 500) 


| 29 LRL] Um —nb c 90 30 500—np | 
vnp(l—p) < S EROS) 


ISER 1 pm QU m ATE 
i /De npp) Vapü-p/' 
其 中 n-90 000, 5—1/3. WE 

P(29 500« X«30 500) «e (32) —a( — 5:2 ) —o. 999 5. E 


例 3 对 于 一 个 学 生 而 言 , 来 参加 家 长 会 的 家 长 人 数 是 一 个 随机 变量 , 设 一 
个 学 生 无 家 长 .1 名 家 长 .2 名 家 长 来 参加 会 议 的 概率 分 别 为 0.05.0.8.0. 15. # 
学 校 共有 400 名 学 生 , 设 各 学 生 参 加 会 议 的 家 长 人 数 相 互 独立 , 且 服 从 同一 
分 布 . 
(OD 求 参加 会 议 的 家 长 人 数 外 超过 450 的 概率 ; 
(2) 求 有 1 名 家 长 来 参加 会 议 的 学 生 人 数 不 多 于 340 的 概率 . 
E (OD 以 X, (二 1,2,… ,400) 记 第 上 个 学 生来 参加 会 议 的 家 长 人 数 , 则 
X, 的 分 布 律 为 
A, 0 1 2 
b, (0.05 0.8 0.15 


400 

5l ECX,) —_ LN 1,DCX,) 二 f. 19,4 = l,2,* 400. 而 P = bo 由 定理 一 ， 
k=] 

随机 变量 


400 


>, X, —400X 1.1 
T X — 400 X 1.1 


/400 /0.19 400 JO. 19 
近似 服从 正 态 分 布 N(0,1), 于 是 


— 400 X 1. z 
P(X>450)=P [| ŽAL 1n 150400 X11] 


A400. 4/0. 19 V400 4/0. 19 


X—400 X1. 1 
A 400 X1. 1 1. 147 | 
/400 v0-15 


21—®(1.147)=0. 125 1. 
(20 VÀ Y 记 有 一 名 家 长 参加 会 议 的 学 生 人 数 , 则 Y~5(400,0. 8) ,由 定理 三 


-1-P| 


PíYx340) 
=p] Y 一 400x0.8 . 340— XO 
J/400X0.8X0.2  /400X0.8X0.2 
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2 (2205(2. 5) —0. 993 8. E 
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人 和 们 在 长 期 实践 中 认识 到 频率 具有 稳定 性 , 即 当 试验 次 数 不 断 增 大 时 ,频率 稳定 在 一 个 
数 的 附近 . 这 一 事实 显示 了 可 以 用 一 个 数 来 表征 事件 发 生 的 可 能 性 的 大 小 . 这 使 人 们 认识 
到 概率 是 客观 存在 的 ,进而 由 频率 的 性 质 的 启发 和 抽象 给 出 了 概率 的 定义 ,因而 频率 的 稳定 
性 是 概率 定义 的 客观 基础 . 伯 努 利 大 数 定理 则 以 严密 的 数学 形式 论证 了 频率 的 稳定 性 ， 

中 心 极限 定理 表明 ,在 相当 一 般 的 条 件 下 , 当 独 立 随 机 变量 的 个 数 不 断 增加 时 ,其 和 的 分 
布 趋 于 正 态 分 布 . 这 一 事实 阐明 了 正 态 分 布 的 重要 性 . 也 揭示 了 为 什么 在 实际 应 用 中 会 经 
常 遇 到 正 态 分 布 , 也 就 是 揭示 了 产生 正 态 分 布 变量 的 源泉 . 另 一 方面 , 它 提供 了 独立 同 分 布 


随机 变量 之 和 Dx (其 中 X, 的 方差 存在 ) 的 近似 分 布 ,只 要 和 式 中 加 项 的 个 数 充分 大 ,就 


可 以 不 必 考虑 和 式 中 的 随机 变量 服从 什么 分 布 ， 都 可 以 用 正 态 分 布 来 近似 ,这 在 应 用 上 是 有 
效 和 重要 的 . 
中 心 极限 定理 的 内 容 包含 极限 ,因而 称 它 为 极限 定理 是 很 自然 的 . 又 由 于 它 在 统计 中 的 
重要 性 , 称 它 为 中 心 极限 定理 ,这 是 波 利 亚 (Polya) 在 1920 年 取 的 名 字 . 
E 重要 术语 及 主题 
依 概率 收敛 ” 伯 努 利 大 数 定理 ” 辛 钦 大 数 定理 ”独立 同 分 布 的 中 心 极限 定理 ” 李 雅 普 
诺 夫 中 心 极限 定理 ” 棣 莫 弗 一 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 


2]: 


l. 据 以 往 经 验 , 某 种 电器 元 件 的 寿命 服从 均值 为 100 h 的 指数 分 布 , 现 随机 地 取 16 R, 

它们 的 寿命 是 相互 独立 的 . 求 这 16 只 元 件 的 寿命 的 总 和 大 于 1920 h 的 概率 . 

2. (1) 一 保险 公司 有 10 000 个 汽车 投保 人 ,每 个 投保 人 索赔 金额 的 数学 期 望 为 280 美 
元 ,标准 差 为 800 美元 ,求索 赔 总 金额 超过 2 700 000 美元 的 概率 . 

(2) 一 公司 有 50 张 签 约 保险 单 , 各 张 保 险 单 的 索赔 金额 为 XX; ,i 二 1,2,…,50( 以 千 美 元 
计 ) 服 从 韦 布 尔 (Weibull) 分 布 , 均 值 E(X,)==5, 方 差 D(X) =6, 8 50 张 保险 单 索赔 的 合计 
金额 大 于 300 的 概率 ( 设 各 保险 单 索 赔 金 额 是 相互 独立 的 ). 

3. 计算 器 在 进行 加 法 时 ,将 每 个 加 数 售 人 最 靠近 它 的 整数 , 设 所 有 伟人 误差 相互 独立 且 
在 (一 0.5,0.5) 上 服从 均匀 分 布 . 

(1) 将 1 500 个 数 相 加 , 问 误 差 总 和 的 绝对 值 超过 15 的 概率 是 多少 ? 

(D 最 争 可 有 几 个 数 相 加 使 得 误差 总 和 的 绝对 值 小 于 10 的 概率 不 小 于 0. 90? 

4. 设 各 零件 的 重量 都 是 随机 变量 ,它们 相互 独立 , 且 服 从 相同 的 分 布 ,其 数学 期 望 为 
0.5 kg, 均 方差 为 0.1 kg, 问 5 000 只 零件 的 总 重量 超过 2 510 kg 的 概率 是 名 少 ? 

5， 有 一 批 建筑 房屋 用 的 木 柱 ,其 中 80% 的 长 度 不 小 于 3 m, 全 中 随机 地 到 
100 根 , 求 其 中 至 少 有 30 根 短 于 3 m 的 概率 . 

6. 一 工人 修理 一 台 机 器 需 两 个 阶段 ,第 一 阶段 所 需 时 间 ( 小 时 ) 服 从 均值 为 0.2 的 指数 


— 一 一 一 一 
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分 布 ,第 二 阶段 服从 均值 为 0.3 的 指数 分 布 , 且 与 第 一 阶段 独立 . 现 有 20 台 机 髓 需要 修理 , 求 
他 在 8 h 内 完成 的 概率 . 

7. 一 食品 店 有 三 种 蛋糕 出 售 ,由 于 此 出 哪 一 种 蛋糕 是 随机 的 ,因而 售 出 一 只 蛋糕 的 价格 是 
一 个 随机 变量 , 它 取 1 元 、1.2 元 、1.5 元 各 个 值 的 概率 分 别 为 0.3.0.2.0.5. 若 售 出 300 REW. 

(1) 求 收 入 至 少 400 元 的 概率 . 

(2) 求 售 出 价格 为 1. 2 元 的 蛋糕 多 于 60 只 的 概率 . 

8. 一 复杂 的 系统 由 100 个 相互 独立 起 作用 的 部 件 所 组 成 ,在 整个 运行 期 间 每 个 部 件 损 
坏 的 概率 为 0. 10. 为 了 使 整个 系统 起 作用 ,至 少 必 须 有 85 个 部 件 正常 工作 , 求 整个 系统 起 作 
用 的 概率 . 

9. 已 知 在 某 十 字 路 口 ,一 周 事故 发 生 数 的 数学 期 望 为 2. 2, 标 准 差 为 1. 4. 

COD A XERRA 52 周 计 ) 此 十 字 路 口 事故 发 生 数 的 算术 平均 ,试用 中 心 极限 定理 
求 的 近似 分 布 ,并 求 POX —2). 

(2) 求 一 年 事故 发 生 数 小 于 100 的 概率 . 

10. 某 种 小 汽车 氧化 氮 的 排放 量 的 数学 期 望 为 0.9 g/km ,标准 差 为 1.9 g/km REA 
司 有 这 种 小 汽车 100 辆 ,以 X. 表示 这 些 车 辆 氧化 氮 排 放量 的 算术 平均 , 问 当 工 为 何 值 时 下 守 
L 的 概率 不 超过 0. 01. 

11. 随机 地 选取 两 组 学 生 ,每 组 80 人 ,分 别 在 两 个 实验 室 里 测量 某 种 化 合 物 的 pH. 各 人 
测量 的 结果 是 随机 变量 ,它们 相互 独立 ,服从 同一 分 布 ,数学 期 望 为 5, 方 差 为 0.3, 以 下 ,了 分 
别 表示 第 一 组 和 第 二 组 所 得 结果 的 算术 平均 . 

d) oR P(4. 9X5. 1). 

(2) 求 P{ 一 0. 1-X—Y «0. 1). 

12. 一 公寓 有 200 户 住 户 ,一 户 住户 拥有 汽车 辆 数 X 的 分 布 律 为 


问 需要 多 少 车 位 ,才能 使 每 辆 汽车 都 具有 一 个 车 位 的 概率 至 少 为 0. 95. 
13. 某 种 电子 器 件 的 寿命 (小 时 ) 具 有 数学 期 望 RAD, HÆ o^ —400. 为 了 估计 p. BREL 
ER n RARI ERA :=0 投入 测试 (测试 是 相互 独立 的 ) 直 到 失效 , 测 得 其 寿命 为 已 ， 


Xar Xa A X = 二 >)X 作为 z i AEP Kull) 220.95, 间 至少 为 多 少 ? 
E] 


14. 某 药 厂 断 言 ,该 厂 生 产 的 某 种 药品 对 于 医治 一 种 疑难 血液 病 的 治愈 率 为 0.8, 医 院 任 
意 抽查 100 个 服用 此 药品 的 病人 , 若 其 中 多 于 75 人 治愈 ,就 接受 此 断言 ,否则 就 拒绝 此 断言 . 

CD 者 实际 上 此 药品 对 这 种 疾病 的 治 僵 率 是 0. 8. 问 接受 这 一 断言 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 若 实际 上 此 药品 对 这 种 疾病 的 治愈 率 为 0.7, 问 接受 这 一 断言 的 概率 是 多 少 ? 


第 六 章 “ 样 本 及 抽样 分 布 


前 面 五 章 我 们 讲述 了 概率 论 的 基本 内 容 , 随 后 的 四 章 将 讲述 数理 统计 . 数理 
统计 是 具有 广泛 应 用 的 一 个 数学 分 支 , 它 以 概率 论 为 理论 基础 ,根据 试验 或 观察 
得 到 的 数据 ,来 研究 随机 现象 ,对 研究 对 象 的 客观 规律 性 作出 种 种 合理 的 估计 和 
判断 . 

数理 统计 的 内 容 包 括 :如 何 收集 ,整理 数据 资料 ;如 何 对 所 得 的 数据 资料 进 
行 分 析 、 人 研究 ,从 而 对 所 研究 的 对 象 的 性 质 、 特 点 作出 推断 . 后 者 就 是 我 们 所 说 的 
统计 推断 问题 . 本 书 只 讲述 统计 推断 的 基本 内 容 . 

在 概率 论 中 ,我 们 所 研究 的 随机 变量 , 它 的 分 布 都 是 假设 已 知 的 ,在 这 一 前 
提 下 去 研究 它 的 性 质 \ 特 点 和 规律 性 ,例如 求 出 它 的 数字 特征 ,讨论 随机 变量 函 
数 的 分 布 , 介 绍 稼 用 的 各 种 分 布 等 . 在 数理 统计 中 ,我 们 研究 的 随机 变量 , 它 的 分 
布 是 未 知 的 ,或 者 是 不 完全 知道 的 ,人 们 是 通过 对 所 研究 的 随机 变量 进行 重复 独 
立 的 观察 ,得 到 许多 观察 值 , 对 这 些 数据 进行 分 析 , 从 而 对 所 研究 的 随机 变量 的 
分 布 作出 种 种 推断 的 . 

本 章 我 们 介绍 总 体 、 随 机 样本 及 统计 量 等 基本 概念 ,并 着 重 介 绍 几 个 常用 统 
计量 及 抽样 分 布 . 


$1 随机 样本 


我 们 知 近 ,随机 试验 的 结果 很 多 是 可 以 用 数 来 表示 的 , 另 有 一 些 试验 的 结果 
虽 是 定性 的 ,但 总 可 以 将 它 数量 化 . 例如 ,检验 某 个 学 校 学 生 的 血型 这 一 试验 ,其 
可 能 结果 有 O 〇 型 .A 型 .B 型 .AB 型 4 种 ,是 定性 的 . 如 果 分 别 以 1,2,3,4 依次 
记 这 4 种 血型 ,那么 试验 的 结果 就 能 用 数 来 表示 了 . 

在 数理 统计 中 ,我 们 往往 研究 有 关 对 象 的 某 一 项 数量 指标 (例如 研究 某 种 型 
号 灯泡 的 寿命 这 一 数量 指标 ). 为 此 ,考虑 与 这 一 数量 指标 相 联 系 的 随机 试验 ,对 
这 一 数量 指标 进行 试验 或 观察 . 我 们 将 试验 的 全 部 可 能 的 观察 值 称 为 总 体 ,这 些 
值 不 一 定 都 不 相同 ,数目 上 也 不 一 定 是 有 限 的 ,每 一 个 可 能 观察 值 称 为 个 体 . 总 
体 中 所 包含 的 个 体 的 个 数 称 为 总 体 的 容量 . 容量 为 有 限 的 称 为 有 限 总 体 ,容量 为 
无 限 的 称 为 无 限 总 体 . 

例如 在 考察 某 大 学 一 年 级 男生 的 身高 这 一 试验 中 , 若 一 年 级 男生 共 
2 000 人 ,每 个 男生 的 身高 是 一 个 可 能 观察 值 ,所 形成 的 总 体 中 共 售 2 000 个 可 
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能 观察 值 , 是 一 个 有 限 总 体 . LUE EXE — IBHIB HP ARR E CER STA IRAE 
是 有 限 总 体 . 观察 并 记录 某 一 地 点 每 天 (包括 以 往 、 现 在 和 将 来 ) 的 最 高 气温 ,或 
者 测量 一 湖泊 任 一 地 点 的 深度 ,所 得 总 体 是 无 限 总 体 . 有 些 有 限 总 体 , 它 的 容量 
很 大 ,我 们 可 以 认为 它 是 一 个 无 限 总 体 . 例如 ,考察 全 国正 在 使 用 的 某 种 型 号 灯 
泡 的 寿命 所 形成 的 总 体 ,由 于 可 能 观察 值 的 个 数 很 多 ,就 可 以 认为 是 无 限 总 体 . 

总 体 中 的 每 一 个 个 体 是 随机 试验 的 一 个 观察 值 ,因此 它 是 某 一 随机 变量 X 
的 值 ,这 样 , 一 个 总 体 对 应 于 一 个 随机 变量 X. 我 们 对 总 体 的 研究 就 是 对 一 个 随 
机 变量 X 的 研究 ,X 的 分 布 范 数 和 数字 特征 就 称 为 总 体 的 分 布 函 数 和 数字 特 
征 .今后 将 不 区 分 总 体 与 相应 的 随机 变量 ,笼统 称 为 总 体 X. 

例如 ,我 们 检验 自生 产 线 出 来 的 零件 是 次 品 还 是 正品 ,以 0 表示 产品 为 正 
mA 1 表示 产品 为 次 品 . 设 出 现 次 品 的 概率 为 p (常数 ) ,那么 总 体 是 由 一 些 
“1” 和 一 些 %0” 所 组 成 ,这 一 总 体 对 应 于 一 个 具有 参数 为 p 的 (0 一 1) 分 布 : 

PiX—zj)7—p(1—5)*,r—0,1 | 
的 随机 变量 . 我 们 就 将 它 说 成 是 (0 一 1) 分 布 总 体 . 意 指 总 体 中 的 观察 值 是 (0 一 1) 
分 布 随机 变量 的 值 . 又 如 上 述 灯泡 寿命 这 一 总 体 是 指数 分 布 总 体 , 意 指 总 体 中 的 
观察 值 是 指数 分 布 随 机 变量 的 值 . 

在 实际 中 ,总 体 的 分 布 一 般 是 未 知 的 ,或 只 知道 它 具 有 某 种 形式 而 其 中 包含 
看 未 知 参 数 . 在 数理 统计 中 ,人 们 都 是 通过 从 总 体 中 抽取 一 部 分 个 体 ,根据 获得 
的 数据 来 对 总 体 分 布 作出 推断 的 . 被 抽出 的 部 分 个 体 叫做 总 体 的 一 个 样本 . 

所 谓 从 总 体 抽 取 一 个 个 体 ,就 是 对 总 体 X 进行 一 次 观察 并 记录 其 结果 . 我 
们 在 相同 的 条 件 下 对 总 体 X 进行 n 次 重复 的 ,独立 的 观察 . 将 n 次 观察 结果 按 
ue BIET Xi Xon X 由 于 XXn X, 是 对 随机 变量 X 观察 的 结 
果 , 且 各 次 观察 是 在 相同 的 条 件 下 独立 进行 的 ,所 以 有 理由 认为 Xi Xs X, 
是 相互 独立 的 , 且 都 是 与 X 具有 相同 分 布 的 随机 变量 . 这 样 得 到 的 Xi X. ,…， 
X, PRIR E EE X 的 一 个 简单 随机 样本 ,n 称 为 这 个 样本 的 容量 . 以 后 如 无 特 
别 说 明 ,所 提 到 的 样本 都 是 指 简单 随机 样本 . 

当 n 次 观察 一 经 完成 ,我 们 就 得 到 一 组 实数 zz ，…zi 它 们 依次 是 随机 
变量 X; X2 tt X, 的 观察 值 , 称 为 样本 值 . 

对 于 有 限 总 体 , 采 用 放 回 抽样 就 能 得 到 简单 随机 样本 ,但 放 回 抽样 使 用 起 来 
不 方便 , 当 个 体 的 总 数 NN 比 要 得 到 的 样本 的 容量 n 大 得 多 时 ,在 实际 中 可 将 不 
放 回 抽样 近似 地 当 作 放 回 抽样 来 处 理 . 

至 于 无 限 总 体 , 因 抽取 一 个 个 体 不 影响 它 的 分 布 , 所 以 总 是 用 不 放 回 抽样 . 
例如 ,在 生产 过 程 中 ,每 隔 一 定时 间 抽 取 一 个 个 体 ,抽取 nn 个 就 得 到 一 个 简单 随 
机 样本 ,实验 室 中 的 记录 ,水 文 . 气 象 等 观察 资料 都 是 样本 . 试制 新 产品 得 到 的 样 
品 的 质量 指标 ,也 和 常 被 认为 是 桩 本 . 
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综合 上 述 , 我 们 给 出 以 下 的 定义 . 

定义 设 X 是 具有 分 布 函数 F 的 随机 变量 , 若 X Xs X, 是 具有 同一 
分 布 函数 FF 的、 相互 独立 的 随机 变量 , 则 称 Xi s Xote Xa 为 从 分 布 函数 政 (或 
总 体 下 或 总 体 XX) 得 到 的 容量 为 n 的 简单 随机 样本 ,简称 样本 ,它们 的 观察 值 
ZX1，T2，""* ,Ts 称 为 样本 值 , 义 称 为 XX 的 个 独立 的 观察 值 . 

也 可 以 将 样本 看 成 是 一 个 随机 向 量 , 写 成 (X; ,XX;，… Xa) ,此 时 样本 值 相 
应 地 写成 (x xot m DER Cris xao tto x2 S yi ye ,yw 都 是 相应 于 样本 
(Xi X2 t X0 RERE ,一 般 来 说 它们 是 不 相同 的 . 

HE X18: X Xot Xn 为 下 的 一 个 样本 , 则 X. X, Ss X, 相互 独立 ， 
且 它 们 的 分 布 函数 都 是 下 ,所 以 (XXX 的 分 布 函 数 为 


H” (xi i TL — lIFco. 
i=] 
又 看 X 具有 概率 密度 nme 2€ - uale (X2 BJBECE 2E BE 2g 
T 6x Eo TM Tn — II. 
i—1 


$2 直方 图 和 箱 线 图 


为 了 研究 总 体 分 布 的 性 质 , 人 们 通过 试验 得 到 许多 观察 值 , 一 般 来 说 这 些 数 
据 是 杂乱 无 章 的 . 为 了 利用 它们 进行 统计 分 析 , 将 这 些 数据 加 以 整理 ,还 常 借助 
于 表格 或 图 形 对 它们 加 以 描述 . 本 节 将 通过 例子 对 连续 型 随机 变量 X 引 人 “ 频 
率直 方 图 . ”接着 介绍 数据 的 “ 箱 线 图 ”. 它们 使 人 们 对 总 体 X 的 分 布 有 一 个 粗略 
的 了 解 . 


= 


例 1 下 面 列 出 了 84 个 伊 特 拉 斯 坎 (Etruscan) 人 田子 的 头颅 的 最 大 宽度 
(mm) ,现在 来 画 这 些 数据 的 “频率 直方 图 ”. 

141 148 132 138 154 142 150 146 155 158 
150 140 147 148 144 150 149 145 149 158 
143 141 144 144 126 140 144 142 141 140 
145 135 147 146 141 136 140 146 142 137 
148 154 137 139 143 140 131 143 141 149 
148 135 148 152 143 144 141 143 147 146 
150 132 142 142 143 153 149 146 149 138 
142 149 142 137 134 144 146 147 140 142 
140 137 152 145 
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B 这些 数据 杂乱 无 章 , 先 要 将 它们 进行 整理 . 这 些 数据 的 最 小 值 . 最 大 值 
分 别 为 126 .158, 即 所 有 数据 落 在 区 间 [126,158] 上 , 现 取 区 间 [L124. 5,159. 5], 
它 能 覆盖 区 间 [L126,158j. 将 区 间 [124. 5,159,5j] 等 分 为 7 个 小 区 间 名 ,小 区 间 的 
长 度 记 为 A,A 二 (159. 5 一 124.5)/7==5. A FON HAE. 小 区 间 的 端点 称 为 组 限 . 数 
出 落 在 每 个 小 区 间 内 的 数据 的 频数 f;, 算 出 频率 fi/n (n= 二 84,i 二 1,2,…,7) 如 


EE T 

zo. [| xw; TIT 

124. 57-129. 5 B E E 0.019 | 0.0119 

129. 5-134. 5 4 0. 047 6 0. 059 5 

134. 5—-139. 5 10 0.119 1 0.178 6 

139. 5—144. 5 33 0. 392 9 | 0.5715 

144. 57149. 5 24 0. 285 7 0. 857 2 

149. 57-154. 5 9 0. 107 1 0. 952 4 

5 3 0. 035 7 | | 


154. 57-159. 


BUfe EB Te S MU e eI CIS EHE LI. [A 为 高 的 小 矩形 . 如 图 6 一 1 所 示 这 


样 的 图 形 叫 频率 直方 图 . 显然 这 种 小 矩形 的 面积 就 等 于 数据 落 在 该 小 区 间 的 频 
率 fi/n. 由 于 当 n 很 大 时 ,频率 接近 于 概率 ,因而 一 般 来 说 ,每 个 小 区 间 上 的 小 
矩形 面积 接近 于 概率 密度 曲线 之 下 该 小 区 间 之 上 的 曲 边 梯形 的 面积 . 于 是 ,一般 
来 说 ,直方 图 的 外 廊 曲 线 接近 于 总 体 X 的 概率 密度 曲线 . 从 本 例 的 直方 图 看 (图 
6 一 1), 它 有 一 个 峰 , 中 间 高 ,两 头 低 , 比 较 对 称 . 看 起 来 样本 很 像 来 自 某 一 正 态 总 
体 X《〈 在 第 八 章 中 将 进一步 讨论 ). 从 直方 图 上 还 可 以 估计 X 落 在 某 一 区 间 的 
概率 ,例如 从 图 上 看 到 有 51.2% 的 人 最 大 头颅 宽度 落 在 区 间 (134. 5,144. 5) 之 
内 ,最 大 头颅 宽度 小 于 129. 5 的 仅 占 1. 1% 等 等 . 


4.5 159.5 


129,5 134.5 139.5 144.5 149.5 15 


BE 6 一 1 


O 作 直 方 图 时 , 先 取 一 个 区 间 , 其 下 限 比 最 小 的 数据 稍 小 ,其 上 有限 比 最 大 的 数据 稍 大 ,然后 将 这 一 - 
区 间 分 为 上 个 小 区 间 «38 3604 n BEBE 1020,24 250 时 则 上 取 5 一 6. 车 取得 过 大 , 则 会 出 现 某 
些小 区 间 内 频数 为 零 的 情况 (一 般 应 设法 避免 ), 分 点 通常 取 比 数据 精度 高 一 位 ,以 免 数据 落 在 分 点 上 . 
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C) 箱 线 图 


先 介绍 样本 分 位 数 . 

定义 ” 设 有 容量 为 n 的 样本 观察 值 zc ,zs ,zu 样本 记分 位 数 (0 二 p 二 1) 
记 为 x,, 它 具有 以 下 的 性 质 :(1) 至 少 有 np 个 观察 值 小 于 或 等 于 x,;(2) 至 少 有 
n(l— p) 4 XR EE (EAT EE ART x. 

样本 户 分 位 数 可 按 以 下 法 则 求 得 . 将 ri ze ，…z 按 自 小 到 大 的 次 序 排列 
成 了 mro) 和 I. 

1 者 np 不 是 整数 , 则 只 有 一 个 数据 满足 定义 中 的 两 点 要 求 , 这 一 数据 位 
于 大 于 np 的 最 小 整数 处 , 即 为 位 于 Lnpj] 十 1 处 的 数 .例如 ,n==12,p 二 0.9,np 二 
10. 8.nC1— 2) —1. 2, ll] c, 的 位 置 应 满足 至 少 有 10.8 AEST, Cr, 应 位 于 
第 11 或 大 于 第 11 处 ): 且 至 少 有 1. 2 个 数据 三 z， (zx, 应 位 于 第 11 或 小 于 第 11 
处 ), 故 zx 应 位 于 第 11 处 . 

2^ 车 np 是 整数 . 例如 在 n= 二 20,p= 二 0.95 时 ,z 的 位 置 应 满足 至 少 有 19 
TELE SLT, Cr, 应 位 于 第 19 或 大 于 第 19 处 ) 且 至 少 有 1 个 数据 宇 z。(zs 应 
位 于 第 20 或 小 于 第 20 处 ) , 故 第 19 或 第 20 的 数据 均 符合 要 求 , 就 取 这 两 个 数 
的 平均 值 作为 xu. RE, 

TM , M np 不 是 整数 ， 
Ep 


a 3 Ure Fw] M np 是 整数 . 


特别 , 当 p—0. 5 时 ,0.5 分 位 数 zs 也 记 为 Q 或 M, 称 为 样本 中 位 数 , 即 有 
na 5 n 是 奇数 ， 


i Un Tuae»: 当 "n 是 偶数 . 


易 知 , 当 ? 是 奇数 时 中 位 数 zus 就 是 zu So) 三 … 三 zow 这 一 数组 最 中 间 的 一 
个 数 ; 而 当 7 是 偶数 时 中 位 数 Zos MIE xo St SES Tn 这 一 数组 中 最 中 间 
两 个 数 的 平均 值 . 
0. 25 分 位 数 ru.s 称 为 第 一 四 分 位 数 ,又 记 为 Qi ;0.75 分 位 数 mm s FEE 
四 分 位 数 , 又 记 为 Qs. zo ss s Los ;ors 在 统计 中 是 很 有 用 的 . 
例 2 设 有 一 组 容量 为 18 的 样本 值 如 下 (已 经 过 排序 ) 
122 126 133 140 145 145 149 150 157 
162 166 175 177 177 183 188 199 212 
求 样 本 分 位 数 :zoy yzossyzo5. 
解 COD 因为 zz 一 18X0,2 王 3.6,xzos 位 于 第 [3.6] 十 1=4 处 , 即 有 


Zo T Elp 一 140, 
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(2) 因为 np —18X0. 25 = 4. 5, zxoss 位 于 第 [4. 5] 0-1 5 处 , 即 有 
29,2; 77145. 
(3) 因为 np —18 X0, 5 一 9,zos 是 这 组 数 中 间 两 个 数 的 平均 值 , 即 有 


tos — 7 (157-162) —159. 5. 


下 面 介绍 箱 线 图 . 

数据 集 的 箱 线 图 是 由 箱子 和 直线 组 成 的 图 形 , 它 是 基于 以 下 5 个 数 的 图 形 
概括 :最 小 值 Min, 第 一 四 分 位 数 Qi ,中 位 数 M, 第 三 四 分 位 数 QS 和 最 大 值 
Max. 它 的 作法 如 下 : 

(D 画 一 水 平 数 轴 ,在 轴 上 标 上 Min,Q ,AM,Q ,Max., 在 数 轴 上 方面 一 个 
上 下 侧 平行 于 数 轴 的 矩形 箱子 ,箱子 的 左右 两 侧 分 别 位 于 QQ 的 上 方 . 在 M 
点 的 上 方 画 一 条 垂直 线段 . 线段 位 于 箱子 内 部 . 

(2) 自 箱子 左 侧 引 一 条 水 平 线 直至 最 小 值 Min; 在 同一 水 平 高 度 自 箱子 右 
侧 引 一 条 水 平 线 直 至 最 大 值 . 这 样 就 将 箱 线 图 作 好 了 ,如 图 6 一 2 所 示 . 箱 线 图 也 
可 以 沿 垂直 数 轴 来 作 . 自 箱 线 图 可 以 形象 地 看 出 数据 集 的 以 下 重要 性 质 . 


-中心 位 置 :中 位 数 所 在 的 位 置 就 是 


散布 程度 ;全 部 数据 都 落 在 [Min,， 
Max] 之 内 ,在 区 间 [Min,Q],[Q,M], Mi Q M Q Max 
[M.Q. | , LQ ; Maxj 的 数据 个 数 各 占 1/4. 
区 间 较 得 时 ,表示 落 在 该 区 间 的 点 较 集 中 ， 
反之 较为 分 散 . 

(3) 关于 对 称 性 : 奉 中 位 数位 于 箱子 的 中 间 位 置 . 则 数据 分 布 较为 对 称 . 又 
Zi Min 离 M 的 距离 较 Max 离 M 的 距离 大 , 则 青 示 数据 分 布 向 左倾 斜 , 反 之 表 
示 数 据 向 右倾 斜 , 且 能 看 出 分 布 尾 部 的 长 短 . 

例 3 以 下 是 8 个 病人 的 血压 (收缩 压 ,mmHg) 数 据 ( 已 经 过 排序 ) , 试 作出 
箱 线 图 . 


102. 110 117 118 122 123 132 “150 


S 1Ha0—8X0.25—2,8t Q =} (110+117)=113.5. 


2 
np—8X0.5—4, H zy; =Q, = 0184-122) — 120. 


np—8X0.75—86,B zi -Q— 5 (123-132) —127.5. 


Min 王 102 ,Max 王 150 ,作出 箱 线 图 如 图 6 一 3 所 示 . 
例 4 下 面 分 别 给 出 了 25 个 男子 和 25 个 女子 的 肺活量 (以 升 计 . 数据 已 经 
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过 排序 ) 
女子 组 


4.8 4.8 
5.6 5.7 


2 
3 
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5. .8 6.0 

试 分 别 画 出 这 两 组 数据 的 箱 线 图 . 

SÉ TÉ Min-2.7,Max—4.2,M—3.5, 

因 np-25X0.25-6.25,Q; —3. 2. 

因 np—25X0.75—18.75,Q, —3. 7. 

男子 组 Min—4. 1, Max—6. 7,M—5.3, 

H np-—25X0.25-—6.25,Q; —4. 7. 

因 np-—25X0.75—18.75, Q,—5.8. 

作出 箱 线 图 如 图 6 一 4 Bron. [] 


Min Q, M Qi Max 


图 6 一 3 图 6 一 4 


箱 线 图 特别 适用 于 比较 两 个 或 两 个 以 上 数据 集 的 性 质 ,为 此 ,我 们 将 几 个 数 
据 集 的 箱 线 图 画 在 同一 个 数 轴 上 . 例如 在 例 3 中 可 以 明显 地 看 到 男子 的 肺活量 
要 比 女子 大 ,男子 的 肺活量 较 女子 的 肺活量 为 分 散 . 

在 数据 集中 某 一 个 观察 值 不 寻常 地 大 于 或 小 于 该 数 集中 的 其 他 数据 , 称 为 
疑似 异常 值 . 疑似 异常 值 的 存在 ,会 对 随后 的 计算 结果 产生 不 适当 的 影响 . 检查 
疑似 异常 值 并 加 以 适当 的 处 理 是 十 分 重要 的 . 箱 线 图 只 要 稍 加 修改 ,就 能 用 来 检 
测 数据 集 是 否 存 在 疑似 异常 值 . 

第 一 四 分 位 数 Q, 与 第 三 四 分 位 数 Q, 之 间 的 距离 :Q, 一 Q, 2 之 IQR, 称 为 
四 分 位 数 间距 . 车 数据 小 于 Q 一 1. 5IQR 或 大 于 Qi 十 1. 5IQR ,就 认为 它 是 疑似 
异常 值 . 我 们 将 上 述 箱 线 图 的 作法 (1)、(2)、(3) 作 如 下 的 改变 ， 

GOE) 

(2 ) 计 算 IJQR =Q: 一 Qi , 若 一 个 数据 小 于 Q 一 1. 5IQR 或 大 于 Q 十 
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i 


1.5TQR , 则 认为 它 是 一 个 疑似 异常 值 . 画 出 疑似 异常 值 ,并 以 * 表示 . 

(3 ) 自 箱子 左 侧 引 一 水 平 线段 直至 数据 集中 除去 疑似 异常 值 后 的 最 小 值 ， 
又 自 箱子 右 侧 引 一 水 平 线 直 至 数据 集中 除去 拟 似 异常 值 后 的 最 大 值 . 按 (1 )、 
(2 ) (3 ) 作 出 的 图 形 称 为 修正 箱 线 图 . 

$845 下 面 给 出 了 某 医院 21 个 病人 的 住院 时 间 ( 以 天 计 ), 试 画 出 修正 箱 线 
图 (数据 已 经 过 排序 ). 
l 2 3 3 4 X 5 6 6 Yd 7 9 9 
10. 12 1£ 13 ID 18 23 55 


Min Q, M Q; Max 


图 6 一 5 

解 Min-—1.Max-55,M-7, 

因 2150. 25—5. 25,18 Qi — 4, 

又 21X0.75—15. 75,18 Q —12, 

故 IQR—Q.—Q;-—8, 

Q, t1. 5IQR—124-1. 5X8-—24,Q; —1.5IQR—4—12— —8. 

XXE 55724, iit 55 是 疑似 异常 值 , 且 仅 此 一 个 疑似 异常 值 . 作出 修正 箱 
线 图 如 图 6 一 5 所 示 . 可 见 数 据 分 布 不 对 称 ,而 向 右倾 斜 , 在 中 位 数 的 右边 较为 分 
Hi. O 

数据 集中 ,疑似 异常 值 的 产生 源 于 (1) 数 据 的 测量 .记录 或 输入 计算 机 时 的 
销 识 ;(2) 数 据 来 自 不 同 的 总 体 ;(3) 数 据 是 正确 的 ,但 它 只 体现 小 概率 事件 . 当 检 
测 出 疑似 异常 值 时 ,人 们 需 对 疑似 异常 值 出 现 的 原因 加 以 分 析 . 如 果 是 由 于 测量 
或 记录 的 错误 ,或 某 些 其 他 明显 的 原因 造成 的 ,将 这 些 疑 似 异常 值 从 数据 集中 于 
弃 就 可 以 了 ,然而 当 出 现 的 原因 无 法 解释 时 要 作出 丢弃 或 保留 这 些 值 的 决策 无 
疑 是 困难 的 ,此 时 我 们 在 对 数据 集 作 分 析 时 尽量 选用 稳健 的 方法 ,使 得 疑似 异常 
值 对 我 们 的 结论 的 影响 较 小 . 例如 我 们 采用 中 位 数 来 描述 数据 集 的 中 心 趋势 ,而 
不 使 用 数据 集 的 平均 值 ,因为 后 者 受 疑 似 异 常 值 的 影响 较 大 . 
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样本 是 进行 统计 推断 的 依据 , 在 应 用 时 ,往往 不 是 直接 使 用 样本 本 身 ,而 是 
针对 不 同 的 问题 构造 样本 的 适当 函数 ,利用 这 些 样本 的 函数 进行 统计 推断 . 
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定义 ” 设 义 ,X,，,…,X, 是 来 自 总 体 X 的 一 个 样本 ,g (Xi IX XE X, 
X; X, 的 函数 , 若 g PARTS RAUS GR gOG ,Xe ，…X) 是 一 统计 量 . 

因为 Xi Xu X, 都 是 随机 变量 ,而 统计 量 gXi Xo s X, ) 是 随机 变量 
的 函数 ,因此 统计 量 是 一 个 随机 变量 . 设 zyzz，…zw 是 相应 于 样本 X. 
X, 的 样本 值 , 则 称 g(Cziz，…z) 是 ES(X XXX,) 的 观察 值 

下 面 列 出 几 个 常用 的 统计 量 . 设 Xi Xon X, ERA DE X 的 一 个 样本 ， 
Tisas s 是 这 一 样本 的 观察 值 . 定义 

样本 平均 值 

X 二 -> 


KE 2 73 35 
$ = De 一 21937: — nX ); 
样本 标准 差 
S= VS = 
样本 上 上 阶 (原点 ) 短 
A = Tx, k= 1,2, 


样本 上 阶 中 心 矩 
B, — l3 —X)Y*,h2,3,.- 
它们 的 观察 值 分 别 为 


s 
| 
T=— r; 

n i£ 


G, = ls — 1,2,'-*; 


sl» D. k = 2,3," 


这 些 观察 值 仍 分 别称 为 样本 均值 样本 方差 ,样本 标准 差 EA k Br ORA) ELA 
及 样本 上 阶 中 心 矩 


我 们 指出 , 若 总 体 X 的 EAR E XO Eu 存在 , 则 当 m>co 时 ,A, — 
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Bk ,有 一 1,2,…, 这 是 因为 X Xs X, BE BS X ri. Xi Xi A 
独立 且 与 X 同 分 布 . UR 

E(OXD SEX =S E(X!) = pu. 
Mif ra S8 do E Boe E KR BUE E A 


A, -l$Yu--a.s k= 2, 
进而 由 第 五 章 中 关于 依 概 率 收敛 的 序列 的 性 质 知 道 
gCGA, das sed et Ha 1 v uk n 
其 中 g 为 连续 函数 . 这 就 是 下 一 章 所 要 介绍 的 和 矩 估 计 法 的 理论 根据 . 


经 验 分 布 函数 ”我们 还 可 以 作出 与 总 体 分 布 函数 F(x) 相 应 的 统计 量 一 一 
经 验 分 布 函 数 . 它 的 作法 如 下 : 设 Xi Xon X, 是 总 体 下 的 一 个 样本 ,用 S(z)， 


— co« r« oo3é 7v AXisX2 tn. X, 中 不 大 于 的 随机 变量 的 个 数 . 定义 经 验 分 布 
EAR F(z) 为 

F,(z) 一 一 S(z)， —O0«7 p«. oan, 
对 于 一 个 样本 值 ,那么 经 验 分 布 函 数 F, (xz) 的 观察 值 是 很 容易 得 到 的 (F, (x) 的 
观察 值 仍 以 F, (xz) 表示). 例如 


(1) 设 总 体 下 具有 一 个 样本 值 1,2,3, 则 经 验 分 布 函 数 F(x) 的 观察 值 为 
D Ge d. 


i = E 
2 


3" 若 2xr-3, 
LL X: r3. 


(2) 设 总 体 下 具有 一 个 样本 值 1 ,1,2, 则 经 验 分 布 函 数 F, (x) 的 观察 值 为 
D. xh 


F; (r) = £, z lsgr-2, 


Iy # rci. 


一 般 , 设 Tl Tas "Tn 是 总 体 F 的 一 个 容量 为 n 的 样本 值 . 先 将 vE E 
z, 按 自 小 到 大 的 次 序 排列 ,并 重新 编号 . 设 为 


TI) RT 
则 经 验 分 布 函数 F,(z) 的 观察 值 为 
0, Ex rus . 


: k 
PAS a i ru) Ee a+) , 


ls Gru 
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对 于 经 验 分 布 函数 F(x), 格 里 汶 科 (Glivenko) 在 1933 年 证 明了 以 下 的 结 
果 ; 对 于 任 一 实数 r, nokt F, (xz) 以 概率 1 一致 收敛 于 分 布 函数 F(z), 即 
P: lim SYP (F(x) —Flx)| 一 0 一 1. 
因此 ,对 于 任 一 实数 r n 充分 大 时 ,经 验 分 布 函 数 的 任 一 个 观察 值 F, (zx) 与 总 
体 分 布 函 数 F(z) 只 有 微小 的 差别 ,从 而 在 实际 上 可 当 作 F(z) 来 使 用 人 @. 
统计 量 的 分 布 称 为 抽样 分 布 . 在 使 用 统计 量 进行 统计 推断 时 常 需 知道 它 的 
分 布 . 当 总 体 的 分 布 图 数 已 知 时 ,抽样 分 布 是 确定 的 ,然而 要 求 出 统计 量 的 精确 
分 布 ,一 般 来 说 是 困难 的 .本 节 介 绍 来 自 正 态 总 体 的 几 个 常用 统计 量 的 分 布 . 
ee le 2H 
设 X’ Xe X, 是 来 自 总 体 N (0,1) 的 样本 , 则 称 统计 量 
二 十 (3.1 
IRA EL BILE n B9 y^ T8 i09 y! — y! GD. 
此 处 ,自由 度 是 指 (3. 1) 式 右 端 包含 的 独立 变量 的 个 数 . 
y (nn) 分 布 的 概率 密度 为 
l n/Z—]1 .-— y/2 
o ETD? A (3. 2) 
0, 其 他 . 
了 f(y) 的 图 形 如 图 6 一 6 所 示 . 


10 H 12 13 14 


现在 来 推 求 (3. 25 XX. 


© Mio a — ikLELL 
E[F,(z)]- pp 252^] L EEst J= [FG] FG. 
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首先 由 第 二 章 $ 5 例 3 及 第 三 章 85 例 3 知 y! COAMS BIOS T (2) 418. 


现世 ~ 和 GO,1) ,由 定义 Xi 一 x OO, Bp xi r( 5.2). i12, 再 由 X, 
X; 0 X, BUDE PEAI XT XP XI 相互 独立 ,从 而 由 工分 布 的 可 加 性 ( 见 第 
三 章 35 例 3) 知 

x = Dx ~ 了 (如 ,2)， (3. 3) 
即 得 x 的 概率 密度 如 (3. 2) 式 所 示 . s] 


根据 工分 布 的 可 加 性 易 得 x 分 布 的 可 加 性 如 下 : 
x 分 布 的 可 加 性 i yiyi m) yy (nz), 并 且 yi ,xi 相互 独立 , 则 有 


Xitxixy tnm). (3. 4) 
y 分 布 的 数学 期 望 和 方差 在 入 一 六 Ca) WA 
EC, )—n, DCy^ ) —2n. (3. 5) 


事实 上 , 因 X;— NC D $k 
E(X:)—DCX) 1, 
DOXI)—ECGXI)—LE(X!»)  23—1-—2,i—1,2,*-,n. 


于 是 EP) = E(X X )= DEX) =n, 
i=} i=] 


D) = D(5X)= S DOO — 2n. 
i=] i=] 
v 分 布 的 分 位 点 ”对 于 给 定 的 正 数 a,0 二 a 二 1, 称 满足 条 件 
PG! 7 iQ - |, f(y dy= a (3. 6) 
x, 


的 点 y: GO yY* GO 4r TR IJ E. a 分 位 点 ,如 图 
6 一 7 所 示 . 对 于 不 同 的 on, 上 ea 分 位 点 的 值 
已 制 成 表格 ,可 以 查 用 (参见 附 表 5). 例如 对 
Ta-—0.1,2- 25,38 18. 好 (25) — 34. 382. 但 
该 表 只 详 列 到 "一 40 为 止 , 费 希 尔 (R. A. Fisher) 
曾 证 明 , 当 n 充分 大 时 ,近似 地 有 图 6 一 7 


XE G0 Gud 42n—1)', G.N 
其 中 = 是 标准 正 态 分 布 的 上 a 分 位 点 ,利用 (3.7) 式 可 以 求 得 当 x 盖 40 时 Y D 
分 布 的 上 a 分 位 点 的 近似 值 . 
例如 ,由 (3.7) 式 可 得 yos (50-4 (1. 645+ V99)? —67.221 (由 更 详细 的 
表 得 yo.os (50) 767. 505). 
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CC t 分布 
B X—N(O,D,Y-—y' G0, E X,Y 相互 独立 , 则 称 随 机 变量 
X 
= (3. 8) 
i / Y /n 


Hi EIL EH BEDS n B e 235.1529 t— 160). 
t 分 布 又 称 学 生 氏 (Student) 分 布 . toD 4 fg EA] R 255 BE PROS 


T[ (nt+1)/2 |] £g —(nT 13/2 
ht) ——————É[1T— ,—co«t«oo (3. 9) 
y/ xn T(n/2) | n ) 


图 6 一 8 


(证 略 ). 图 6 一 8 中 画 出 了 h(i) 的 图 形 . ACO B9 SUE XT. £0 对 称 , 当 n 充分 大 
时 其 图 形 类 似 于 标准 正 态 变量 概率 密度 的 图 形 , FXE, AAT 函数 的 性 质 可 
得 


?, 


. l " 
lim h(t) 一 prre (3. 10) 
Ltd v aT 


W n EEKE: 分 布 近似 于 和 (0,1) 分 布 .但 对 于 较 小 的 nt 分 布 与 N (0,1) 
分 布 相差 较 大 ( 见 附 表 2 与 附 表 D. 
t 分 布 的 分 位 点 ”对 于 给 定 的 a,0 二 a 二 1, 称 满足 条 件 


i Ao (3. 11) 
的 点 tD A MARRE a 分 位 点 (如 图 6 一 9)， 


t (n) 
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由 上 分 布 上 wa 分 位 点 的 定义 及 有 (Zz) 图 形 的 对 称 性 知 


fh- (m = tt (n). 
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(3. 12) 


t TB ES E a 分 位 点 可 自 附 表 4 查 得 .在 n 45 时 ,对 于 常用 的 o 的 值 , 就 用 


正 态 近 似 


ta n)7z,. 
(—) F 4h 


B Uy! m), V~ (ns), 且 U,V 相互 独立 , 则 称 随机 变量 
QU/m 
V/n; 
服从 自 H REX Cn 0; 2 的 F 分 布 , 记 为 F~F(n sn). 
Fn ;112) 分 布 的 概率 密度 为 
| TLC re) /2 ] Cm / n2? yD 
dCy) 一 


F 


ui 其 他 . 
CER). 图 6 一 10 中 画 出 了 y(y) 的 图 形 . 


vy) 


(n,,5,)7(10, 40) 


(n,n,)*(11,3) 


6 — 10 


EH xE. X. nT pl , 若 F— Fn, $715 ) , Di) 
ESF m,m). 
下 分 布 的 分 位 点 ”对 于 给 定 的 a,0 二 a 二 1, 称 满足 条 件 
ni un ium Nu dy =a 


y-0 ' 


(3.132 


(3. 14) 


(3, 15) 


(3. 16) 


m 17) 


的 点 F, On 039 Fn 438 E “分 位 点 (图 6 二 11). F ABI E a 分 位 点 


有 表格 可 查 ( 见 附 表 6). 
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下 分 布 的 上 a 分 位 点 有 如 下 的 重要 


TER. 
EN l a 
Fi- tn Huy nT (3.18) 
(3. 18) 式 常用 来 求 下 分 布 表 中 未 列 出 的 Palm) 
常用 的 上 a 分 位 点 . 例如， 图 6 一 11 
Fai) d) reet e db 


Foos (9,12) 2.80 
(四 ) 正 态 忌 体 的 样本 均值 与 样本 方差 的 分 布 


设 总 体 六 (不 管 服 从 什么 分 布 ,只 要 均值 和 方差 存在 ) 的 均值 为 y, 方 差 为 
dX, sA’ An 是 来 自 X 的 一 个 样本 ,入 ，S: 分 别 是 样本 均值 和 样本 方差 , 则 
有 

E(X)—gu, D(X)=0/n. (3. 19) 


?— aX? ) |= HIDE — nE (X°) | 


而  ES»5- E -= 


user nes +n /n43 i) ]- e, 
Bl ECS) = s. (3. 20) 
进而 , 设 X ~ NG) ,由 第 四 章 $ 2 的 (2. 8) RAX — 二 >)X; 也 服从 正 
i=] 


态 分 布 ,于 是 得 到 以 下 的 定理 : 
定理 一 设 Xi Xs ts X, 是 来 自 正 态 总 体 N (uso) 的 样本 ,XX 是 样本 均 
值 , 则 有 
X—NGoo /n). 
对 于 正 态 总 体 N ) 的 样本 均值 X 和 样本 方差 S: ,有 以 下 两 个 重要 定 


O G3. 18) 式 的 证 明 如 下 : 若 下 一 Fn nz) 按 定 久 
1—e - PF Gi m)-PÍ 


l l 
Tre a Ut DU 


=1-pl La L £9? 1 
| P| 二 "m pi F E EEG E 
1 1 H 
于 是 P PÜFGG P. (1) 
1 
再 由 于 一 Fn ni I P(4eF m) } =a. (2) 
比较 (1),(2) 两 式 得 


= F nzn 3, Bi Fi- m on) = 


] 1 
Fin ng) F,OOng.m2? 
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均 但 和 样本 方差 , 则 有 
p GDS a=); 


22 X 与 S 相互 独立 . 
定理 的 证 明 见 本 章 末 附录 . 


定理 三 设 XXasr’ X, 是 来 自 总 体 N (py,o ) 的 样本 ,XX 


均值 和 样本 方差 , 则 有 
NC. cis 
S/ n t(n—1). 
证 由 年 理 一 .定理 二 
E CHUNQ SEDE eqs. 
oinn o 
EH PEE E. 由 t 分布 的 定义 知 
X—nu eT 
xul i tC 1). 
化 简 上 式 左 边 , 即 得 (3. 220 XX. 
对 于 两 个 正 态 总 体 的 样本 均值 和 样本 方差 有 以 下 的 定理 . 


定理 二 设 Xl ,A X, 是 来 自 总 体 N (ps0 ) 的 样本 ,XX 
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S^ 分 别 是 样本 


La el 


'S 分 别 是 样本 


[3 a2) 


[] 


定理 四 x X; (Xo T 5 Yi Yatt M 分 别 是 来 H 正 态 总 体 N (pg , 


ci 和 Nm sa) 的 样本 , 且 这 两 个 样本 相互 独立 0. 设 又 = LS XS Y- 


1 < . MES eu 
T >” Y. 分 别 是 这 两 个 样本 的 样本 均值 ; Sf = ey — X,Si = 


L-12207, 一 Y? 分 别 是 这 两 个 样本 的 样本 方差 , 则 有 


"n; — 1 
Si/Si 
ai / a5 
2^ Mi oi =o =o Bj, 

(X — Y) 7 (n 1... (n, Ts-—2); 


l^ 


— FOn —1,n; —1); 


S up 
"Hj me 
; 0 — DSt4- Gy 18 Ws 
其 中 eu nj 十 my 一 2 , Sw = EL. 


D 是 指 随机 向 量 (Xi Xo oe X 与 (my Ya Yu ) 相 互 独立 . 
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证 1 由 定理 二 
e 2 二 g? 


由 假设 Si, S: 相互 独立 , 则 由 下 分 布 的 定义 知 


(nCO—1)Si (nm —1)5; 
(n —12o! (n; — 1) os 


~y" Ou a d 


^PFn,—1,1,—1), 


Si/Si 
Bp S Fn - 1 1. 
' B X—Y up p 
2 易 知 一 了 ~N (pn PAY i zs lA 
[es 57739 Gn 18) NCO,1). 
SUE 
nl 7la 
又 由 给 定 条 件 知 
(n —1)S’ (1n; —1)5S; 
nl), i 


且 它 们 相互 独立 , 故 由 y^ 分 布 的 可 加 性 知 
on —1)5] (n —1)S; 
a 2n c 
由 本 章 附 录 2X0 U 5 V 相互 独立 . Maii 分布 的 定义 知 
NN TERN: C Snap asit E PET RTT S a 
l 2 — 
V/V / Om T n; — 2) s. ił 


7 Ha 
本 节 所 介绍 的 几 个 分 布 以 及 四 个 定理 ,在 下 面 各 章 中 都 起 着 重要 的 作用 . 应 
注意 ,它们 都 是 在 总 体 为 正 态 这 一 基本 假定 下 得 到 的 . 


小 结 


V= Orti ak 


在 数理 统计 中 往往 研究 有 关 对 象 的 某 一 项 数量 指标 . 对 这 一 数量 指标 进行 试验 或 观 
察 ,将 试验 的 全 部 可 能 的 观察 值 称 为 总 体 , 每 个 观察 值 称 为 个 体 . 总 体 中 的 每 一 个 个 体 是 某 
一 随机 变量 X 的 值 ,因此 一 个 总 体 对 应 一 个 随机 变量 X. 我 们 将 不 区 分 总 体 与 相应 的 随机 变 
E X, 逢 统称 为 总 体 X. 随机 变量 X 服 从 什么 分 布 ,就 称 总 体 服从 什么 分 布 . 在 实际 中 届 到 
的 总 体 往往 是 有 限 总 体 , 它 对 应 一 个 离散 型 随机 变量 . 当 总 体 中 包含 的 个 体 的 个 数 很 大 时 ， 
在 理论 上 可 以 认为 它 是 一 个 无 限 总 体 . 我 们 说 某 种 型 号 的 灯泡 寿命 总 体 服从 指数 分 布 ,是 指 
无 限 总 体 而 言 的 . 又 如 我 们 说 某 一 年 龄 段 的 男性 儿童 的 身高 服从 正 态 分 布 , 也 是 指 无 限 总 体 
而 言 的 . 无 限 总 体 是 人 们 对 具体 事物 的 抽象 . 无 限 总 体 的 分 布 的 形式 较为 简明 ,便于 在 数学 
上 进行 处 理 ,使 用 方便 . 

在 相同 的 条 件 下 ,对 总 体 刁 进行 ”次 重复 的 .独立 的 观察 ,得 到 MERX, XX, 
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称 随 机 变量 X Xe X, AE BL E X 的 简单 随机 样本 , 它 具 有 了 两 条 性 质 : 

1° 大 ， Xa 都 与 总 体 具 有 相同 的 分 布 ; 

2 Xi, Xin X, 相互 独立 ， 
我 们 就 是 利用 来 自 样本 的 信息 推断 总 体 , 得 到 有 关 总 体 分 布 的 种 种 结论 的 . 

样本 X Xote Xa WAR BOX. Xo on XD ,着 不 包 售 未 知 参 数 , 则 称 为 统计 量 . NET 
是 一 个 随机 变量 , 它 是 完全 由 样本 所 确定 的 . 统计 量 是 进行 统计 推断 的 工具 . 样本 均值 


xc low 
X= 


和 样本 方差 


n—l 
是 两 个 最 重要 的 统计 量 . 统计 量 的 分 布 称 为 抽样 分 布 . 下 面 是 三 个 来 自 正 态 分 布 的 抽样 分 
fg : 


S=- Yx- 
k=l 


x B. thh., 下 分 布 . 

这 三 个 分 布 称 为 统计 学 的 三 大 分 布 ,它们 在 数理 统计 中 有 着 广泛 的 应 用 . 对 于 这 三 个 分 布 ， 
要 求 读者 掌握 它们 的 定义 和 密度 函数 图 形 的 轮廓 ,还 会 使 用 分 位 点 表 写 出 分 位 点 ， 

关于 样本 均值 X ,样本 方 关 S ,有 以 下 的 结果 . 

1. 设 X, Xo on X, 是 来 自 总 体 和 (不 管 服从 什么 分 布 , 只 要 它 的 均值 和 方差 存在 ) 的 样 
$, R EX) =u DOO =F, WA 

E(X)=p, DOO -—ec! /n. 

2. 设 总 体 X—NGec0.Xi Xo X, EXA X 的 样本 , 则 有 

1° XR~ Nipg/n):; 
DS 

3” X 5S 相互 独立 ; 

4? 人 

3. 对 于 两 个 正 态 总 体 X—NGa ,of) Y ~Ne ,本 ), 有 定理 四 的 重要 结果 . 
B 重要 术语 及 主题 

总 体 ”简单 随机 样本 ”统计 量 

x 分布,t 分 布 .下 分 布 的 定义 及 它们 的 密度 函数 图 形 轮廓 


Z 1 
Ea 分 位 点 Fi-a (m nj) F, (ns sn) 


小 结 中 关于 样本 均值 .样本 方差 的 重要 结果 
Ph OK 
1 定理 二 的 证 明 
令 2 一,i 二 1,2,…,n, 则 由 定理 二 的 假设 知 ,Zi Za Z, 相互 独立 , 且 都 服从 


N(0,1) 分 布 , 而 
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25 č 1x 有 一 
dco Ace 
hx- Xy 


(n—1DS . i=] ->f Qoae] 


d 
— fao» gin SZ. 
i= Į i=] 


Ht — n MERZER A — Ca; ,其 中 第 一 行 的 元 素 均 为 1/Va. 作 正 交 变 换 


Y—AZ, 
(Y, Zi 
Y Z 
其 中 y- ||. Z-|. 
T. rA 


B TY, = D aZ,i-12.-.n BWY Y vs Y. 仍 为 正 态 变量 .由 Zi NO, 10, i1, 
j= |] 
2, 5l 


ECY, ) = E( 9 a;Z;) - * ajE(Z;) — 0. 
j=l | 


Jr 


又 由 Cov(CZ; ,Z;) — 68; (8; —0, 3H i25j184 二 1, 当 17) ,1,471,2,.: n, A 


Cov(CY, Y) == Cov( » * 27 ) 


一 = > Da iau Cov(CZ; Zi) = 27 Ay = Öa 


j—1 i= 


(由 正 交 和 矩阵 的 性 质 )， AY Y s $4 两 两 不 相关 . X dT n 维 随机 变量 (Yi ,Y,,…,Y,) 是 
由 于 维 正 态 随机 变量 (Xi ,X;,…,X,) 经 由 线性 变换 而 得 到 的 ,因此 , (Y Yoon Y, dde 
维 正 态 随机 变量 (参见 第 4 章 $4). 于 是 由 到 YoY, 两 两 不 相关 可 推 得 YY ,Y,,…,Y, 48 
"dtu AEWA43$40.B7 Y,—NO,.D.i-1,2,:.n. Tfj 


t 


Y, = MZ = D) +z, = n Z; 


DY? = Y'Y = (AD (AZ) = ZA A)Z = Z'IL = ZZ— SZ 


i=] i=] 


于 是 VELINT -Ma- Zz: =- Yv-v-»y. 


由 于 Y; TU we 相互 独立 ,是 Yi~ N01) i=2,3,"… n, 5l 2 Non Y (n— 1), 从 而 证 得 


(n—125S* 
g” 


再 者 X= SoZ +u ty 仅 依赖 于 Y ,而 S = 


~y (n— 1). 


i D KITE Ye Y; ELOS d 再 
由 YY ,Y;,…,Y, Bur E.MERI X 5 S?! 相互 独立 . 
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2 定理 二 的 推广 
定理 二 中 站 与 5S 相互 独立 这 一 结论 ,还 能 推广 到 名 个 同方 差 正 态 总 体 的 情形 . 例如 ,对 
于 两 个 同方 差 正 态 总 体 的 情形 . 设 X,Y, Si ,Si 是 定理 四 2^rp Br UG BS IE S d HR UN Ga so. 
N Gu; to) 的 样本 均值 和 样本 方差 . 只 要 引信 正 交 和 矩阵 
A; 0 
r- ( : AJ 
其 中 A n. 阶 正 交 和 矩阵 ,其 第 一 行 元 素 都 是 1/vm (i=1,2) ,与 上 面 同 样 的 做 法 ,考察 向 量 
Z-—TV 
各 分 量 的 独立 性 ,其 中 
W =V Vaa Vn) 
Vi—X;—15)/a, i1,2,*-,m, 
Vai 77 (Y;— m)/a,j771,2,** mm t n =n. 
就 可 证 得 X, Y. Si, S: 相互 独立 ， 
对 于 mC(m 宇 2) 个 同方 差 的 正 态 总 体 的 情形 , 设 XS? 分别 是 总 体 N Guso) ,i=1,2,…， 
m 的 样本 均值 和 样本 方差 , 且 设 各 样本 相互 独立 , 则 X Xon Xn SL Sis ,Ss 相互 独立 ， 


习题 


L 在 总 体 NM(52,6.3") 中 随机 抽取 一 容量 为 36 的 样本 , 求 样本 均值 X. RYE 50.8 到 53.8 
之 间 的 概率 ， 

2. 在 总 体 N(12,4) 中 随机 抽 一 容量 为 5 的 样本 Xi ,XX XS Xo Xi. 

CD 求 样本 均值 与 总 体 均 值 之 差 的 绝对 值 大 于 1 的 概率 ， 

(2) 求 概 率 P(max( X, X2 X3 X4, X412 15) ; PUmin( X4, X; X4, X4, X3) 10]. 

3. 求 总 体 N(20,3) 的 容量 分 别 为 10.15 的 两 独立 样本 均值 差 的 绝对 值 大 于 0. 3 的 概 
率 . | 

4. (1) HE RE X, Xs m X; 来 自 总 体 N (0,1}),Y= (XK 二 十) 
TOX, c X; XO, , 试 确定 常数 CC 使 CY 服从 X 分布 . 

CX + X4) 


(20 设 样本 X.X e, X; 来 自 总 体 NO,D,Y—c Exi xbv: PURGE OR C {E Y 


服从 上 分布 . 

(3) BA X—tGD ,求证 X^ —F(,n. 

5. COD EMRA BE 77 UE SC EA 18-4 BRA GE 8 238. N Cao ,随机 取 10 个 人 参与 这 一 测试 . 
求 他 们 得 分 的 联合 概率 密度 ,并 求 这 10 个 人 得 分 的 平均 值 小 于 u 的 概率 ， 

(2) 在 (1) 中 设 jy 二 62,0 二 25, 车 得 分 超过 70 就 能 得 奖 , 求 至 少 有 一 人 得 奖 的 概率 . 

6， 设 总 体 和 一 601,p) ,Xi ,处 ;,… X, RE B X HEE. 

(D ËX X2 X0 804r TE (8. 


(2) 求 > /XI 的 分 布 律 . 
i=] 
(3) 3k EK), DIX), ECS). 
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7. 设 总 体 X—X G0.Xi Xi ，… Xo ERK X HEER ER), DOO, ECS?). 
8. 设 总 体 和 一 NO) XXX cr Xs EB X IBEX. 
(OD 写 出 XX ,…* ,wo 的 联合 概率 密度 . 
(2) BE X (gx oe m. 
9， 设 在 总 体 NG o ) 中 抽 得 一 容量 为 16 的 样本 ,这 里 yu,o 均 未 知 . 
(OD 求 P{S? /o*x:2. 041) ,其 中 S* 为 样本 方差 
(2) R DS). 
10. 下 面 列 出 了 30 个 美国 NBA 球员 的 体重 (以 磅 计 ,] 磅 二 0.454kg) 数 据 . 这 些 数 据 是 
从 美国 NBA 球 队 1990—1991 赛季 的 花 名 册 中 抽样 得 到 的 ， 
225 232 232 245 235 245 270 225 240 240 
217 195 225 185 200 220 200 210 271 240 
220 230 215 252 225 220 206 185 227 236 
CD 画 出 这 些 数 据 的 频率 直方 图 (提示 :最 大 和 最 小 观察 值 分 别 为 271 和 185, DX [8] 
L184.5,271. 5] 包 含 所 有 数据 ,将 整个 区 间 分 为 5 等 份 , 为 计算 方便 ,将 区 间 调 整 为 (179. 5， 
279.5). 
(2) 作出 这 些 数据 的 箱 线 图 ， 
11. REHE HARRUA ”个 数据 ,将 这 些 数据 自 小 到 大 排序 为 
Xa) €uro) 安生 on， 
删 去 100a”% 个 数值 小 的 数 , 同 时 删 去 100a”% 个 数值 大 的 数 ,将 留 下 的 数据 取 算 术 平 均 , 记 为 
Xa» B 
和 
其 中 Laej 是 小 于 或 等 于 na 的 最 大 整数 (一 般 取 e 为 0.1 一 0.2). 工 称 为 100a%% 截 尾 均值 . 例 
如 对 于 第 10 题 中 的 数据 , 取 a0. 1. PH [ma] [30X0.1]— 3,18 100x 0. 19628 FELIS (i 
— . 200--200-----4-245-4- 245 
7. 80-6 
若 数据 来 自 某 一 总 体 的 样本 , 则 x。 是 一 个 统计 量 . x。 不 受 样 本 的 极端 值 的 影响 . 截 尾 均 
值 在 实际 应 用 间 题 中 是 常会 用 到 的 . 
试 求 第 10 题 的 30 个 数据 的 we 一 0. 2 的 截 尾 均值 . 


一 225.416 7. 


第 七 章 参数 估计 


统计 推断 的 基本 问题 可 以 分 为 两 大 类 ,一 类 是 信 计 问题 ,为 一 类 是 假设 检验 
问题 . 本 章 讨论 总 体 参 数 的 点 估计 和 区 间 估 计 . 


S1 m [à i 


设 总 体 开 的 分 布 函数 的 形式 已 知 ,但 它 的 一 个 或 多 个 参数 未 知 , 人 和 借助 于 总 
体 X. 的 一 个 样本 来 佑 计 总 体 未 知 参 数 的 值 的 问题 称 为 参数 的 点 估计 问题 . 

例 1 在 某 炸 药 制造 厂 ,一 天 中 发 生 着 火 现象 的 次 数 X 是 一 个 随机 变量 , 假 
设 它 服从 以 4 二 0 为 参数 的 泊 松 分 布 ,参数 1 为 未 知 . 现 有 以 下 的 样本 值 , 试 估计 
参数 1. 


E AEF X>raA) WHA ASEC). 我们 自然 想到 用 样本 均值 来 估计 总 体 
的 均值 E(X). 现 由 已 知 数据 计算 得 到 


>, kn 
rsi 
二 二 
E 
— zig 0X 75-1 X 90--2 X $4--3X 22--4 X 6--8X 2-- 6X 1] 1. 22, 
BI ECX) 一 人 的 估计 为 1. 22. Lj 


A dir I] LR — RR e 225 ULP: REL X B Ao BREF Cri 00 DIRE SR B. 
AI 0 EREE. Xi ,XX ,… X, dé X 的 一 个 样本 ,zi,z，…z 是 相应 的 一 个 
样本 值 . 点 估计 问题 就 是 要 构造 一 个 适当 的 统计 量 0CX 1X2 X0 ,用 它 的 观 
RR Oo, ,zz ,… ot ) 作 为 未 知 参数 9 的 近似 值 .我 们 称 BCX Xo en Xa) H 0 88 
估计 量 , 称 0Cz,z，…z) 为 8 的 估计 值 . 在 不 致 混淆 的 情况 下 统称 估计 量 和 估 


山 名 于 一 个 未 知 参 数 时 ,可 同样 讨论 . 
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计 值 为 估计 ,并 都 简 记 为 0. 由 于 估计 量 是 样本 的 函数 . 因此 对 于 不 同 的 样本 值 ， 
2 的 估计 值 一 般 是 不 相同 的 . 
例如 在 例 1 中 ,我 们 用 样本 均值 来 估计 总 体 均值 . 即 有 估计 量 


Am - 
i=E(X)= LY x. n = 250. 
k=] 


估计 值 ji-EQD- 1Sa = 1.22. 
下 面 介绍 两 种 常用 的 构造 估计 量 的 方法 :和 矩 估 计 法 和 最 大 似 然 估 计 法 . 
《一 ) EGTA 
设 入 为 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 f(x;0. ,60，… ,0%) ,或 义 为 离散 型 


随机 变量 ,其 分 布 律 为 PIX=zx}= p(tx;0, T^ 7,0, ,其 中 isst sO 为 待 估 
参数 ,Xi ,处 ,,…, 义 , 是 来 自 X 的 样本 . fixus [X ndi e BE 


m =EX) 一 | zf Gb ,Wy，…,0.)dz OX 连续 型 ) 


或 p = ECX’) = >zp(zib 0.7.00. (XX 离散 型 ) 


i=]1,2, ,Rk 
(其 中 Rx 是 X 可 能 取 值 的 范围 ) 存 在 . 一 般 来 说 ,它们 是 9, T » *** Ü, 的 函数 . 基 
于 样本 扼 


A, = 3 
依 概 率 收敛 于 相应 的 总 体 矩 a (1,2740 ,样本 矩 的 连续 函数 依 概率 收 伍 于 
相应 的 总 体 手 的 连续 函数 ( 见 第 六 章 8$3) ,我 们 就 用 样本 矩 作 为 相应 的 总 体 矩 的 
信 计 量 , 而 以 样本 拖 的 连续 函数 作为 相应 的 总 体 矩 的 连续 函数 的 佑 计量 . 这 种 估 
计 方 法 称 为 矩 估 计 法 . 矩 估计 法 的 具体 做 法 如 下 : 设 
p — oun (8, sbe TIDE 
p = ua C 0 0, 


pk = ph 05 77 .0,). 
这 是 一 个 包含 六 个 未 知 参数 0 ,0,,… ,9 的 联 立方 程 组 . 一 般 来 说 ,可 以 从 中 解 
出 O ,9,，…, ,得 到 

0 o Ga sio ttp 

h = Q, Ga T TITO 


Or = Or Cu yig a t TOF 


$81 点 fi i * [5I >» 


以 A; TIRE EAP BJ i21 ro" sk 3 Hi LA 


0, = 6, CA Ag A) i = 1,2, 
分 别 作 为 &i 一 1,2,…, 的 佑 计量 ,这 种 估计 量 称 为 矩 估 计量 . 矩 估计 量 的 观 
察 值 称 为 矩 估 计 值 . 
例 2 设 总 体 羡 在 La,5] 上 服从 均匀 分 布 ,a,65 RAM. Xi Xe X, 是 来 自 
X 的 样本 , 试 求 a,P 的 矩 估 计量 . 
解 m= EOD = (a4 5/2, 
u= E(X?) = D(X) + [ECXYY 
= (b — a)/12 4- (a Fha 


En iine 
b—a = 12 — Pr 
解 这 一 方程 组 得 


a = pm — Vl — i), b qub 3s — a. 
分 别 以 Ai ,As 代替 pa ,yw ,得 到 a b BAR f TER A 90] 9 CHE ER LX xb us 


bm _ 20 
; 2. X»), 


â = A 一 /&A,- AD = X- [39 Ot XD! , 
i=] 


b = A, VA — AD) -X« 350-3». g 
例 3 设 总 体 X 的 均值 jw KIE REE, BA >o. 1B u 均 为 未 知 . 
Xit XX: pond. 是 来 自 X 的 样本 ， 试 求 uso BJAR feri E. 


pP 
p —E(OC) - DOD-F[EOO P 28 +p. 


解 得 mm 
iO 7 Hua HI. 
分 别 以 Ai ,A; 代替 a ,ye ,得 5 和 BUR TEC RII 
=A=, 


^, oL mE - 2 v 1 ` TET 
c = AAi = \ a. 


所 得 结 采 表明 ,总 体 均值 与 方差 的 矩 估 计量 的 表达 式 不 因 不 同 的 总 体 分 布 而 异 . 
例如 X0 NGoo ) ,pg 未 知 , 即 得 puo Hy Ap fh iT E ON 
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(一 ) 最 大 似 然 估计 法 

若 总 体 和 属 离散 型 ,其 分 布 律 P{X=xzx)= 二 p(xr;0),9E 的 形式 为 已 知 ,0 
为 待 估 参 数 ,8 是 9 可 能 取 值 的 范围 . 设 Xis Xot X, ÆRA X 的 样本 , 则 X, 
Xs 的 联合 分 布 律 为 


TTaczso)， 
又 设 ra sn 是 相应 于 样本 Xi1»sXo 7 X, 的 一 个 样本 值 . 易 知 样本 Xis 
Xost Xy 取 到 观察 值 zi yg 9?*** 3T, 的 概率 , 亦 即 事件 {XX， =] D CLIE S. X, 
二 x,) 发 生 的 概率 为 


LCD = LG, x; 7,30 = | [p(xi;0) ,0 E 8. (1.1) 
t=] 


这 一 概率 随 0 的 取 值 而 变化 , 它 是 0 的 图 数 , 上 (9) 称 为 样本 的 似 然 函数 (注意 ,这 
里 zi ;xs，… ,Xx, 是 已 知 的 样本 值 , 它 们 都 是 常数 ). 

天 于 最 大 似 然 估计 法 ,我 们 有 以 下 的 直观 想法 ;现在 已 经 取 到 样本 值 zi ， 
zz 了 ,这 表明 取 到 这 一 样本 值 的 概率 L(9) 比 较 大 ,我 们 当然 不 会 考虑 那些 
不 能 使 样本 zz ，……z 出 现 的 OE 日 作为 8 的 估计 ,再 者 ,如 果 已 知 当 0 一 6 EO 
时 使 L() 取 很 大 值 ,而 O 中 的 其 他 6 的 值 使 L(9) 取 很 小 值 ,我 们 自然 认为 取 扣 作 
为 未 知 参数 0 的 估计 值 ,较为 合理 . 由 费 希 尔 (R. A. Fisher) 引 进 的 最 大 似 然 估计 
法 ,就 是 固定 样本 观察 值 mins x ;在 9 取 值 的 可 能 范围 O 内 挑选 使 似 然 函 数 
L(zi srst x ;0) 达 到 最 大 的 参数 值 9, 作 为 参数 8 的 估计 值 . 即 取 8 使 

L(x s Ts ss Ti, ;0) — max L Cz, sT s*y £, 310). (1. 2) 
这 样 得 到 的 2 与 样本 值 r ,rs toc, AX, WILH ÔC strstr) RAAM O 
的 最 大 似 然 估 计 值 ,而 相应 的 统计 量 CX. ,X,,…，,X,) 称 为 参数 9 的 最 大 似 然 
估计 量 . 

HEE OX 属 连续 型 ,其 概率 密度 f(x;0) ,09E 的 形式 已 知 ,9 为 待 估 参数 ， 
O Æo 可 能 取 值 的 范围 . 设 X Xo X, 是 来 自 X 的 样本 , 则 XX X XL 
联合 密度 为 

TW A 
设 Tsaro "ts La 是 相应 于 样本 Xi, Xass Xa 的 一 个 样本 值 , 则 随机 点 (X)， 


X; jte" X VEAC $55 3 *** ,的 邻 域 ( 边 长 分 别 为 dz, ; d; SU. dT, 的 Ti 维 
立方 体 ) 内 的 概率 近似 地 为 


381 点 dh i * 153 。 


其 值 随 9 的 取 值 而 变化 . 与 离散 型 的 情况 一 样 ,我 们 取 9 的 估计 值 使 概率 
(1. 3) 取 到 最 大 值 , 但 因子 | [dz 不 随 9 而 变 , 故 只 需 考虑 函数 


LG = L(x sos" X450) = II cao (1. 4) 
的 最 大 值 . 这 里 工 (9) 称 为 样本 的 似 然 函数 . 若 
LT yo ys T, ;0 — max L (x, TOPLIPEAETAMP 
则 称 IS 9 En) 为 7 的 最 大 似 然 估计 值 , 称 OCX, DE LU e g 的 最 大 似 
然 估 计量 . 
这 样 ,确定 最 大 似 然 佑 计量 的 问题 就 归结 为 微分 学 中 的 求 最 大 值 的 问 


题 了 . 
在 很 多 情形 下 ,p(x;9) 和 f(x;0) 关 于 8 可 微 ,这 时 9 常 可 从 方程 
d z 
4s (0 70 (1,5) 


解 得 出. ALOS InL( 人 在 同一 0 处 取 到 极 值 ,因此 ,6 的 最 大 似 然 估 计 9 也 可 
以 从 方程 


d = 
ggln LO —0 (1. 6) 


求 得 ,而 从 后 一 方程 求解 往往 比较 方便 . (1. 6) 称 为 对 数 似 然 方程 . 

例 4 i XbA, p). Xi Xi X, 是 来 自 X 的 一 个 样本 , 试 求 参数 户 的 
最 大 似 然 估 计量 . 

BE Itota, ÆFA X X:s X, 的 一 个 样本 值 . X 的 分 布 


律 为 
PiXrzj—p5püuü-—sp)*, r=0,1, 

故 似 然 函数 为 

Lb) = IBP IS — T "t — p^ — p)" 2ieis : 

i=] 

而 In LC) = (Dri)ln p+ (n— Sizi)ln(1— p), 

i=} i=l 

MES - 

As M. L. 171 — " il e 


(D ”这 里 没有 提 到 了 工 (9) 取 最 大 值 的 充分 条 件 , 但 对 于 具体 的 函数 是 容易 讨论 的 . 
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解 得 p 的 最 大 似 然 估计 什 
p 的 最 大 似 然 估计 量 为 B 
我 们 看 到 这 一 估计 量 与 矩 估计 量 是 相同 的 加 


最 大 似 然 估计 法 也 适用 于 分 布 中 含 多 个 未 知 参数 0 0.0, 的 情况 . 这 
时 , 似 然 函数 工 是 这 些 未 知 参 数 的 函数 . 分别 令 


9 — -一 LESE 
ap S T. 


或 令 5jln L — 0, peo eu: (1. 7) 


解 上 述 由 上 & 个 方程 组 成 的 方程 组 , 即 可 得 到 各 未 知 参数 9.(i1 二 1,2,…,) 的 最 大 


似 然 佑 计 值 0.. (1, 7) 称 为 对 数 似 然 方程 组 . 

例 5 X X—NGocD uo ARAS xxvn, 是 来 自 X 的 一 个 样 
7k 48. oR poo! 的 最 大 似 然 估计 量 . 

解 X 的 概率 密度 为 


i 1 ] 
Fixus) = | "|. 
T V/2xa 2o à 
[UL PA BR CONI 
n 1 1 
Luso) = TT ——ex [5o ape | 
H 11 [pad p 2g! H 
= (2? (a) exp| — ED Cr, — u) j 
20^ 会 
i n me amada : rwr R 
ifi In L z m2m 2j 2407 $25. 
9 A 
jn = gr nu ) 0, 
4 


d —_ n 1 : o. 

zg L — 2 tag 210 7», 一 0, 
由 前 一 式 解 得 及 一 Ln zdtAE—AE c — LG n. 因此 得 
和 地 的 最 大 似 然 估 计量 分 别 为 


E -. ur dl Ou WX 
u=X, o -2,08 X). 


im] 


$1 点 估计 。 155 。 


它们 与 相应 的 矩 佑 计量 相同 . — O 
fj 6 设 总 体 X TE La ,0 上 服从 均 习 分 布 QD ROME Li X2 er 是 一 个 样 
本 值 . 试 求 ae, 的 最 大 似 然 佑 计量 . 

B dic mini srs s Er} Ton = max(zi srr" Tn}. X 的 概率 密度 

是 
E 
fara ba 
0, 其 他 . 


alra), 


似 然 函数 为 


] 
Ja. naj < ston" < L 
Leo a7 TIPPS me 
0, 其 他 . 
H FaSt ste x, E, ft F GX.X() » Zo) SD. [ELAR PR AC RT ES p 
l 
Ext) "greet , bz , 
0, 其 他 . 
于 是 对 于 满足 条 件 amr ,六 nm 的 任意 a,b 有 
l 1 
Uc a a 
RI Liab) TE a zu b= xo, 时 取 到 最 大 值 Czew 一 Zay) 7.188 a.b 的 最 大 似 然 估 
计 值 为 


Lia, b) = 


Ma 


a= za; = min Ii b= x = max Ti. 
| ]z rmm lg itm 
asb 的 最 大 似 然 佑 计量 为 


a= min A qe b= max X;. C] 


KRA OSOD u EU X (Bit o EXER dp rp SO 的 最 大 似 然 估计 , 则 
u77 uCÓ) E u(9) 的 最 大 似 然 估计 . 这 一 性 质 称 为 最 大 似 然 估 计 的 不 变性 . 
事实 上 ,因为 6 是 9 的 最 大 似 然 估计 ,于 是 有 
Lzi yi ,zn 30) = max L Gr, o OA 
其 中 rore, 是 X ADEE AB umu), E 0—6G0 , ERT 
与 成 


Lx tiy r 0u) ) 一 max LOB IDSSEZTg(u)). 


这 就 证 明了 =u E (办 的 最 大 似 然 佑 计 . 
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当 总 体 分 布 中 含有 多 个 未 知 参 数 时 ,也 具有 上 述 性 质 . 例如 ,在 例 5 中 已 得 
到 a 的 最 大 似 然 估计 为 
- ly -23*. 
的 最 大 似 然 估计 为 
i | H l 
a= V9 = EDAR. 

我 们 还 要 提 到 的 是 ,对 数 似 然 方程 (1.6) 或 对 数 似 然 方程 组 (1.7) 除 了 一 些 
简单 的 情况 外 ,往往 没有 有 限 消 数 形式 的 解 , 这 就 需要 用 数值 方法 求 近似 解 ， 常 
用 的 算法 是 牛顿 一 拉 弗 森 (Newton-Raphson) 算 法 ,对 于 (1.7) 有 时 也 用 拟 牛 顿 
算法 ,它们 都 是 迭代 算法 ,读者 可 参考 有 关 的 参考 书 . 


$2 基于 截 尾 样本 的 最 大 似 然 估计 


在 研究 产品 的 可 靠 性 时 ,需要 研究 产品 寿命 T 的 各 种 特征 . 产品 寿命 是 
一 个 随机 变量 , 它 的 分 布 称 为 寿命 分 布 . 为 了 对 寿命 分 布 进行 统计 推断 ,就 需要 
通过 产品 的 寿命 试验 ,以 取得 寿命 数据 ， 

一 种 典型 的 寿命 试验 是 ,将 随机 抽取 的 个 产品 在 时 间 :=0 时 ,同时 投入 
试验 ,直到 每 个 产品 都 失效 ,记录 每 一 个 产品 的 失效 时 间 , 这 样 得 到 的 样本 ( 即 
由 所 有 产品 的 失效 时 间 Ost esl Lt, 所 组 成 的 样本 ) 叫 完全 样本 . 然而 产 
品 的 寿命 往往 较 长 ,由 于 时 间 和 财力 的 限制 ,我 们 不 可 能 得 到 完全 样本 ,于 是 就 
考虑 截 尾 寿命 试验 . 截 尾 寿命 试验 常用 的 有 两 种 :一 种 是 定时 截 尾 寿命 试验 . 假 
设 将 随机 抽取 的 二 个 产品 在 时 间 e= 0 时 同时 投入 试验 ,试验 进行 到 事先 规定 的 
截 尾 时 间 zs 停止 . 如 试验 截止 时 共有 m 个 产品 失效 ,它们 的 失效 时 间 分 别 为 

0 
此 时 m 是 一 个 随机 变量 ,所 得 的 样本 torno t. 称 为 定时 截 尾 样 本 . 另 一 种 是 
定数 截 尾 寿 命 试验 . 假设 将 随机 抽取 的 个 产品 在 时 间 t 二 0 时 同时 投入 试验 ， 
试验 进行 到 有 m On 是 事先 规定 的 ,mw 过 nn) 产 品 失效 时 停止 m 个 失效 产品 的 
失效 时 间 分 别 为 
0 €. f, €.f, cS. 
这 里 c, 是 第 m 个 产品 的 失效 时 间 , c. 是 随机 变量 . 所 得 的 样本 t otost stm 称 
为 定数 截 尾 样本 . 用 截 尾 样本 来 进行 统计 推断 是 可 靠 性 研究 中 常见 的 问题 . 
设 产品 的 寿命 分 布 是 指数 分 布 , 其 概率 密度 为 


32 基于 截 尾 样 本 的 最 大 似 然 估计 * 157 。 


d qu, > 0， 
GE 
0, px 0, 


9 二 0 未知 . 设 有 nn 个 产品 投入 定数 截 尾 试验 , 截 尾数 为 m, 得 定数 截 尾 样 本 0 三 
[, St, EL SL, ， 现 在 要 利用 这 一 样本 来 估计 未 知 参 数 9 ( 即 产 品 的 平均 寿命 ). 
在 时 间 区 间 [0,t,] 有 m 个 产品 失效 ,而 有 1 一 m 个 产品 在 t。 时 尚未 失效 , 即 有 nn 
一 m 个 产品 的 寿命 超过 1,. 我 们 用 最 大 似 然 估计 法 来 估计 2, 为 了 确定 似 然 函 
数 , 需 要 知道 上 述 观 察 结果 出 现 的 概率 . 我 们 知道 一 个 产品 在 (t;,t; 十 di; ] 失 效 


的 概率 近似 地 为 f(t) dh 一 万 edi,i 一 1,2,…,m, 其 余 n "m 个 产品 寿命 超 


过 + 的 概率 为 (|， 方 edt ) “一 (Ce)"", 故 上 述 观察 结果 出 现 的 概率 近 
似 地 为 
C | (ge ^^ dr, ) ( e" dis | I (5 ^a. Cu La 


m 


n zl N Lus 
一 一 ( PE i i ji TN m] dr, dt; *** dt, . 
mI g” 


其 中 dedo, 为 常数 . 因 忽 略 一 个 常数 因子 不 影响 9 的 最 大 似 然 估 计 , 故 可 


L8) 1 qe eom, 
g" . 


XT RUL ZR A A 
ai= rit jy deny dien ce tk 
A in LØ =— Z EU Oi mi] Lo: 
于 是 得 到 6 的 最 大 似 然 估计 为 
p = shta) 
Tm 


其 中 sin) 5t td td Ov mt, 称 为 总 试验 时 间 , 它 表示 直至 时 刻 tn H 
上 上 1 个 产品 的 试验 时 间 的 总 和 . 
对 于 定时 截 尾 样本 
SASAS S aS 
(其 中 to 是 截 尾 时 间 ), 与 上 面 的 讨论 类 似 , 可 得 似 然 函数 为 


] Ee tetett Gm 
LØ) — - gt ts t crm tl 


0 的 最 大 似 然 估计 为 
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8-2 sC) 
TTL , 
其 中 s(t) 145 d tdt dr mot 称 为 总 试验 时 间 , 它 表示 直至 时 刻 t 为 


止 个 产品 的 试验 时 间 的 总 和 ， 
例 设 电 池 的 寿命 服从 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 


0, pe 04 

07-0 RA. 随机 地 取 50 只 电池 投入 寿命 试验 ,规定 试验 进行 到 其 中 有 15 HA 
效 时 结束 试验 , 测 得 失效 时 间 ( 小 时 ) 为 

115 119 131 138 142 147 148 155 

158 159 163 166 167 170 172 
试 求 电 池 的 平均 寿命 6 的 最 大 似 然 估计 . 

解 n—50,m-—15,s(552—115-4-119— -- 2-1704-1724- (50 —15) X 172— 

8 270, 得 9 的 最 大 似 然 估 计 为 


0 = D = 551. 33C/ BJ). 


$ 3 ”估计 量 的 评选 标准 


自前 一 节 可 以 看 到 ,对 于 同一 参数 ,用 不 同 的 估计 方法 求 出 的 估计 量 可 能 不 
相同 ,如 第 一 节 的 例 2 和 例 6. 而 且 ,很 明显 ,原则 上 任何 统计 量 都 可 以 作为 未 知 
参数 的 佑 计量 .我 们 自然 会 问 , 采 用 哪 一 个 估计 量 为 好 呢 ? 这 就 涉及 用 什么 样 的 
标准 来 评价 估计 量 的 问题 .下 面 介 绍 几 个 常用 的 标准 . 

(一 ) 无 偏 性 

设 Xi Xin X, 是 总 体 X 的 一 个 样本 ,9E€ O0 是 包含 在 总 体 X 的 分 布 中 的 
待 估 参 数 , 这 里 日 是 9 的 取 值 范围 . 

无 偏 性 若 估 计量 ISACA ,六 ，…, 尺 ,) 的 数学 期 望 E(9) 存 在 ,和 且 对 于 任意 
0€ 98 

EÂ) —8, (3.1) 

则 称 9 是 8 的 无 偏 估计 量 . 

信 计 量 的 无 偏 性 是 说 对 于 某 些 样本 值 ,由 这 一 估计 量 得 到 的 估计 值 相对 于 
真 值 来 说 偏 大 ,有 些 则 偏 小 . 反复 将 这 一 估计 量 使 用 多 次 ,就 “平均 ”来 说 其 偏差 
为 零 . 在 科学 技术 中 E(9) 一 9 称 为 以 9 作为 9 的 估计 的 系统 误差 . 无 偏 估 计 的 实 
际 意 义 就 是 无 系统 误差 . 


$3 和 佑 计量 的 评选 标准 « 159 » 


例如 , 设 总 体 X 8935 [8 79 nu 2525 0^ 0 均 未 知 ,由 第 六 章 (3. 1190 ,C3. 200 知 
这 就 是 说 不 论 总 体 服 从 什么 分 布 ,样本 均值 X 是 总 体 均值 y 的 无 偏 估计 ;样本 


ds LOG 是 总 体 方差 的 无 偏 估计 ,而 估计 量 二 >)(X 一 
XO AU o^ 的 无 偏 估计 ,因此 我 们 一 般 取 S? Ho on 的 估计 量 . 

例 1 Wd X Mk MEn EX) (k 宇 1) 存 在 ,又 设 X, XX, 是 
X 的 一 个 样本 . 试 证 明 不 论 总 体 服从 什么 分 布 ,k 阶 样本 矩 WE lx RÀ 


Br AB y 的 无 偏 估计 量 . 
证 Xj,X,,",.X, SX 同 分 布 , 故 有 
E(OX) = E(CXO = pm, i= 1,2, n. 


即 有 ECAD = L3 EOD = m. (3. DD] 
例 2 iW X RAKS f. Re mo 


f(z10) [r^ ns 
i == 
0, tb, 


其 中 参数 0-0 为 未 知 , 又 设 XXX, EKA x BE, WE X Mn = 
n(min{ X: , X; X, DAE 0 的 无 偏 估计 量 . 

证 A} EOO-—EGO-—ÓO, EVA X Æo 的 无 偏 估计 量 . 而 Z= min(X,, 
X; 0 X ROB BERE HE 


x 


故 知 E 2. 


即 nZ 也 是 参数 9 的 无 偏 估计 量 . E 
由 此 可 见 一 个 未 知 参 数 可 以 有 不 同 的 无 偏 估计 量 .事实 上 ,在 本 例 中 X，， 
Xost’ X, 中 的 每 一 个 都 可 以 作为 0 的 无 偏 估 计量 . 


(Z) 有 效 性 
现在 来 比较 参数 9 的 两 个 无 偏 估计 量 0， 和 0 ,如 果 在 样本 容量 n 相同 的 情 
况 下 ,0, 的 观察 值 较 6, 更 密集 在 真 值 9 的 附近 ,我 们 就 认为 外 80, 为 理想 . 由 于 
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方差 是 随机 变量 取 值 与 其 数学 期 望 ( 此 时 数学 期 望 E(0,) =E) —0 B8 RE 
度 的 度量 ,所 以 无 偏 估 计 以 方差 小 者 为 好 . 这 就 引出 了 估计 量 的 有 效 性 这 一 
Br. 
A 3i tt ito, — ( Xi De Qt ,X,) 56, 一 0 ( X, 2€ ias ,X OME g HI c fi 
估计 量 , 若 对 于 任意 9EB, 有 
D(0,) « D(CÀ;) 


B /bX-FXE—40€0 上 式 中 的 不 等 号 成 立 , 则 称 9, 较 9, 有 效 . 
例 3( 续 例 2) 试 证 当 n1 时 ,9 的 无 偏 估计 量 叉 较 6 的 无 偏 估计 量 nZ 


有 效 . 
证 由 于 D(X)==F, 邦 有 D(X) 二 /in. 再 者 ,由 于 DID — 8 /n , BB 
Dinz) =F. 4 n>1 A DnD 7 DOXD,. W X nZ 有 效 . C] 
(=) 相合 性 


前 面 讲 的 无 偏 性 与 有 效 性 都 是 在 样本 容量 ”固定 的 前 提 下 提出 的 . 我 们 自 
然 希 望 随 着 样本 容量 的 增 大 ,一 个 估计 量 的 值 稳定 于 待 估 参 数 的 真 值 . 这 样 , 对 
估计 量 又 有 下 述 相合 性 的 要 求 . 

相合 性 iCX, Xo X090 的 估计 量 , 若 对 于 任意 9E8, 当 n 一 
co 时 CX ,六 ，… ,XX,) 依 概率 收敛 于 9, 则 称 6 为 9 的 相合 估计 量 . 

即 , 若 对 于 任意 0€0 都 满足 :对 于 任意 se 盖 0, 有 


limP(|8—0|-—e)21, 


则 称 9 是 9 的 相合 估计 量 . 
例如 由 第 六 章 》 3 知 ,样本 ECRE 三 1) 阶 矩 是 总 体 X Bg hk BAR uu SEXO BJ 
相合 估计 量 , 进 而 车 待 估 参 数 0— glu H2 TTD ;其 中 g 为 连续 函数 ; 则 0 WE 


fli Â= gGa spe qu — gCA Ao m AD 0 BAR Ai RE. 

由 最 大 似 然 估计 法 得 到 的 估计 量 , 在 一 定 条 件 下 也 具有 相合 性 . 其 详细 讨论 
已 超出 本 书 范围 ,从 略 . 

相合 性 是 对 一 个 估计 量 的 基本 要 求 , 若 估计 量 不 具有 相合 性 ,那么 不 论 将 样 
本 容量 n 取得 多 么 大 ,都 不 能 将 9 估计 得 足够 准确 ,这 样 的 估计 量 是 不 可 取 的 . 

上 述 无 偏 性 有 效 性 .相合 性 是 评价 估计 量 的 一 些 基 本 标准 ,其 他 的 标准 这 
里 就 不 讲 了 . 
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对 于 一 个 未 知 量 , 人们 在 测量 或 计算 时 , 常 不 以 得 到 近似 值 为 满足 ,还 需 估 
计 误 差 , 即 要 求知 道 近似 值 的 精确 程度 ( 亦 即 所 求 真 值 所 在 的 范围 ). 类 似 地 ,对 
于 未 知 参数 0, 除了 求 出 它 的 点 估计 0 外 ,我 们 还 希望 估计 出 一 个 范围 ,并 希望 知 
道 这 个 范围 包含 参数 0 真 值 的 可 信 程 度 . 这 样 的 范围 通常 以 区 间 的 形式 给 出 , 同 
时 还 给 出 此 区 间 包 含 参数 0 真 值 的 可 信 程 度 . 这 种 形式 的 估计 称 为 区 间 估 计 , 这 
样 的 区 间 即 所 谓 置 信 区 间 . 现在 我 们 引入 置信 区 间 的 定义 . 
置信 区 间 ij X 的 分 布 函 数 F(z3ib) 含 有 一 个 未 知 参数 0,EG (OR 
9 可 能 取 值 的 范围 ), 对 于 给 定 值 a (Oa — D , 若 由 来 自 X 的 样本 X. Xn, 
X, 确定 的 两 个 统计 量 0 二 0(X) Xo ，…,X,) 和 6 一 0CX LX X (D ,对 于 
任意 0c o in 
P(GCX, s Xa sta X, X0 0C(X, X5 X01) 21—a, QUNM 
则 称 随机 区 间 (9,0) 是 9 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 ,9 和 5 分 别称 为 置信 水 
平 为 1 一 a 的 双 侧 置信 区 间 的 置信 下 限 和 置信 上 限 ,1 一 a 称 为 置信 水 平 . 
当头 是 连续 型 随机 变量 时 ,对 于 给 定 的 a, 我 们 总 是 按 要 求 P10 过 9 二 
二 1 一 a 求 出 置信 和 区间. mij X 是 离散 型 随机 变量 时 ,对 于 给 定 的 a, 常常 找 不 到 
XE OOE POCOO R 1 一 a. 此 时 我 们 去 找 区 间 (6,5) 使 得 PV 0——0— 8) 
至 少 为 1 一 a, 且 尽 可 能 地 接近 1 一 a. 
(4. 1) 式 的 含义 如 下 : 若 反复 抽样 多 次 (各 次 得 到 的 样本 的 容量 相等 ,都 是 
n). 每 个 样本 值 确定 一 个 区 间 (9,0) ,每 个 这 样 的 区 间 要 么 包含 9 的 真 值 ,要 么 不 
包含 6 的 真 值 (参见 图 7 一 1). 按 伯 努 利 大 数 定理 ,在 这 么 多 的 区 间 中 ,包含 0 真 
值 的 约 占 100(1 一 a)%, 不 包含 06 真 值 的 约 仅 占 100a%. 例如 ,车 a 二 0. 01, 反 复 
抽样 1000 次 , 则 得 到 的 1000 个 区 间 中 不 包含 9 真 值 的 约 仅 为 10 个 . 
例 1 BEUX—N(Gec. HEA, u ARAM XXe X, 是 来 自 
X 的 样本 , 求 关 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 . 
f ”我 们 知道 X 是 jy 的 无 偏 估计 . E 
Xu 
" -N(0,1). (4. 2) 


G/yT 
PELLI. N (0,1) 不 依赖 于 任何 未 知 参数 , 按 标准 正 态 分 布 的 上 a 分 
位 点 的 定义 ,有 (参见 图 7 一 2) 
P| 一 


za | =l]— a, 4. 3) 
a //n 一 j| a ( 
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| X 一 二 = 2 | X -一 = —]l-—n y 
即 P(X m IRAT - | 1—2. (4. 4) 
这 样 ,我 们 就 得 到 了 & 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 

zI ; 
(X "E Xm. 7 (4.53 
x FE ES E fei EXTR] 4853 RN, 
EY g 
(Kzu). (4. 6) 


图 7 一 1 图 7 一 2 


如 果 取 1 一 a 二 0.95, 即 a 二 0,05, 又 着 oo 二 1,n 二 16, 查 表 得 = = Zoos = 
1. 96. 于 是 我 们 得 到 一 个 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 
(X5 x1. 96), BI CX +0. 49). (4. 7) 
再 者 ,车 由 一 个 样本 值 算 得 样本 均值 的 观察 值 7 — 5. 20, 则 得 到 一 个 区 间 
(5. 2043-0. 49), 即 (4. 71, 5.69). 
注意 ,这 已 经 不 是 随机 区 间 了 .但 我 们 仍 称 它 为 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 . 其 
含义 是 ;车 反复 抽样 多 次 ,每 个 样本 值 (n= 二 16) 按 (4.7) 式 确定 一 个 区 间 , 按 上 面 
的 解释 ,在 这 人 么 多 的 区 间 中 ,包含 wz 的 约 占 95% ,不 包含 jx 的 约 仅 占 5%. 现在 抽 
样 得 到 区 间 (4. 71,5. 69), 则 该 区 间 属 于 那些 包含 wx 的 区 间 的 可 信 程度 为 95%， 
或 “该 区 间 包 含 jy” 这 一 陈述 的 可 信 程度 为 95%， O 
置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 并 不 是 唯一 的 . 以 例 1 来 说 , 若 给 定 am. 05， 
则 又 有 


P|[- na «EE < zaa | o 05, 


/ 4n 
即 F X —-Z zu < uc XM - 0. 95, 
Ta Ti 
— n 
e (X E ds 01 X tzo o ) (4. 8) 
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也 是 jy 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 我 们 将 它 与 (4. 5) 中 令 a=0. 05 所 得 的 
置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 相 比较 ,可 知 由 (4.5) 所 确定 的 区 间 的 长 度 为 2 X 


tea 53. 92X 三， 这 一 长 度 要 比 区 间 (4. DK T Goo IL 25,0274. 08X 


"EL 置信 区 间 短 表示 估计 的 精度 高 . 故 由 (4. 5) 给 出 的 区 间 较 (4. 8) 为 优 . 易 
知 , 像 N(0,1) 分 布 那样 其 概率 密度 的 图 形 是 单 峰 且 对 称 的 情况 , 当 n 固定 时 ， 
以 形 如 (4. 5) 那 样 的 区 间 其 长 度 为 最 短 ,我 们 自然 选用 它 . 

参考 例 1 可 得 寻求 未 知 参 数 9 的 置信 区 间 的 具体 做 法 如 下 . 

1 “寻求 一 个 样本 X Xost X80 的 函数 WW 二 W(X ,XX ,… Xn ;0) ,使 
得 W 的 分 布 不 依赖 于 9 以 及 其 他 未 知 参数 , 称 具有 这 种 性 质 的 函数 W 为 枢 
轴 量 . 

2 对 于 给 定 的 置信 水 平 1 一 a,; 定 出 两 个 常数 a.b 使 得 

P(a-W(X, , X, ,*--, X,,0) 5) —1—a. 

看 能 从 aW OX: Xi X0 5 得 到 与 之 等 价 的 9 BR SEX 00-0, Kp 
0—0CX, X» n X, ,0—00X 1X2 n XB BETE ER. 那么 (9,9) 就 是 9 的 一 个 
置信 水 平 为 1 一 c 的 置信 区 间 . 

函数 下 (XXX39) 的 构造 ,通常 可 以 从 8 的 点 估计 着 手 考虑 . 常用 的 正 
态 总 体 的 参数 的 置信 区 间 可 以 用 上 述 步 骤 推 得 . 
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C PETEA NG 人) 的 情况 


设 已 给 定 置 信 水 平 为 1 一 a, 并 设 X1 sA? (tt Ps A DAE N Cua ) 的 样本 . X, 
S 分 别 是 样本 均值 和 样本 方差 . 
l. 均值 w 的 置信 区 间 


(D 为 已 知 ,此 时 由 $4 例 1 采 用 (4. DISEASE c is T 
a n 


个 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
(Xen). (5.1) 
(2) a^ 为 未 知 ,此 时 不 能 使 用 (5. 1) 给 出 的 区 间 , 因 其 中 含 未 知 参数 rr 考虑 
到 SS do 的 无 偏 估 计 , 将 (4.2) 中 的 og 换 成 S== V/ S ,由 第 六 章 8$3 定理 三 ， 
知 
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X-a. (7 一 1)， (5. 2) 
sum. 
并 且 右 边 的 分 布 i(n 一 1) 不 依赖 于 任何 未 


知 参数 . 使 用 S -改作 为 枢 轴 量 可 得 (参见 a 
图 7 一 3) 


up(n-D) 
B 7 一 3 


xiu | 
— t3 (n— 1) < ——£ c t. (n-D|z1— : 5. 3 
P| 2 FFA /2 a ( ) 


Ep 
P[X — 2t, n — 1 Ka X run 一 D 一 1 一 
SE um 


于 是 得 w 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 


(Xs n7). (5. 4) 


例 1 有 一 大 批 糖果 . 现 从 中 随机 地 取 16 $, REE g 计 ) 如 下 : 
506 508 499 503 504 510 497 512 
514 505 493 496 506 502 509 496 
设 袋 装 糖 果 的 重量 近似 地 服从 正 态 分 布 , 试 求 总 体 均 值 wx 的 置信 水 平 为 0. 95 的 
置信 和 区间. 
NE ”这 里 1 一 a 一 0. 95,a/2 二 0.025,n 一 1 一 15 ,too02s (15) 二 2.1315, 由 给 出 的 
数据 算得 三 二 503.75,s 二 6. 2022. 由 (5. 4) 式 得 均值 的 一 个 置信 水 平 为 0. 95 
的 置信 区 间 为 


(503. 和 1315), 
/ 16 


Bp (500. 4, 507.1). 
这 就 是 说 估计 袋 装 糖果 重量 的 均值 在 500. 4g 5; 507. 1g 之 间 , 这 个 估计 的 可 信 


程度 为 95 多. 若 以 此 区 间 内 任 一 值 作为 ， 的 近似 值 , 其 误差 不 大 于 一 六 < x 


J/16 
2. 13153 2— 6. 61(g) , 3X HR ZE f i I n] (eia RE 9575. E] 
在 实际 问题 中 ,总 体 方差 o^ 未 知 的 情况 居多 , 故 区 间 (5.4) 较 区 间 (5.1) 有 
更 大 的 实用 价值 . 


2. 方差 e 的 置信 区 间 
此 处 ,根据 实际 问题 的 需要 ,只 介绍 "n 未 知 的 情况 . 
o 的 无 偏 估计 为 S" ,由 第 六 章 3 3 定理 二 知 


$5 正 态 总 体 均 值 与 方差 的 区 间 佑 计 ， 165 * 


2a C2 
UC UD cuts. — 45:5) 

c 
————— y, | 
WOO CDS 作为 槐 轴 量 , 即 得 (参见 图 uiuo aD 
T— 4) 图 7 一 4 

Te 
P [xi (i D< o7 D =a, (5. 6) 
(n—DS .,. aD | -— 

Bj FACIS d 1—a. (5. 6) 


这 就 得 到 方差 o^ 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 
CE 
EA Taa D) 
由 (5. 6)' 式 ,还 可 得 到 标准 差 o 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 
和 | (5. 8) 
Vxin—1) yi- ni) 
注意 ,在 密度 函数 不 对 称 时 ,如 y 分布 和 下 分 布 ,习惯 上 仍 是 取 对 称 的 分 位 点 
(如 图 7 一 4 中 的 上 分 位 点 Xf_wz(n 一 1) 与 y(n 一 1)) 来 确定 置信 区 间 的 . 
例 2 求 例 1 中 总 体 标准 差 a 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 . 
St MÉ 2/2—0.025,1—2/2—0.975,n—1-— 15, € XE B. ylos (150 一 
27. 488, y6.ors (15) —6, 262, X, 5—6. 2022, 由 (5.8) 式 得 所 求 的 标准 差 o 的 一 个 
置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 为 
(4. 58, 9. 60). L] 


(一 ) ATEA Na at NCus ,o) 的 情况 


在 实际 中 常 遇 到 下 面 的 问题 :已 知 产品 的 某 一 质量 指标 服从 正 态 分 布 , 但 由 
于 原料 .设备 条 件 .操作 人 员 不 同 ,或 工艺 过 程 的 改变 等 因素 ,引起 总 体 均 值 、 总 
体 方差 有 所 改变 . 我 们 需要 知道 这 些 变化 有 多 大 ,这 就 需要 考虑 两 个 正 态 总 体 均 
什 差 或 方差 比 的 估计 问题 . 

设 已 给 定 置 信 水 平 为 1 一 a, 并 设 X; X, sS X, 是 来 自 第 一 | 总 体 的 样本 ; 
YoYo Yn 是 来 目 第 二 个 总 体 的 样本 ,这 两 个 样本 相互 独立 . ELE XY 分 别 
为 第 一 ,第 二 个 总 体 的 样本 均值 ,Si ,Si 分 别 是 第 一 ,第 二 个 总 体 的 样本 方差 . 

l. 两 个 总 体 均 值 差 jw 一 js 的 置信 区 间 

(1) oic: 均 为 已 知 . A XSY 4 8I uisus 的 无 偏 估 计 , 故 下 一 了 是 yy 一 
的 无 偏 估计 . 由 X,Y S SE TEDUR X — NGa soi /n0,Y—N(Ga oi /ns) 得 


(5. 7) 
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X—Y~N (m Tu: E Z) 


(X — Y)— Gu — pi) 
/ , 0 
| nj Ha 


取 (5.9) 左 边 的 函数 为 枢 轴 量 , 即 得 yi 一 ys 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 


(X—Y+z,, t), (5. 10) 
7, ns 
(2) i oi =g" ,但 o HRA. 此 时 ,由 第 六 章 S 3 定理 四 


-tln T ns — 2). (5. 11) 


取 (5. 11) 左 边 的 函数 为 枢 轴 量 ,可 得 jy 一 jx 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 
间 为 


[X—Y-cz4 8 —2)8, LE (5.12) 
n Hs : 
(n; —1)S -Cn —1)55 7 
| 2 m Miet Rs uli nul I) duis REED ond] = a 
此 处 S: d Se= y Si. (5. 13) 


9813 为 比较 工 , 工 两 种 型 号 步枪 子弹 的 枪 口 速 度 , 随 机 地 取 工 型 子弹 10 
发 ,得 到 枪 口 速度 的 平均 值 为 z — 500 m/s, 标 准 差 5s; — 1. 10 m/s, BÉ EL REX TI 
型 子弹 20 发 ,得 到 枪 口 速度 的 平均 值 为 x2 — 496 m/s. 标准 差 s — 1. 20 m/s. 假 
设 两 总 体 都 可 认为 近似 地 服从 正 态 分 布 . 且 由 生产 过 程 可 认为 方差 相等 . 求 两 总 
体 均 值 差 p 一 js 的 一 个 置信 水 平 为 0.95 的 置信 和 区间. 

解 ” 按 实际 情况 ,可 认为 分 别 来 自 两 个 总 体 的 样本 是 相互 独立 的 . 又 因由 假 
设 两 总 体 的 方差 相等 ,但 数值 未 知 , 故 可 用 (5. 12) 式 求 均 值 差 的 置信 区 间 . 由 于 
1—a-—0.95,2/2--0.025,, —10,n; =20,n + =2=28, ta os (28) —2. 048 4. 
52, — (9X 1. 10? 2-19 X 1. 200/28, s, = si, — 1.168 8, 故 所 求 的 两 总 体 均 值 差 
一 pz 的 一 个 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 是 


1 .1 
(i i-a) (4 十 0.93)， 


即 (3. 07, 4, 93). 

本 题 中 得 到 的 置信 区 间 的 下 限 大 于 零 ,在 实际 中 我 们 就 认为 us HG js R. E 
例 4 为 提高 某 一 化 学 生产 过 程 的 得 率 , 试 图 采用 一 种 新 的 催化 剂 . 为 慎重 

起 见 , 在 实验 工厂 先进 行 试验 . 设 采用 原来 的 催化 剂 进行 了 和 三 8 次 试验 ,得 到 

得 率 的 平均 值 歼 一 91.73, 样 本 方差 sf 二 3. 89; 又 采用 新 的 催化 剂 进 行 了 n= 二 8 
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次 试验 ,得 到 得 率 的 平均 值 T: =93. 75, FE Jj 36 $= 4. 02. 假设 两 总 体 都 可 认 
为 服从 正 态 分 布 , 且 方差 相等 ,两 样本 独立 . 试 求 两 总 体 均 值 差 us 的 置信 
水 平 为 0. 95 的 置信 和 区间. 
解 ” 现 在 
s (mn — Dsi tO —-105 —3.96,5,— 3.86. 


ny T5 = 


由 (5. 12) 式 得 所 求 的 置信 区 间 为 


(z: — Xs TE to, oss (142 5, EE: )= 2. 02 +2.13), 


Bp (—4.15, 0.11). 
由 于 所 得 置信 区 间 包 含 零 ,在 实际 中 我 们 就 认为 采用 这 两 种 催化 剂 所 得 的 得 率 
的 均值 没有 显著 差别 . O 
2， 两 个 总 体 方 差 比 o/o 的 置信 区 间 
我 们 仅 讨论 总 体 均值 ua ,ws 均 为 未 知 的 情况 ,由 第 六 章 $ 3 定理 四 


S/S; OEA a 
EY FCn ] ,ns 1), (5. 14) 
-" » ! | SS y : 
并 且 分 布 FOn, — 1. 1) 不 依赖 任何 未 知 参数 . Maa 为 枢 轴 量 得 
1 F 
2 /2 
P| Fi-a m — l,m =} iJ < 51/51 e Fm E 1.75 — D)= l— as 
oilo: 
(5. 15) 
Bp 
[St 1 ei Si 1 hos 
ls ExucLa D sS ee er E, a. 
(5, 15)” 
于 是 得 oi/os 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
Si 1 i 1 
(s F,5 n; —1,n; —1) eg Fi- m —1.,n—1) 上 (5. 16) 


B5 研究 由 机 器 A 和 机 器 B 生产 的 钢管 的 内 径 ( 单 位 :mm), 随 机 抽取 机 
ik 和 A 生产 的 管子 18 只 , 测 得 样本 方差 51 —0. 34; 抽 取 机 器 B 生产 的 管子 13 只 ， 
测 得 样本 方差 号 二 0. 29. 设 两 样本 相互 独立 , 且 设 由 机 器 A, 机 器 B 生产 的 管子 
的 内 径 分 别 服 从 正 态 分 布 N Casi), NOus) XE ,a (i 二 1,2) 均 未 知 . 试 
求 方 差 比 of /oi 的 置信 水 平 为 0. 90 的 置信 区 间 . 

E ME n=18, s =0. 34,n， =13, s —0. 29,0—0. 10, RB 1) 


E ssp 


、 l 
二 下 | 17,12) 7-2, 59, F a" 2 二 一 0.95 " = ————— E —— 
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是 由 (5. 16) 式 得 of /ai 的 一 个 置信 水 平 为 0. 90 的 置信 区 间 为 


0. 34 1 0, 34 
(5739 0 2 38) 
Bi (0, 45, 2.79). 
由 于 有 /oi 的 置信 区 间 包 含 1 ESE BR P dO RA DR ol. 两 者 没有 显著 差 
别 . 口 


$6 (0 一 1) 分 布 参数 的 区 间 估 计 


设 有 一 容量 n50 的 大 样本 , 它 来 自 (0 一 1) 分 布 的 总 体 XX 的 分 布 律 为 
fixsp—p(1—p) *,x—0,1, (6. 1) 
其 中 op 为 未 知 参数 . 现在 来 求 p 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 . 
已 知 (0 一 1) 分 布 的 均值 和 方差 分 别 为 
vr Hp | (6. 2) 
设 XoXo X, ETE. 因 样 本 容量 n 较 大 ,由 中 心 极限 定理 , 知 
之 X; —np dE. 


一 (6. 3) 
Vnp(i—p)  wnpü—p 


近似 地 服从 N(0,1) 分 布 ,于 是 有 
X—n | 
EE ug TM M aie " = | — n. " 
P| Zar? FETT Taf? l—ae (6. 4) 
而 不 等 式 (6.5) 
np(l—p) 
等 价 于 
(ni 214) p? — GnX M 21242 p- nX* «0. (6. 6) 
id pı => (-8— VE tac)» (6, 7) 
p: zo (—b+ VE ac): (6. 8) 


此 处 a=n 十 z2s ,b— —(2nX Fezie) c=nX 于 是 由 (6. 5) 式 得 的 一 个 近似 的 
置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
(pis p2). 
例 设 自 一 大 批 产 品 的 100 个 样品 中 ,得 一 级 品 60 个 , 求 这 批 产 品 的 一 级 
品 率 p 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 
解 ” 一 级 品 率 p 是 (0 一 1) 分 布 的 参数 ,此 处 »s—100,7—60/100—0. 6.1—a 
—0.95,2/2-—0.025,2,5 —1.96,18(6. 22. (6. 8) 式 来 求 的 置信 和 区间, 其 中 


$7 Bu S fa X fg) : 169 * 


—— 


a—n--22,7103. 84, b= —(2nz + zna) = —123. 84, c— nr? —36. 


于 是 5:70.50, p: =0. 69. 
故 得 p 的 一 个 置信 水 平 为 0.95 的 近似 置信 区 间 为 
(0. 50, 0. 69). E 


$7 单 侧 置 信 区 间 


在 上 述 讨 论 中 ,对 于 未 知 参数 2, 我 们 给 出 两 个 统计 量 9, 0 ,得 到 2 的 双 侧 置 
信 区 间 《0,0). 但 在 某 些 实际 问题 中 ,例如 ,对 于 设备 .元 件 的 寿命 来 说 ,平均 寿命 
长 是 我 们 所 和 希望 的 ,我 们 关心 的 是 平均 寿命 和 的 “下 限 ” ;与 之 相反 ,在 考虑 化 学 
药品 中 琳 质 含量 的 均值 y 时 ,我 们 常 关 心 参数 的 ”上限 ” 这 就 引出 了 单 侧 置信 
区 间 的 概念 . 
对 于 给 定 值 a CO D , 若 由 样本 X Xote X, 确定 的 统计 量 9 二 0( XI， 
XXX 对 于 任意 0€ 0 E 
P1070) Zz1—a, (7.1) 
Wi BS BLIX IR] CO, co) Æ 0 的 置信 水 平 为 1 一 e 的 单 侧 置信 区 间 ,6 称 为 9 的 置信 水 
平 为 1 一 a 的 单 侧 置信 下 限 . 
又 若 统 计量 9 二 0(Xi Xo ，…，X,) ,对 于 任意 9E@ 满 足 
Pi6—0) 21— (7.2) 
称 随机 区 间 ( 一 ,9) 是 9 的 置信 水 平 为 1 一 a T—' 称 为 2 的 置信 
水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置信 上 限 . 
例如 对 于 正 态 总 体 X, iii cdd EJ I; B Xi ,Xs 是 一 
个 样本 ,由 


x 
En]1) 
Sja 
A CILE] 7—5) 
a N, -Dj-1-a " 
"(S2 i } 

有 P [jo X— 24. P E 
j H s n la 


于 是 得 到 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置 信 区 间 
(X— a. 7D 9). 51 
的 置信 水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置信 下 限 为 | 


g-X— a, G- D. (7. 4) 
Tt 
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又 由 
ORE 2 
e D y G-D. 
有 ( 见 图 7 一 6) 
2 
p[ 979 4. DI, 
"ER EC a! PI |= ERR 
即 Plo Are e 


X Lot -I ) 


图 7 一 5 图 7 一 6 


于 是 得 e 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置信 区 间 


(n—1)5S* 
(on) (7.5) 
cr 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置信 上 限 为 
B (nO—1)S’ 
g Ere (7. 6) 


例 从 一 批 灯 泡 中 随机 地 取 5 REEMA LOU Bote dE CUL h 计 ) 为 
1050 1100 1120 1250 1280 
设 灯 泡 寿 命 服 从 正 态 分 布 . 求 灯 泡 寿 命 平 均值 的 置信 水 平 为 0.95 的 单 侧 置信 
FR. 
解 1—a=0.95,n=5, t (n—1)= tos (4)=2.1318,7=1 160,5 一 9 950. 
Hi C7. 4) 式 得 所 求 单 侧 置 信 下 限 为 


M 
—z— ——t,(n—1)-1 065. o 
长 in. " 
AE 


参数 佑 计 问 题 分 为 点 估计 和 区 间 估 计 . 点 估计 是 适当 地 选择 一 个 统计 量 作 为 未 知 参数 
的 估计 ( 称 为 估计 量 ) ,车 已 取得 一 样本 ,将 样本 值 代入 估计 量 , 得 到 估计 量 的 值 ,以 估计 量 的 
值 作 为 未 知 参数 的 近似 值 ( 称 为 估计 值 ). 

本 章 介 绍 了 两 种 求 点 估计 的 方法 : 矩 估 计 法 和 最 大 似 然 估计 法 . 

矩 估 计 法 的 做 法 是 ,以 样本 和 矩 作为 总 体 矩 的 估计 量 , 而 以 样本 和 矩 的 连续 函数 作为 相应 的 
总 体 矩 的 连续 函数 的 估计 量 , 从 而 得 到 总 体 未 知 参数 的 估计 ， 


小 8 007b 


最 大 似 然 佑 计 法 的 基本 想法 是 , 若 已 观察 到 样本 ( ,XX ,，… ,XX,) 的 样本 值 (x i msn, 
rn), 而 取 到 这 一 样本 值 的 概率 为 p (在 离散 型 的 情况 ) ,或 (XX, , 义 ,,…,X,) 落 在 这 一 样本 值 
Croton Xn) 的 邻 域内 的 概率 为 p (在 连续 型 的 情况 ) ,而 p 与 未 知 参数 有 关 , 我 们 就 取 6 的 
估计 值 使 概率 户 取 到 最 大 . 

对 于 一 个 未 知 参数 可 以 提出 不 同 的 估计 量 , 因 此 自然 提出 比较 估计 量 的 好 坏 的 问题 ,这 
就 需要 给 出 评定 估计 量 好 坏 的 标准 . 估计 量 是 一 个 随机 变量 ,对 于 不 同 的 样本 值 ,一 般 给 出 
参数 的 不 同 信 计 值 . 因而 在 考虑 估计 基 的 好 坏 时 ,应 从 某 种 整体 性 能 去 衡量 ,而 不 能 看 它 在 
个 别 样 本 之 下 表现 如 何 , 本 章 介绍 了 三 个 标准 :无 偏 性 .有 效 性 和 相合 性 . 相合 性 是 对 估计 
量 的 一 个 基本 要 求 ,不 具备 相合 性 的 估计 量 ,我 们 是 不 考虑 的 . 

操 售 计 不 能 反映 估计 的 精度 ,我 们 引入 了 区 间 估 计 . 置信 区 间 是 一 个 随机 区 间 (6,0) , 它 
覆盖 未 知 参数 具有 预先 给 定 的 高 概率 (置信 水 平 ), 即 对 于 任意 0€ @, 有 

Pig « 0-8) z1—a. 
例如 ,对 于 正 态 分 布 Nn) 未 知 ,可 得 jy 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


(C t Qi- D È, X+ iam D 22. (5.4) 


就 是 说 这 一 随机 区 间 和 覆盖 py 的 概率 三 1 一 e. 一 旦 有 了 一 个 样本 值 rm yz yz, 将 它 代 人 
(5. 4) ,得 到 一 个 数字 区 间 


pr ed. rn 
E tis (n "E rcnt Du) (— cc), 


(一 cc) 也 称 为 上 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 , 意 指 “( 一 c,c) 包 含 w” 这 一 陈述 的 可 信 程 度 
为 1 一 w 如 果 将 这 事实 写成 P{ 一 c 生 pc}=1 一 wx 是 错误 的 ,因为 (一 cyc) 是 一 个 数字 区 间 ,要 
LA AE (一 cyc) ,此 时 Po —eue —1E A ug (一 ce) 此 时 Po cue) =, 

本 章 还 介绍 了 单 侧 置信 区 间 ,例如 ,对 于 正 态 分 布 NCno),oz 未 知 ,可 得 的 置信 水 平 
为 1 一 ax 的 单 侧 置信 区 间 为 


5 E ; 
d(-9. X*&«-»2). EMNER ERY p=X+ a7 07. 


Cii) (X7. 0707. = ) AU TRU =X, nD. 
7 Hn 


在 形式 上 ,只 需 将 置信 区 间 (5.4) 的 上 下 限 中 的 “a/2” 改 成 “a”, 就 得 到 相应 的 单 侧 置 信 上 
PRI. 
E 重要 术语 及 主题 

PAHE ”最 大 似 然 估计 量 

估计 量 的 评选 标准 :无 偏 性 .有 效 性 、 相 合 性 

参数 9 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 

参数 0 的 单 侧 置信 上 限 和 单 侧 置信 下 限 

单个 正 态 总 体 均值 .方差 的 置信 区 间 . 单 侧 置信 上 限 与 单 侧 置信 下 眼 

两 个 正 态 总 体 均 值 差 .方差 比 的 置信 区 间 . 单 侧 置信 上 限 与 单 侧 置信 下 限 
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Es wp LE 
NM" ll wv-—mn ba zm" 2. ri 
(nego ge P ET E (a d piti x) oo 


qug uy 1 
E - (T— *u*[— Wy ~ 
z zp yip 
ec) a 
3S 


(8 ur MT 一 tu) dum i 
I 


(I — te'r— tuyi 《T 一 us 一 USE 


eg — tup tu — | go r 
S(T — 4) + SU Ww) i 
(Z 一 请 十 UN ~ 


A—X= WH—" 


"SZ — Wt tu) 4- 


(p—)X 


5 Vise Er NT (q—2uy7X Sh: HF 
SA) : S(T) & SAZ S(O 


ee 


(»—Tr530E SENE SEE MP EI XIEREDEXLCNESIPERST I—L3X 


EE 4-14 dona 


| € mg 


习题 


1. 随机 地 取 8 只 活塞 环 , 测 得 它们 的 直径 为 (以 mm 计 ) 
74.001 74.005 74.003 74.001 
74.000 73.998 74.006 74.002 
试 求 总 体 均值 jy 及 方差 oo 的 矩 估计 值 , 并 求 样本 方差 5. 
2. V Xi Krst Ka 为 总 体 的 一 个 样本 ,zz ,xs ,… on, 为 一 相应 的 样本 值 . 求 下 列 各 总 体 
的 概率 密度 或 分 布 律 中 的 未 知 参数 的 矩 估 计量 和 符 估 计 值 . 


Bdr rc, 
(1) fo | 其 中 c03805353.021.0 为 未 知 参 数 . 
0 其 他 ， 
48— 1 
(2) f(z)= ps (OST uei 60,0 为 未 知 参数 . 
0, 其 他 ， 


(3) P(X2x)— Wii E (—0,1,2,7- m P 0 二 Pp 二 1,p 为 未 知 参数 . 
3. 求 上 题 中 各 未 知 参 数 的 最 大 似 然 估计 值 和 估计 量 ， 
4. (1) 设 总 体 X 具有 分 布 律 


Pi F 2010 — (1—9) 


其 中 0 (0 一 0 一 1) 为 未 知 参 数 .已 知 取得 了 样本 值 zx 二 1,zx; 2.27 — 1. 试 求 8 的 矩 估计 值 和 最 大 伺 
然 估 计 值 . 

(2) Wb X, Xs on X, 是 来 自 参 数 为 4 的 泊 松 分 布 总 体 的 一 个 样本 , 试 求 4 的 最 大 似 然 
佑 计量 及 和 扼 估 计量 ， 

(3) 设 随机 变量 多 服从 以 r ,pp 为 参数 的 负 二 项 分 布 , 其 分 布 律 为 


Z l 
P(X=z)= |( )ra-gpa-. r,Q—r.rdl,.e, 
r~ |j 


其 中 r 已 知 ,p 未 知 . 设 有 样本 值 zl ,zt ，……z* 试 求 户 的 最 大 似 然 估 计 值 . 
s， 设 某 种 电子 器 件 的 寿命 (以 h 计 ) 开 服从 双 参 数 的 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 
1 


d ro >e, 
fin-49 
0, 其 他 ， 


其 中 c, 0 (cb 一 0) 为 未 知 参数 . 自 一 批 这 种 器 件 中 随机 地 取 n 件 进行 寿命 试验 . 设 它们 的 失 
效 时 间 依 次 为 nmn mex. 

(OD 求 6 与 c 的 最 大 似 然 估计 值 ， 

(2) R 0 5 c 的 矩 估 计量 . 

6. 一 地 质 学 家 为 研究 密歇根 湖 湖 浴 地 区 的 岩石 成 分 ,随机 地 自 该 地 区 取 100 个 样品 ,每 
个 样品 有 10 块 石子 ,记录 了 每 个 样品 中 属 石灰 石 的 石子 数 . 假设 这 100 次 观察 相互 独立 ,并 
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且 由 过 去 经 验 知 ,它们 都 服从 参数 为 m= 二 10,p 的 二 项 分 布 ,p 是 这 地 区 一 块 石子 是 石灰 石 的 
概率 . 求 p 的 最 大 似 然 估计 和 值 . 该 地 质 学 家 所 得 的 数据 如 下 ， 


样品 中 属 石 灰 石 的 石子 数 i 
观察 到 i 块 石 灰 石 的 样品 个 数 


23 26 21 


7. CORE Xi Xs ono X, EE B EX 的 一 个 样本 , 且 X200 R PUX 0) BS CK ft 
然 估 计 值 . 

(2) 某 铁 路 局 证 实 一 个 扳 道 员 在 五 年 内 所 引起 的 严重 事故 的 次 数 服从 泊 松 分 布 . 求 一 个 
扳 道 员 在 五 年 内 未 引起 严重 事故 的 概率 p 的 最 大 似 然 估计 ,使 用 下 面 122 个 观察 值 . 下 表 中 ， 
r 表示 一 拔 道 员 五 年 中 引起 严重 事故 的 次 数 ,s 表示 观察 到 的 扳 道 员 人 数 . 


8. (1) 设 X; 2€ (t9 X, 是 来 自 概率 密度 为 
pz NE Larl, 
f(x) 
" 0, 其 他 
的 总 体 的 样本 ,96 未知, 求 U==e 2% 的 最 大 似 然 估 计 值 . 
(2) 设 Xi ,XX ，… X, 是 来 自 正 态 总 体 N(n,1) 的 样本 .wz 未知, 求 0—PCS2) BSEC K ftl 
然 估 计 值 . 
(3) 设 Ti sE "t'y En EEE Ubm OHE. %= 本 (1 十 及 , 求 B 的 最 大 似 然 估 


计 值 . 
9. 〈1) 验 证 教材 第 六 章 $ 3 定理 四 中 的 统计 量 
eem n; —1 2 n; —1l 2 in — DSi 十 (ms — DS 
Sw 7" T Fs — 2?! T 7l] cn; = 29 本 "n 十 Hs — 2 


是 两 总 体 公共 方差 oh 的 无 偏 估计 量 (32 称 为 a 的 合并 估计 ) 
(2) iX B 3 SE I EB L7 u (Xp Xo urn X, EAX 的 样本 ,ai rar stt tn 是 任意 党 
BORE DaX) | Da (其 中 > oa o 0) 是 点 的 无 偏 信 计 量 . 
10. 设 X1 „Aa a" Aa 是 来 自 总 体 X 的 一 个 样本 , 设 ECXD — nu, D(X) =ð. 
D MERR oE DOG 一 X! 为 o? 的 无 偏 估计 . 
(2) 确定 常数 (EOD! 一 <S: 是 yz HEREA, S 是 样本 均值 和 样本 方差 ) 
11. 设 总 体 X 的 概率 密度 为 


"l a-s 

rawi Ji EAR 0 十 co， 
0, 其 他 ， 

XXn X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 . 


E 题 Ir EE 


(1) 验 证 9 的 最 大 似 然 估计 量 是 8 = 二 > X 


(2) WEB] 0 J& 0 的 无 偏 估 计量 . 
12. dt XX’ X X, 是 来 自 均值 为 8 的 指数 分 布 总 体 的 样本 ,其 中 86 未知 . 设 有 估计 量 


T, = 二 (XI 3353 LG Sg 


T —OX, 4-2X; 十 3Xi +4X,)/5, 
T, —CX, + X; 4- X, HX O/A 
(OD 指出 T; T; T; 中 哪 几 个 是 0 的 无 偏 估计 量 ， 
(2) 在 上 述 8 的 无 偏 估计 中 指出 哪 一 个 较为 有 效 . 


13. (Dto 是 参数 0 的 无 偏 估计 , 且 有 DG) >0, 试 证 


0! — (9)! REE 的 无 偏 估计 . 
(2) 试 证 明 均 名 分 布 


[n 0c rz, 
fim 8 : 
0, 其 他 
中 未 知 参 数 0 的 最 大 似 然 估 计量 不 是 无 偏 的 . 

14. 设 从 均值 为 py, 方 差 为 二 0 的 总 体 中 分 别 抽取 容量 为 mm ,ns 的 两 独立 样本 . X M 
Xi 分 别 是 两 样本 的 均值 . 试 证 :对 于 任意 常数 a,6 (a 十 6 二 1) , Y 2aX, +X, 都 是 u 的 无 偏 估 
计 , 并 确定 常数 a 必 使 DY) 达到 最 小 ， 

15. RA k ERE ELA HIS 莽 台 仪器 测量 时 ,测定 值 总 体 的 标准 差 为 mw 0 1.2.2). 
用 这 些 仪器 独立 地 对 某 一 物理 量 6 各 观察 一 次 ,分 别 得 到 XX; ,… ,XX,. 设 仪器 都 没有 系统 


RÆ B E(Xi) 一 8 (一 1 2 ,大 ). 问 aar, yat 取 何 值 , 方 能 使 使 用 bf = 之 1aiX， 估计 日 


时 , 6 是 无 偏 的 ,并 且 DOD RAN? 

16. 设 某 种 清漆 的 9 个 样品 ,其 干燥 时 间 ( 以 h 计 ) 分 别 为 

6.0 5.7 5.8 6.5 7.0 6.8 5.6 6.1 5.0 

设 干燥 时 间 总 体 服从 正 态 分 布 NGCu,o). 求 产 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 ,(1) 若 由 以 往 
经 验 知 uv 一 0. 6(h),(2) 若 ve 为 未 知 . 

17. 分 别 使 用 金 球 和 铂 球 测定 引力 常数 (单位 :10-?m * kg? 。s-:)， 

D 用 金 球 测定 观察 值 为 

6.683 6.681 6.676 6.678 6.679 6.672 
(2) 用 铂 球 测定 观察 值 为 
6.661 6.661 6.667 6.667 6,664 

设 测定 值 总 体 为 No), uso? 均 为 未 知 . 试 就 (1) ,(2) 两 种 情况 分 别 求 a 的 置信 水 平 为 0.9 
的 置信 区 间 ,并 求 叶 的 置信 水 平 为 0.9 的 置信 区 间 . 

18. 随机 地 取 某 种 炮弹 9 发 做 试验 ,得 炮 口 速度 的 样本 标准 差 *= 11 m/s. 设 炮 口 速度 服 
从 正 态 分 布 . 求 这 种 炮弹 的 炮 口 速度 的 标准 差 o 的 置信 水 平 为 0.95 B8 CRT. 
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19. 设 Xis A; TLD. e 是 来 自分 布 N Guo DI EAS ,yp 已 知 ‚0 未 知 . 
D 验证 > `(X — 20? /& — y G0. 利用 这 一 结果 构造 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 
i=] 


区 间 . 

(2) 设 n=6.5, 且 有 样本 值 7.5, 2.0, 12.1, 8.8,9.4, 7.3, 1.9, 2.8, 7.0, 7.3. 试 求 o 
的 置信 水 平 为 0.95 B5 8r fà EXC f. 

20. 在 第 17 题 中 , 设 用 金 球 和 用 铂 球 测定 时 测定 值 总 体 的 方差 相等 . 求 两 个 测定 值 总 体 
均值 差 的 置信 水 平 为 0.90 的 置信 区 间 . 

21， 随 机 地 从 A 批 导 线 中 抽 4 根 ,又 从 B 批 导线 中 抽 5 根 , 测 得 电阻 (0) 为 

上 4 批 导 线 ， 0.143 0.142 0.143 0.137 
B 批 导线 0.140 0.142 0.136 0.138 0.140 

设 测定 数据 分 别 来 自分 布 NGasc0NGÁ7 so), 且 两 样本 相互 独立 . XC ga qoo IARA. 
试 求 ju 一 jz 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 . 

22， 人 研究 两 种 固体 燃料 火箭 推进 器 的 燃烧 率 . 设 两 者 都 服从 正 态 分 布 ,并 且 已 知 燃烧 率 
的 标准 差 均 近似 地 为 0.05 cmys, 取 样本 容量 为 n n — 20. 得 燃烧 率 的 样本 均值 分 别 为 m 
—18 cm/s,z, —24 cm/'s, 设 两 样本 独立 . 求 两 燃烧 率 总 体 均值 差 一 js 的 置信 水 平 为 0.99 
的 置信 和 区间. 

23. 设 两 位 化 验 员 A.B 独立 地 对 某 种 聚合 物 含 氮 量 用 相同 的 方法 各 做 10 次 测定 ,其 测 
定 值 的 样本 方差 依次 为 50. 5419,55 —0. 6065. Ut ol oh 分 别 为 A,B 所 测定 的 测定 值 总 体 
的 方差 . 设 总 体 均 为 正 态 的 , 且 两 样本 独立 . 求 方差 比 05 / o 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 

24. 在 一 批 货 物 的 容量 为 100 的 样本 中 ,经 检验 发 现 有 16 只 次 品 , 试 求 这 批 货 物 次 品 率 
的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 . 

25. (D 求 第 16 题 中 jy 的 置信 水 平 为 0. 95 的 单 侧 置信 上 限 . 

(2) 求 第 21 题 中 ju 一 jz 的 置信 水 平 为 0. 95 的 单 侧 置信 下 限 . 

(3) 求 第 23 题 中 方差 比 0/o8 的 置信 水 平 为 0. 95 的 单 侧 置信 上 限 . 

26. 为 研究 某 种 汽车 轮胎 的 磨损 特性 ,随机 地 选择 16 只 轮胎 ,每 只 轮胎 行驶 到 磨 坏 为 止 ， 
记录 所 行驶 的 路 程 ( 以 km 计 ) 如 下 : 

41 250 40 187 43175 41010 39265 41872 42654 41 287 
38 970 40 200 42 550 41095 40 680 43500 39 775 40 400 


假设 这 些 数 据 来 自 正 态 总 体 Niu) rh uso! 未 知 , 试 求 的 置信 水 平 为 0.95 的 单 侧 置 
fs FIR. 

27. 科学 上 的 重大 发 现 往往 是 由 年 轻 人 做 出 的 .下 面 列 出 了 自 16 世纪 中 叶 至 20 世纪 早 
期 的 十 二 项 重大 发 现 的 发 现 者 和 他 们 发 现时 的 年 龄 : 


发 现 内 容 发 现 者 发 现时 间 年 龄 
l. 地 球 绕 太阳 运转 哥 白 尼 (Copernicus) — 1543 40 
2. 望远镜 、 天 文学 的 基本 定律 MAB Galileo) 1600 36 
3. 运动 原理 .重力 , 微 积 分 牛顿 (Newton) 1665 23 
t EJEM 富兰克林 (Franklin) — 1746 40 


2] 题 = 177 。 
5. 燃烧 是 与 氧气 联系 着 的 BE (Lavoisier) 1774 3] 
6. 地 球 是 渐进 过 程 演化 成 的 3€ /R CLyelD 1830 33 
7. 目 然 选择 控制 演化 的 证 据 达尔 文 (Darwin) 1858 49 
8， 光 的 场 方程 麦克 斯 韦 (Maxwell) 1864 33 
9. 放射 性 居 里 (Curie) 1896 34 
10. 量子 论 Tf BH 9E (Plank) 1901 43 
11. 狭义 相对 论 ,E= mco 爱 因 斯 坦 (Einstein) 1905 26 
12, 量子 论 的 数学 基础 EEES Schrödinger) 1926 39 


设 样 本 来 自 正 态 总 体 , 试 求 发 现 者 的 平均 年 龄 p 的 置信 水 平 为 0.95 的 单 侧 置 信 上 限 . 
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统计 推断 的 另 一 类 重要 问题 是 假设 检验 问题 . 在 总 体 的 分 布 函 数 完全 未 知 
或 只 知 其 形式 ,但 不 知 其 参数 的 情况 ,为 了 推断 总 体 的 某 些 未 知 特性 ,提出 某 些 
关于 总 体 的 假设 . 例如 ,提出 总 体 服从 泊 松 分 布 的 假设 ,又 如 ,对 于 正 态 总 体 提出 
数学 期 望 等 于 m 的 假设 等 . 我 们 要 根据 样本 对 所 提出 的 假设 作出 是 接受 ,还 是 
拒绝 的 决策 . 假设 检验 是 作出 这 一 决策 的 过 程 . 这 里 , 先 结合 例子 来 说 明 假 设 
检验 的 基本 思想 和 做 法 . 

例 1 某 车 间 用 一 台 包 装机 包装 葡萄糖 . 袋 装 糖 的 净重 是 一 个 随机 变量 , 它 
服从 正 态 分 布 . 当 机 器 正常 时 ,其 均值 为 0.5 kg, 标 准 差 为 0.015 kg. 某 日 开工 
后 为 检验 包装 机 是 否 正常 ,随机 地 抽取 它 所 包装 的 糖 9 袋 , 称 得 净重 为 (kg) 

0. 497 20.506 0.518 0.524 0.498 0.511 0.520 0.515 0.512 
EHLE 18 1E 76 ? 

以 ps 分别 表 示 这 一 天 袋 装 糖 的 净重 总 体 X 的 均值 和 标准 差 . 由 于 长 期 实 
践 表 明 标 准 差 比 较 稳 定 ,我 们 就 设 c 一 0. 015. 于 是 X — NGCnu,0.015 0 ,3X Hu XR 
知 . 问题 是 根据 样本 值 来 判断 e= 0. 5 还 是 pw 天 0. 5. 为 此 ,我 们 提出 两 个 相互 对 
立 的 假设 

Ho : p= po —0.5 
和 

Hi;:p7 po. 
然后 ,我 们 给 出 一 个 合理 的 法 则 ,根据 这 一 法 则 ,利用 已 知 样本 作出 决策 是 接受 
假设 Ho( 即 拒绝 假设 日 ) ,还 是 拒绝 假设 日 ,( 即 接受 假设 Ho. 如 果 作 出 的 决 
策 是 接受 Hs, MIAH y= 二 pw，, 即 认为 机 器 工作 是 正常 的 ,否则 , 则 认为 是 不 正 
常 的 . 

由 于 要 检验 的 假设 涉及 总 体 均 值 w, 故 首先 想到 是 否 可 借助 样本 均值 X 这 
一 统计 量 来 进行 判断 . 我 们 知道 ,X 是 w 的 无 偏 估计 ,X 的 观察 值 的 大 小 在 一 
定 程 度 上 反映 p 的 大 小 .因此 ,如 果 假 设 Ho 为 真 , 则 观察 值 z 与 m 的 偏差 | 工 一 mm | 
一 般 不 应 太 大 .车 iz 一 jo | 过 分 大 ,我 们 就 怀疑 假设 Ho 的 正确 性 而 拒绝 Ho, 
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并 考虑 到 当 H, X RH P — NOD. 而 衡量 | 一人 | 的 大 小 可 归结 为 衡量 
a ni . 


人 基于 上 面 的 想法 ,我 们 可 适当 选 定 一 正 数 ,使 当 观 察 值 满 足 
[e] 7n 


12-5) 时 就 拒绝 假设 Hos mE EROR BLUE H. 
a/Vn a/Vn 


然而 ,由 于 作出 决策 的 依据 是 一 个 样本 , 当 实 际 上 HH, 为 真 时 仍 可 能 作出 拒 
绝 Ho 的 决策 (这 种 可 能 性 是 无 法 消除 的 ) ,这 是 一 种 错误 , 犯 这 种 错误 的 概率 记 
为 | | 

POR Ho 为 真 拒绝 Ho) 或 P, (E H} 或 Pen {拒绝 Ho). 
记号 PA s HRS SN u W jo 时 事件 { 的 概率 Puen, i 2 } 表 示 取 页 。 规定 
的 值 时 事件 {，。} 的 概率 . 我 们 无 法 排除 犯 这 类 错误 的 可 能 性 ,因此 自然 希望 将 犯 
这 类 错误 的 概率 控制 在 一 定 限度 之 内 , 即 给 出 一 个 较 小 的 数 a CO a D ,使 犯 
这 类 错误 的 概率 不 超过 a, 即使 得 

P{ 当 H, 为 真 拒绝 H) a. (1. 1) 


为 了 确定 常数 4 我们 考虑 统计 量 一 一色 由 于 只 允许 犯 这 类 错误 的 概率 最 大 为 
G/ 7 
a» (Cl. 1) 式 石 端 取 等 号 , 即 令 
n si i-e 


P( 当 Ho 为 真 拒绝 HU) m P, | m 
由 于 当 H, 为 真 时 ,2 一 一 - 短 ~~N(0,1), 由 标准 正 态 分 布 分 位 点 的 定义 得 (如 
o Hn 


图 8 一 1). 
k= zs. 


因而 ,着 Z 的 观察 值 满足 


[ep Zhi), 


| 站 一 o 
o/ n 
则 拒绝 H,.mpE 88-1 


| =| 一 


Tp] 
一 | <k=zns 
e ck ns 


则 接受 Ho. 
例如 ， 在 本 例 中 取 a70. 05, 则 有 k = zo, 05/2 77 £o, 025 — l. 96, AGETBI 1 

0. 015, Bi. HH FE 7 25:48 x — 0. 511, 即 有 

X— Hs 


251 


—2. pur 96, 
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于 是 拒绝 H ,认为 这 天 包装 机 工作 不 正常 . MN 
上 例 中 所 采用 的 检验 法 则 是 符合 实际 推断 原理 的 . 因 通 常 a 总 是 取得 较 小 ， 


| X— 
一 般 取 a —0. 01,0. 05. 因而 者 Ho 为 真 , 即 当 no pe 时 ,| I 


>z | 是 一 个 
小 概率 事件 ,根据 实际 推断 原理 ,就 可 以 认为 ,如 果 Ho 为 真 , 则 由 一 次 试验 得 到 


s 
工 , 则 我 们 有 理由 怀疑 原来 的 假设 Ho 的 正确 性 ， 


因而 拒绝 Ho. Æ i 


Ho ,因此 只 能 接受 假设 Ho. 
在 上 例 的 做 法 中 ,我 们 看 到 当 样 本 容量 固定 时 , 选 定 a 后 , 数 就 可 以 确定 ， 


然后 按照 统计 量 2 一 一 凑 的 观察 值 的 绝对 信 | “| 大 于 等 于 k 还 是 小 于 k 3k JE 


出 决策 . 数 & 是 检验 上 述 假 设 的 一 个 门槛 值 . 如 果 |z |-|2 


p 


的 差异 是 显著 的 ,这 时 拒绝 日,; 反 之 ,如 果 |z|= s 的 差 


异 是 不 显著 的 ,这 时 接受 Hi. $ a 称 为 显著 性 水 平 , 上面 关于 二 与 Lo 有 无 显著 差 
异 的 判断 是 在 显著 性 水 平 “ 之 下 作出 的 . 

统计 量 Z 一 一 -名称 为 检验 统计 量 ， 

前 面 的 检验 问题 通常 叙述 成 :在 显著 性 水 平 a 下 ,检验 假设 

Ho:p=po,  Hiiuvp. (1. 2) 

也 常 说 成 “在 显著 性 水 平 a 下 ,针对 日 | 检验 H”. Ho 称 为 原 假设 或 零 假 设 , H, 
称 为 备 择 假 设 ( 意 指 在 原 假设 被 拒绝 后 可 供 选择 的 假设 ). 我 们 要 进行 的 工作 是 ， 
根据 样本 , 按 上 述 检验 方法 作出 决策 在 HQ 与 Hi 两 者 之 间接 受 其 一 . 

当 检 验 统计 量 取 某 个 区 域 C 中 的 值 时 ,我 们 拒绝 原 假设 H., MERKIR C 为 
拒绝 域 ,拒绝 域 的 边界 点 称 为 临界 点 . 如 在 上 例 中 拒绝 域 为 |z| 宇 zs, 而 z= 
— £2 £77 Zaja 7] Wt FF. 

由 于 检验 法 则 是 根据 样本 作出 的 ,总 有 可 能 作出 错误 的 决策 . 如 上 面 所 说 的 
那样 ,在 假设 Ho 实际 上 为 真 时 ,我 们 可 能 犯 拒绝 Ho 的 错误 , 称 这 类 “ 弃 真 ”的 
ARNA I RER. 又 当 Ho 实际 上 不 真 时 ,我 们 也 有 可 能 接受 Hu. 称 这 类 “ 取 
伪 ” 的 错误 为 第 荆 类 错误 . 犯 第 耻 类 错误 的 概率 记 为 
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P{ 当 H, 不 真 接受 H.) 或 Pen (接受 Hs). 

为 此 ,在 确定 检验 法 则 时 ,我 们 应 尽 可 能 使 犯 两 类 错误 的 概率 都 较 小 . 但 是 ， 
进一步 讨论 可 知 ,一 般 来 说 , 当 样 本 容量 固定 时 , 若 减 少 犯 一 类 错误 的 概率 , 则 犯 
另 一 类 错误 的 概率 往往 增 大 . 若 要 使 犯 两 类 错误 的 概率 都 减 小 ,除非 增加 样本 容 
E. 在 给 定 样 本 容量 的 情况 下 ,一般 来 说 ,我 们 总 是 控制 犯 第 工 类 错误 的 概率 ,使 
它 不 大 于 a. a 的 大 小 视 具 体 情 况 而 定 ,通常 C0. 1,0. 05,0. 01,0. 005 等 值 . 这 
种 只 对 犯 第 工 类 错误 的 概率 加 以 控制 ,而 不 考虑 犯 第 了 类 错误 的 概率 的 检验 , 称 
为 显著 性 检验 . 

形 如 (1. 2) 式 中 的 备 择 假设 Hi, 表示 A 可 能 大 于 yp, 也 可 能 小 于 uo PAR 
边 备 择 假 设 ,而 称 形 如 (1.2) 的 假设 检验 为 双边 假设 检验 . 

有 了 时 ,我 们 只 关心 总 体 均 值 是 否 增 大 ,例如 ,试验 新 工艺 以 提高 材料 的 强度 . 
这 时 ,所 考虑 的 总 体 的 均值 应 该 越 大 越 好 . 如 果 我 们 能 判断 在 新 工艺 下 总 体 均值 
较 以 往 正常 生产 的 大 , 则 可 考虑 采用 新 工艺 . 此 时 ,我 们 需要 检验 假设 


Ho ipsu Hi :A> po. (1. 3) 
形 如 (1. 3) 的 假设 检验 , 称 为 右边 检验 . 类 似 地 ,有 时 我 们 需要 检验 假设 
Ho : p= po» H, o. (1.4) 


JE An COL. 4) 的 假设 检验 , 称 为 左边 检验 . 右边 检验 和 左边 检验 统称 为 单 边 检验 . 
下 面 来 讨论 单 边 检验 的 拒绝 域 . 
设 总 体 X— Neo p o EX Xon X, 是 来 自 X 的 样本 . 给 
定 显著 性 水 平 a 我 们 来 求 检验 问题 (1. 3) 
Ho ii S uo v Hisp > po 
的 拒绝 域 . 
HH, PRIER y AeH, 中 的 py 要 小 , 当 Hi 为 真 时 ,观察 值 工 往往 偏 大 ， 
因此 ,拒绝 域 的 形式 为 
T>k (kk 是 某 一 正常 数 ). 
下 面 来 确定 常数 ,其 做 法 与 例 1 中 的 做 法 类 似 . 
PiS H, 为 真 拒绝 Ho}=P,en 4 {X=&) 


= R 
dias oln | af4n 
IP 
(上 式 不 等 号 成 立 是 由 于 p< Xs te Mb SE Ic (Ens 
o/dn ahn Vn  c/4n Lofn 


k — po 
"E y 要 控制 POS H, 为 真 拒绝 Hoa REA 
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ss ,a MN (1.5) 


BÀ E LNO, D. BO. s) fart e = 


o /n a/An P 
z, (如 图 8— 2) ,k 二 ww 十 二 zx, , 即 得 检验 问题 
n Za 
(1. 3) 的 拒绝 域 为 
图 8 一 2 
ut Hes (1. 6) 
i T ofn i 
类 似 地 ,可 得 左边 检验 问题 (1. 4) 
Hoip S pos. Hiip < po 
的 拒绝 域 为 
z= IZ re (1. 7) 


oin ~ 


例 2 公司 从 生产 商 购 买 牛 奶 。 公 司 怀疑 生产 商 在 牛奶 中 摊 水 以 谋 利 。 通 
过 测定 牛奶 的 冰点 ,可 以 检验 出 牛奶 是 否 摊 水 . 天 然 牛 奶 的 冰点 温度 近似 服从 正 
态 分 布 ,均值 po — — 0. 545 ,标准 差 0— 0. 008 "C. 牛奶 挫 水 可 使 冰点 温度 升 高 
而 接近 于 水 的 冰点 温度 (0 "CO. 测 得 生产 商 提交 的 5 批 牛奶 的 冰点 温度 ,其 均值 
/1:—-:0,535 0 Voi diac A ETA 取 a=0. 05. 
解 ” 按 题 意 需 检验 假设 
Hi, uS ps = —0. 545 CBD BE ^F D R18 710, 
H; : p> us CB ^F 35 0 Ek) 
这 是 右边 检验 问题 ,其 拒绝 域 如 (1. 6) 式 所 示 , 即 为 


pom e ss o5 7 1l. 645. 


a/n 
现在 x 一 一 "23? 一 《一 0. 45) L2, 7951>1. 645. z 的 值 落 在 拒绝 域 中 ,所 以 我 
0. 008/V5 
们 在 显著 性 水 平 a—0.05 下 拒绝 日,, 即 认为 牛奶 商 在 牛奶 中 挫 了 水 . J 


综 上 所 述 ,可 得 处 理 参数 的 假设 检验 问题 的 步骤 如 下 : 

1 根据 实际 问题 的 要 求 ,提出 原 假设 Ho 及 备 择 假设 H; 
2 给 定 显著 性 水 平 a 以 及 样本 容量 n; 

3 确定 检验 统计 量 以 及 拒绝 域 的 形式 ; 

4 fk PLS H, 为 真 拒绝 日 ,}<<a 求 出 拒绝 域 ， 
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5 取样 ,根据 样本 观察 值 作出 决策 ,是 接受 Ho 还 是 拒绝 Ho. 
下 面 我 们 只 讨论 正 态 总 体 参 数 的 假设 检验 问题 . 
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(一 ) 里 个 尽 体 N(y,o 2:28 ài 的 检验 


1. ?已 知 ,关于 4% 的 检验 (Z 检验 ) 
在 $ 1 中 已 讨论 过 正 态 总 体 NÑ o 已 知 时 关于 / 的 检验 问题 (1. 2)， 
(1.3),(1.4). 在 这 些 检验 问题 中 ,我 们 都 是 利用 统计 量 Z7 Eae de 
域 的 . 这 种 检验 法 常 称 为 Z 检验 法 . 
2. o RAET 的 检验 (t 检验 ) 
WHA X ~N) EP uo 未 知 , 我 们 来 求 检验 问题 
Ho:p=po, Hi:pAp 


的 拒绝 域 (显著 性 水 平 为 a). 
H XXn X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 .由 于 呈 未 知 ， ,现在 不 能 利用 到 
来 确定 拒绝 域 了 . 注意 到 S Rc 的 无 偏 估 计 , 我 们 用 S 来 代替 v, 采 用 
pe - 
S/n 
作为 检验 统计 量 . 当 观 察 值 |:| 一 | e 拒绝 域 的 形式 为 
It = mu -一 
由 第 六 章 $ 3 定理 三 A, u Hy 为 真 时 ， S NA , eX EH 
xX- 
P{ 当 H, 为 真 拒绝 Hy) — P, MT. >k] = 
得 上 二 1,s(n 一 1), 即 得 拒绝 域 为 
ie [e EY "T EI 
对 于 正 态 总 体 NGoo 2,245 o SABES XCT n 的 单 边 检 验 的 拒绝 域 在 表 8.1 


中 给 出 . 
上 述 利用 1 统计 量 得 出 的 检验 法 称 为 1 检验 法 . 
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在 实际 中 , 正 态 总 体 的 方差 常 为 未 知 , 所 以 我 们 常用 :检验 法 来 检验 关于 正 
态 总 体 均 值 的 检验 问题 . 
例 1 某 种 元 件 的 寿命 XOA h HO BAIE Sr NCGu o D ,nyo 均 未 知 . 现 
测 得 16 只 元 件 的 寿命 如 下 : 
159 280 101 212 224 379 179 264 
222 362 168 250 149 260 485 170 
问 是 否 有 理由 认为 元 件 的 平均 寿命 大 于 225 h? 
解 ” 按 题 意 需 检验 
Ho ;um =225,  Hiig7225. 
XX a—0, 05. 由 表 8. 1 知 此 检验 问题 的 拒绝 域 为 
nl 
现在 n= 二 16 ,to.os (15)=1. 753 1. XE fx 241. 5,5798. 7259, 即 有 


LO us. 
t= = 0, 668 5<1. 753 1. 
sjn 


t 没有 落 在 拒绝 域 中 , 故 接受 互 , , 即 认 为 元 件 的 平均 寿命 不 大 于 225 h. O 


我 们 还 可 以 用 检验 法 检验 具有 相同 方差 的 两 正 态 总 体 均值 差 的 假设 . 设 
Xi Xo en X, 是 来 自 正 态 总 体 Ny ,a ) 的 样本 ,Yi Yos Y, 是 来 自 正 态 总 
体 N Gio ,o) 的 样本 ,上 且 设 两 样本 独立 . 又 分 别 记 它 们 的 样本 均值 为 乏 ,了 , 记 样 本 
方差 为 SO. Si. ME 和 ,pa yo 均 为 未 知 ,要 特别 引起 注意 的 是 ,在 这 里 假设 两 总 体 
的 方差 是 相等 的 . 现在 来 求 检验 问题 : 

Ho pa — g =, 万 | ipa T p E 

(8 为 已 知 常 数 ) 的 拒绝 域 . 取 显 著 性 水 平 为 w. 

引用 下 述 上 统计 量 作 为 检验 统计 量 ; 


m 0 
B, d 
"ni ne 
in — DStt- Qu, —18i m ; 
其 中 Du n tn 一 2 Sv 二 /SS 


x H, 为 真 时 ， 由 第 六 章 S 3 定理 四 知 ttim Fn:— 2). 与 单个 总 体 的 t 检验 法 
相仿 ,其 拒绝 域 的 形式 为 


(yo 
、 Lal zh. 
UNT ns 
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P(34 H, 为 真 拒绝 Hi} —P, -a 


可 得 kt, (n tn: — 2). 于 是 得 拒绝 域 为 


PI Cat ei E A (2. 2) 
su| =+ 
关于 均值 差 的 两 个 单 边 检验 问题 的 拒绝 域 在 表 8.1 中 给 出 .常用 的 是 8 一 0 


的 情况 . 

当 两 个 正 态 总 体 的 方差 均 为 已 知 (不 一 定 相 等 ) 时 ,我 们 可 用 Z 检验 法 来 检 
验 两 正 态 总 体 均值 差 的 假设 问题 , 见 表 8. 1. 

例 2 用 两 种 方法 (A 和 B) 测 定 冰 自 一 0.72 CREA 0 伟 的 水 的 融化 热 
(以 cal/g 计 ). 测 得 以 下 的 数据 : 

方法 A: 79.98 80.04 80.02 80.04 80.03 80.03 

80.04 79.97 80.05 80.03 80.02 80.00 80.02 

Jiik Bi 80.02 79.94 79.98 79.97 79.97 80.03 79.95 78.97 
设 这 两 个 样本 相互 独立 , 且 分 别 来 自 正 态 总 体 NG 07 2L N Gus) qa a sot 
HRAL. 试 检 验 假 设 ( 取 显著 性 水 平 a0. 05) 


H, n 7 ua SO, H, su ua 一介. 
ERO 分 别 画 出 对 应 于 方法 A 和 方法 B E 二 | 


的 数据 的 箱 线 图 ,如 图 8 一 3. 这 两 种 方法 所 


得 的 结果 是 有 明显 差异 的 ,现在 来 检验 上 述 
假设 . \ = 


n, 713, Xa = 80, 02, s —0. 024* i 1 | i | 
E ! I j 80. : 
n:=8, Z5 7-79. 98, s —0. 03 eT Qoo o 
B 19 


AL —— —3, 33> toos (184-8— 2) —1. 729 1. 


USC /1/13-4r-1/8 
故 拒绝 Ho AANE A 比方 法 B. 测 得 的 融化 热 要 大 . L] 
(=) 基于 成 对 数据 的 检验 (z 检验 ) 


有 时 为 了 比较 两 种 产品 、 两 种 仪器 、 两 种 方法 等 的 差异 ,我 们 常 在 相同 的 条 
件 下 做 对 比试 验 , 得 到 一 批 成 对 的 观察 值 . 然后 分 析 观 察 数 据 作 出 推断 . 这 种 方 


—0. 000 717 8. 图 8 一 3 
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例 3 有 两 台 光 谱 仪 天 ,天 ,用 来 测量 材料 中 某 种 金属 的 含量 ,为 鉴定 它们 
的 测量 结果 有 无 显著 的 差异 ,制备 了 9 件 试 块 (它们 的 成 分 .金属 含量 .均匀 性 等 
均 各 不 相同 ) ,现在 分 别 用 这 两 台 仪 器 对 每 一 试 块 测量 一 次 ,得 到 9 对 观察 值 
如 下 . 

x) 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 

y( %) 0.10 0.21 0.52 0.32 0.78 0.59 0.68 0.77 0.89 
d-—x--y(96)10.10 0.09 —0.12 0.18 —0.18 0.11 0.12 0.13 0.11 


问 能 否认 为 这 两 台 仪 器 的 测量 结果 有 显著 的 差异 ( 取 a 0.0127 

解 ” 本 题 中 的 数据 是 成 对 的 , 即 对 同一 试 块 测 出 一 对 数据 . 我 们 看 到 一 对 与 
男 一 对 之 间 的 差异 是 由 各 种 因素 ,如 材料 成 分 ,金属 合 量 ,均匀 性 等 因素 引起 的 . 
由 于 各 试 块 的 特性 有 广泛 的 差别 ,就 不 能 将 仪器 五 对 9 个 试 块 的 测量 结果 ( 即 
表 中 第 一 行 ) 看 成 是 同 分 布 随 机 变量 的 观察 值 . 因而 表 中 第 一 行 不 能 看 成 是 一 
个 样本 的 样本 值 ， 同样, 表 中 第 二 行 也 不 能 看 成 是 一 个 样本 的 样本 值 再 者 ,对 
于 每 一 对 数据 而 言 ,它们 是 同一 试 块 用 不 同 仪器 I ,了 I 测 得 的 结果 ,因此 ,它们 
不 是 两 个 独立 的 随机 变量 的 观察 值 . 综 上 所 述 , 我 们 不 能 用 表 8. 1 中 第 4 栏 的 
检验 法 来 作 检验 . 而 同一 对 中 两 个 数据 的 差异 则 可 看 成 是 仅 由 这 两 台 仪 器 性 能 
的 差异 所 引起 的 ,这 样 , 局 限于 各 对 中 两 个 数据 来 比较 就 能 排除 种 种 其 他 因素 ， 
而 只 考虑 单独 由 仪器 的 性 能 所 产生 的 影响 . 从 而 能 比较 这 两 台 仪 器 的 测量 结果 
是 否 有 显著 的 差异 . 

一 般 , 设 有 n 对 相互 独立 的 观察 结果 ; (AX Y), (Xs Ys (X,Y,), 邻 
D, —X; —Y;,D—X,—Y,.-,D,—X,—Y,.W Di s Distt D, 相互 独立 . 又 由 
于 D,D: D, 是 由 同一 因素 所 引起 的 ,可 认为 它们 服从 同一 分 布 . 今 假设 
D;— N(Gupsap) »17—1,2,** 这 就 是 说 Di D; D, 构成 正 态 总 体 N (yp o5) 
的 一 个 样本 ,其 中 jv ,ob RA. 我 们 需要 基于 这 一 样本 检验 假设 : 

(1) Ho:np=0, Hi:pp#0; 

(2) Hoipp&mzO,. Hi:pp>0; 

(D HogpZ0, H, :np<<0. 
分 别 记 Di D; D, 的 样本 均值 和 样本 方差 的 观察 值 为 4,55, 按 表 8.1 第 2 
栏 中 关于 单个 正 态 总 体 均值 的 检验 . 知 检验 问题 (1),(2),(3) 的 拒绝 域 分 别 
为 (显著 性 水 平 为 a): 
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== d = hín- 1), 
Sp/ Nn 
上 = d 一 
sp/ Vn 


现在 回 过 来 讨论 本 例 的 检验 问题 . 先 作 出 同一 试 块 分 别 由 仪器 I ,了 I, 测 得 
的 结果 之 差 , 列 于 上 表 的 第 三 行 . 按 题 意 需 检验 假设 
Ho:iup70, Hi:pp@A0. 
现在 n—9,12,5(8) = toos (82 — 3. 355 4 即 知 拒绝 域 为 


d | 
— 75 | > 3. 3554. 
7 


[t| 

"n DE 0. 06 

xc M E T 

值 不 落 在 拒绝 域内 , 故 接 受 H ,认为 两 人 台 仪 器 的 测量 结果 并 无 显著 差异 . O 

例 4 做 以 下 的 实验 以 比较 人 对 红 光 或 绿 光 的 反应 时 间 ( 以 s 计 ). 实验 在 

把 亮 红 光 或 绿 光 的 同时 ,启动 计时 唤 ,要 求 受 试 者 见 到 红 光 或 绿 光 点 亮 时 ,就 按 
下 按钮 ,切断 计时 器 ,这 就 能 测 得 反应 时 间 , 测量 的 结果 如 下 表 : 

红 光 (z)| 0.30 — 0.23 0.41 0.53 0.24 0.36 0.38 00.51 

0.43 0.32 0.58 0.46 0.27 0.41 0.38 0.61 

d-—z—y|-0.13 —0.09 —0.17 0.07 —0.03 —0.05 0.00 —0.10 


—]1.467«:3. 3554. 现 |t| 的 


it D,—X;—Y, (i 三 1];2,…,8) 是 来 自 正 态 总 体 NCupsop) BJ E Æ | up op 
35] ZR XH. 弃 检 验 假 设 ( 取 显著 性 水 平 a0. 05) 
Hs :AD 人 0， H, :up 0. 
E HE n—8,x,— —0.0625,5,—0.0765,Ti 


it 311 — tos (7) — — 1. 894 6, 

5d 

故 拒 绝 Hoi pp 二 0, 即 认为 人 对 红 光 的 反应 时 间 小 于 对 绿 光 的 反应 时 间 ,也 
就 是 人 对 红 光 的 反应 要 比 绿 光 快 . " 


$3 正 态 总 体 方差 的 假设 检验 
现在 来 讨论 有 关 正 态 总 体 方 差 的 假设 检验 问题 . 以 下 分 单个 总 体 和 两 个 总 
体 的 情况 来 讨论 . 
(—2 时 个 忌 体 的 情况 
设 总 体 X>~N Clud) uo 均 未 知 De »€ 2". X. 是 来 自 X 的 样本 ， 要 求 检 
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验 假设 (显著 性 水 平 为 a) 
H, :0 7g, Hi; 0^ E | 
2 为 已 知 常数 
BUTS Ro 的 无 偏 估计 , 当 H 为 真 时 ,观察 值 s 5 o 的 比值 于 一 般 来 说 


应 在 1 附近 摆动 ,而 不 应 过 分 大 于 1 或 过 分 小 于 1. 由 第 六 章 》 3 定理 二 知 当 H。 


为 真 时 
(2 一 1)S 
a 


mé à (n—1) , 


我 们 取 
2 - (n—1)S’ 
o; 


作为 检验 统计 量 , 如 上 所 说 知道 上 述 检验 问题 的 拒绝 域 具有 以 下 的 形式 ; 
(n—1)s CDs 
og: <k; 或 > 
此 人 处 kisko PHE FAME: 
P H, 为 真 拒绝 H.) , 
ap: [00 n n1 — 
=P; (F e) U (g >) =e 
为 计算 方便 起 见 , 习 惯 上 取 
Ja- c, |a p, /nn—DS ,|_a 
pa (<h gr [I-A e, 
故 得 ki = yi. 2n— 1D, k: =y (n— 1). 于 是 得 拒绝 域 为 
(n e < en 一 iD) m o 
FEDORM IHRE EUNE I AERE, a) 
Hy xo). Hai om (3. 2) 
的 拒绝 域 . D] 互 。 中 的 全 部 of 都 比 H PH X) H, 为 真 时 ,S: 的 观察 


值守 往往 偏 大 ,因此 拒绝 域 的 形式 为 
EIE 


ZRyi:(n—1)9, (3. 1) 


IE-OES pup 
PS H 为 真 拒绝 Ho) — Pose (S224) 
(n—1)S*.. (n—1)4 


= P; «s. 
Uo 


(n—1)5* 
af 


D 这 里 指 的 是 


Syf- (n7 D5 zys n DRHE. 
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ENG 2 — 
«Poo; [SPIP any reca, 
ü 
要 控制 POS OH. 为 真 拒绝 Hi Sa HS 
— DS . (n—1 
Po [S RUP. (3, 3) 
— 2 s 
pe-DsS. A EE aL 
[4] go 
"PEE. Em oi 2 a 
—jq35:G—-1) OLEI 8—4). 于 是 上 二 一 了 Xt 
An- 
(一 1) ,得 检验 问题 (3. DHEARY S> dis 
g 
a T 
ub O- DB iud 
=: 2 
kati UP e, (3.4) 
Go 
类 似 地 ,可 得 左边 检验 问题 
Ho: mo. Hii 
的 拒绝 域 为 
- 2 
Vies o & x0. (3. 5) 
以 上 检验 法 称 为 y 检验 法 . 
表 8 一 1 正 态 总 体 均值 .方差 的 检验 法 (显著 性 水 平 为 a) 
检验 统计 量 备 择 假 设 H, 拒绝 域 
| zz, 
z% £z, 
EP 
| 人 
hin l) 


|t| =t,- (n— 1) 


pu us EA 


zzz, 
pi T ui Z6 i 
3 e x, 
Bm ur =$ 
| T | LE: 


Coi T. EH) 
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续 表 


检验 统计 量 备 择 假设 H, TE 


E ens jose deci 
4 lia nn T ft (nl 二 ny 一 2) 
ol OD 二 Cm DD) CT dian cp 
(oi =o = g" 3k "I 


Y >y (n—1) 
X &yi-.(-1) 
Y ynl 
Y &yi-4:(n—1) 


pince 
S TN 


i FF,(nj—1.m — 1) 
1 2 | | . Fz.F,-.m—1.m —1) 
I =o; FF p: (m -—1,nm 一 1) 或 


Cun * Hg RHD) | Fz.PF ii (m —1,n; —1) 


ung. | 

po pp 一 (0 tt (n—1) 

ipe pp «0 t —t,(n—1) 
| DUM up 7*0 tlt n—1) 


例 1 某 厂 生产 的 某 种 型 号 的 电池 ,其 寿命 (以 h 计 ) 长 期 以 来 服从 方差 6^ 
—5 000 的 正 态 分 布 , 现 有 一 批 这 种 电池 ,从 它 的 生产 情况 来 看 ,寿命 的 波动 性 
有 所 改变 . 现 随机 取 26 只 电池 , 测 出 其 寿命 的 样本 方差 = 二 9 200. 问 根据 这 一 
数据 能 否 推断 这 批 电池 的 寿命 的 波动 性 较 以 往 的 有 显著 的 变化 ( 取 a 0. 02)? 

解 ” 本 题 要 求 在 水 平 a—0.02 下 检验 假设 

Ho:o:=5 000, H: 755 000. 

JL dE n —26,xy25(n— 1) = yoo (25) —44. 314, yi-,5 (250 = yi.% (25) = 

11. 524.05 —5 000, 由 (3.1) 式 拒绝 域 为 


-— .H 
«11. 524. 
D 


b E. 
244.314 或 up 
u 


由 观察 值 5 二 9 200 4 DS 4644. 314, 所 以 拒绝 H, ,认为 这 批 电池 寿命 


ot 


的 波动 性 较 以 往 的 有 显著 的 变化 . E 
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C) 两 个 已 体 的 情思 
i XX i 是 来 自 总 体 N (pn ,01 ) 的 样本 ,YY "Ys (Y, 是 来 自 总 体 


N Co ,92) 的 样本 , 且 两 样本 独立 . 其 样本 方差 分 别 为 S1,S:. 且 设 pa soi sos 均 
为 未 知 . 现在 需要 检验 假设 (显著 性 水 平 为 a) 

HiS, Hih. (3. 6) 
x H, 为 真 时 ,EC(S;) —oixoi—E(Gi),M H, 为 真 时 ECS) => ES). 


当 H, 为 真 时 ,观察 值 号 有 偏 大 的 趋势 , 故 拒绝 域 具有 形式 


i cm 
常数 上 确定 如 下 ; 
P{ 当 H, 为 真 拒绝 H) m Paez [Z >k] 
Pie [S7 54 (因为 01/02 1). 
要 控制 P{ 当 H WAHM Hu) REA 
Piu [S aoa. (3. 7) 


2 F4 
由 第 六 章 $ 3 定理 四 知 旺 /3 
"PE 


— D. 即 得 检验 问题 (3. 6) 的 拒绝 域 为 
FIF —1a 1. (3. 8) 
2 


上 述 检 验 法 称 为 下 检验 法 .关于 oi,oi 的 另外 两 个 检验 问题 的 拒绝 域 在 表 
8. 1 中 给 出 . 

例 2 设 32 例 2 中 的 两 个 样本 分 别 来 自 总 体 NC uah), NGus 030 LM 
样本 独立 . 试 检验 Hoioh—o5:Hi:cA o5 VA UEBER TELE oA — 05 是 合理 的 . 
( 取 显 著 性 水 平 a0. 01) 

解 ” 此 处 n —13,n; —8.a—0.01,1B8 26 38 3j 


si 
52 Fs (02,7) -8. 18, 


— Fén lins 1) 3. 7) 式 得 k=F, (nm —1l,.75 


2 
SA 1 ] 
ny 一 一 之 D =n E M 


现在 $4 770. 024* „Sh =O, 03? , / 55 70. 64, 
0. 18-0. 64 一 8. 18, 
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故 接受 Ho ,认为 两 总 体 方差 相等 . 两 总 体 方差 相等 也 称 两 总 体 具有 方差 齐 性 ， 
这 也 表明 $ 2 例 2 中 假设 两 总 体 方差 相等 是 合理 的 ， E 


$4 Eia KE 5 fii fe US zr iB B X R 


置信 区 间 与 假设 检验 之 间 有 明显 的 联系 , 先 考察 置信 区 间 与 双边 检验 之 间 
的 对 应 关系 . WE Xoo X, 是 一 个 来 自 总 体 的 样本 ,zk ，…zw 是 相应 的 样本 值 ， 
O 是 参数 9 的 可 能 取 值 范围 . 

BOX et Xa) ,0(Xi，… ,XX,)) 是 参数 9 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 


间 , 则 对 于 任意 0€ 68 
P,(0CX, X, 0X, KX,) 1a, (4. 1) 
考虑 显著 性 水 平 为 ua 的 双边 检验 
Ho:0=%, H, 00. (4. 2) 
由 (4. DX | 


P, (CX. X0 «0 CX n X0)21—2, 
Bp f 
P, (CX o Xa D U (A CX, 7 X0) Ka. 
按 显著 性 水 平 为 a 的 假设 检验 的 拒绝 域 的 定义 ,检验 (4. 2) 的 拒绝 域 为 
6, LCt) 或 0029 0 nox; 
接受 域 为 
dau Se Ett. 
这 就 是 说 , 当 我 们 要 检验 假设 (4. 2) 时 , 先 求 出 9 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 
IX [8] (0,0) ,然后 考察 区 间 (0,0) 是 否 包含 OE 0, € (9,0) 则 接受 Ho ,车 0, € CO, 
6) , 则 拒绝 Ho. 
反之 ,对 于 任意 名 EGB, 考 虑 显著 性 水 平 为 a 的 假设 检验 问题 
H,:0 = 0, Hi:0250,, 


is EDES Gn Q PEE ES E 
即 有 
P, (CX; X 0 CX n X))21— a. 
由 6, 的 任意 性 ,由 上 式 知 对 于 任意 0€ 0,8 
P,(0CX, o, X «8 0X )) 三 1 一 w 
因此 (6CX ,… ,XX,) ,0CX1，…,X,)) 是 参数 9 的 一 个 置信 水 平 为 1 一 x 的 置信 区 
间 . | 
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m  ÀQÀ 


这 就 是 说 ,为 要 求 出 参数 0 的 置信 水 平 为 1 一 ae 的 置信 区 间 ,我 们 先 求 出 显 
著 性 水 平 为 a 的 假设 检验 问题 : 瑟 , 107 0, H1 10250, EO ERE LOG x) 二 
一 gz vmm OCX Lm Xn) ,0(X1，…，X,)) 就 是 9 的 置信 水 平 为 1 一 a 
的 置信 区 间 ， 

还 可 验证 ,置信 水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置信 区 间 ( 一 oo,0(X,,…,X,)) 与 显著 
性 水 平 为 a 的 左边 检验 问题 H 9:626, H :9 二 90。 有 类 似 的 对 应 关系 . 即 车 已 求 
得 单 侧 置 信 区 间 ( 一 co,0(Xi,…,X,)), 则 当 0, € (— 09,0 € n m D EE EE 
H, %4 6, € Coo, 0Cn yzo)) 时 拒绝 Ho. 反之, 若 已 求 得 检验 问题 Ho 1026, , 
Hi :0— 6, lt] BE XE Js Xy — eo — 0, 0 Cx, s 2 , DU RT 48.0 的 一 个 单 侧 置 信 区 间 
(—co,0CX, ,-, X,)). 

置信 水 平 为 1 一 a B5 58 8] E E CR] COCX 1X2, 090 5j SE E TPEZKE OS a 的 
右边 检验 问题 H 2:080, H 070, 也 有 类 似 的 对 应 关系 . 即 若 已 求 得 单 侧 置 信 
EI CO CX, X,0, 09). M H 0, € CQ C n x, 090 BE EÉEAE 万，, 当 名作 
(9 Gi tx) co) 时 拒绝 五 .反之 ,者 已 求 得 检验 问题 Ho :0s:0,, Hi 020, 的 
接受 域 为 0(z1，… En) S0) 二 co, 则 可 得 9 的 一 个 单 侧 置信 区 间 (8(X XD, 
PA 

B1 设 X~N(n,1) ,pn 未 知 ,a 二 0.05,n 二 16, 且 由 一 样本 算得 区 ==5. 20 ,于 
是 得 到 参数 w 的 一 个 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 


人 


V16 /16 


— (4. 71,5. 69). 
现在 考虑 检验 问题 H, ;p==5,5， 日 | :w 天 5.5, 由 于 5.5E€ (4.71,5. 69), 故 
接受 Ho. 口 
例 2 数据 如 上 例 . 试 求 右边 检验 问题 Horum Hi u> u 的 接受 域 ,并 
OR u 的 单 侧 置信 下 限 (a 二 0. 05). 
解 ” 检 验 问题 的 拒绝 域 为 vl Agnes ,或 即 po <4. 79. 于 是 检验 问题 


的 接受 域 为 >t. 79. 这 样 就 得 到 Aw 的 单 侧 置信 区 间 (4. 79,co) , 单 侧 置信 下 限 
=t. 79. Ei 


S5 样本 容量 的 选取 


以 上 我 们 在 进行 假设 检验 时 ,总 是 根据 问题 的 要 求 , 预 先 给 出 显著 性 水 平 以 
控制 犯 第 工 类 错误 的 概率 ,而 犯 第 开 类 错误 的 概率 则 依赖 于 样本 容量 的 选择 . 在 
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ES 


— € 


一 些 实际 问题 中 ,我们 除了 和 希望 控制 犯 第 工 类 错误 的 概率 外 ,往往 还 和 希望 控制 犯 
第 下 类 错误 的 概率 .在 这 一 节 , 我 们 将 盖 明 如 何 选取 样本 的 容量 使 得 犯 第 下 类 错 
误 的 概率 控制 在 预先 给 定 的 限度 之 内 . 为 此 ,我 们 引入 施行 特征 函数 . 

定义 看 C 是 参数 0 的 某 检验 问题 的 一 个 检验 法 ， 

BC 一 了 (接受 H4) (5.1) 
称 为 检验 法 C 的 施行 特征 函数 或 OC 函数 ,其 图 形 称 为 OC 曲线 . 

由 定义 知 , 若 此 检验 法 的 显著 性 水 平 为 w, 那 么 当真 值 9€ Ho 时 ,8(9) 就 是 
作出 正确 判断 ( 即 Ho WERHEZ 日 ,) 的 概率 ,故此 时 8(0) 宇 1 一 a; 而 当 9€ H, 
时 , 则 8C(9) 就 是 犯 第 了 三 类 错误 的 概率 ,而 1 一 8(0) 是 作出 正确 判断 ( 即 Ho E 
时 拒绝 H,) 的 概率 . 函数 1 一 8(9) 称 为 检验 法 C 的 功效 函数 . 当 07 € H, 时 , 值 
1—45C0* ) 称 为 检验 法 C TERRA O^ 的 功效 . 它 表 示 当 参数 9 的 真 值 为 9 时 ,检验 法 
C 作 出 正确 判断 的 概率 . 

本 书 只 介绍 正 态 总 体 均 值 的 检验 法 的 OC 函数 及 其 图 形 . 

1. Z 检验 法 的 OC 函数 

右边 检验 问题 . Ho uS us, 五 :pm 的 OC B 


B(p) =P, E Ho P, | E <z) 
g 


/Vn 
=] 从 一 «x E = Za; 
B : "m $(z,—2A), (5. 2) 
jtpa-4—28 其 图 形 如 图 8 一 5 所 示 . 此 pw 
o/ n afl 
(OD tE- Eyyam P 
ofn 
数 ， o Hy Hu 
(2) lim 8,0 —1—a, lim) — 0. 
由 BOO 的 连续 性 可 知 , 当 参数 的 真 值 


pupo) TE po 附近 时 ,检验 法 的 功效 很 低 , 即 9CLO 的 值 很 大 , 亦 即 犯 第 开 类 错 
误 的 概率 很 大 . 因为 a 通常 取得 比较 小 ,而 不 管 o 多 么 小 ,n 多 么 大 ,只 要 n 给 定 ， 
总 存在 uo 附近 的 点 uu uo EGO 几乎 等 于 1— o. 

这 表明 ,无论 样本 容量 n 多 么 大 ,要 想 对 所 有 jE 日 , 即 真 值 为 H, 所 规定 
的 任 一 点 时 ,控制 犯 第 本 类 错误 的 概率 都 很 小 是 不 可 能 的 . 但 是 我 们 可 以 使 用 
OC 函数 B(j) 以 确定 样本 容量 ”使 当真 值 uus 十 8 (0790 为 取 定 的 值 ) 时 , 犯 
第 I[ 类 错误 的 概率 不 超过 给 定 的 & 这 是 由 于 BGO J& y 的 递减 函数 , 故 当 py 这 ww 十 6 
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时 有 


于 是 只 要 plu 3-0) — dC, — | n8/a) j. JR BI HE n 满足 
z, —/n8 /a& — zp 


BB nf. 这 就 是 说 ,只 要 
n> EEs, (5. 3) 
就 能 使 当 4€ Hi; 且 up 十 6 时 ( 即 真 值 uc ue d-6 EE 2058 I 25 58 VR BJ REOS 
超过 及 
类 似 地 ， 可 得 左边 检验 问题 H, : uo s Hi 722877 的 OC PR 3 7S 
G=, ta), a5 E, (5.4) 
FM o/ fn 


当真 值 jy 宇 po 时 BCj) 为 作出 正确 判断 的 概率 ;当真 值 uus BE gCGO £5 055 TT 
类 错误 的 概率 . 只 要 样本 容量 n 满足 
/n> > (5. 5) 


就 能 使 当 AE Hi Hue: (6>0, MM R T] 2 SR VIP] EE E 
过 给 定 的 值 &. 
双边 检验 问题 H, HT Hos H, : UFE Ho 的 OC PR 2 


b 
BXGO =P, HOP, ha E s | 


a/n 
Yy | 
= P, | TA 2 < TAF zy? —Qiz,a—A)—0(—2z,5—2A) 
=Ø z, — À} T dC, 十 1) 一 1 "LL CA (5. 6) 
ofn 


OC 曲线 如 图 8 一 6 Bros. 注意 p Ell 
严格 单调 下 降 函 数 . 

在 双边 检验 问题 中 ,各 要 求 对 H, pi 
JE [ji — uo | 220270 E] y b B R RUE GO x, 
则 需 解 超越 方程 

pGCx — n8/o) 4- 
D(z A n8 /o) —1 

才能 确定 n. B AS DAD n 较 大 , 故 总 可 以 认为 
zw 十 Yn6/o 宇 4, 于 是 dz; A I n8/0) 1 ROEA 
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Be 四 (os —An6 /a). 
由 此 知 只 要 样本 容量 n 满足 
Zar? —nà /a — zy) 


即 只 要 满足 

Vn Z2 Gr T 9) (5. 7) 
就 能 使 当 ywE Hi Hip—pn Z8 (250.29 RE BO EO BE 3058 TE 28 £86 VR BAL RE EUIS 
超过 给 定 的 值 &. 


例 1( 工 业 产 品质 量 抽验 方案 ) 设 有 一 大 批 产品 ,产品 质量 指标 XN 
o 20. 以 2 小 者 为 佳 , 厂 方 要 求 所 确定 的 验收 方案 对 高 质量 的 产品 (yy 二 pw ) 能 以 高 
概率 1 一 a 为 买方 所 接受 . 买方 则 要 求 低 质 产品 (1 宇 pw 十 68,6 之 0) 能 以 高 概率 1 一 8 
被 拒绝 .a,B 由 厂 方 与 买方 协商 给 出 .并 采取 一 次 抽样 以 确定 该 批 产 品 是 否 为 买 
方 所 接受 . 问 应 怎样 安排 抽样 方案 .已 知 加 三 120,6 一 20, 且 由 工厂 长 期 经 验 知 
—900. 又 经 商定 ap HRA 0. 05. 
E ”检验 问题 可 表达 为 
H, :Hp Hi U o * (58) 
RER >u 十 6 时 能 以 1—9-0.95 的 概率 拒绝 Ho 由 Z 检验 ,拒绝 域 为 
Ding e | 
ofn 
故 OC 函数 为 i 
| = X — pto La |= z — 4 o 
Bun c P, e n -P, "x E 
gus 
-e( e) (5.9) 
3 SESK 24 AM 二 po +ô P BGO SL. PS BC dé H 的 递减 函数 , 故 只 需 Bepo 778) =p B 
可 .此 时 ,由 (5.9) 式 可 得 
Cz, F3)s 
T" c Ms 
按 给 定 的 数据 算得 2924. 35 MUR n= 25. BATME Eu mns —1. 645 
a n 


Et , BI2472129. 87 时 ,买方 就 拒绝 这 批 产 品 i] 242—129. 87 时 ,买方 接受 这 批 
产品 . | o 
2. LEE UI 8 OC. 函数 
右边 检验 问题 H, uuo 万; ip uo 的 t 检验 法 的 OC 函数 是 


(0 — P, (接受 H,)= [X e, (n—1) 
BCp (Z HQ) — S//n (5. 10) 
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其 中 变量 

X— 0 _ XTE, 5 EB po 

VE Ww 4)/ (2). a ES (5. 11) 
UTILI SS RENI PET PN S LE EWILSEESELLIISESE PCI 


S/4n 
时 , 它 是 通常 的 i(n 一 1) 变 量 . 
若 给 定 ,8 以 及 8 二 0, 则 可 从 书 末 附 表 7 查 得 所 需 容量 ,使 得 当 wE 万 , HB 
£P 2:0 时 犯 第 工 类 错误 的 概率 不 超过 B 
在 给 定 a.B 以 及 8 二 0, 对 于 左边 检验 问题 Ho sucus Hiu ps 的 1 检验 
法 ,也 可 从 附 表 7 查 得 所 需 容量 n, 使 得 当 wuEH, H= Bama TEERDE: 


误 的 概率 不 超过 p. 对 于 双边 检验 问题 Ho :u™ uo Hi ryp 的 上 检验 法 也 可 从 


附 表 7 查 得 所 需 容量 ", 使 得 当 wE Hu HUE Io 时 犯 第 下 类 错误 的 概率 不 


超过 p. 
例 2 考虑 在 显著 性 水 平 a 二 0.05 下 进行 1 检验 
H, u68, 再 :wo>68， 
(1) 要 求 在 互 | 中 jy 宇 p= 二 68 十 a 时 犯 第 了 [类 错误 的 概率 不 超过 8 二 0.05. 求 
所 需 的 样本 容量 . 
(2) 若 样本 容量 为 "一 30, 间 在 H, 中 íi 1, 684-0. 750 时 犯 第 开 类 错误 
的 概率 是 多 少 ? | 


WE CD 此 处 a0. 05 u 68,9611 — 6810068 | , 查 附 表 7 
得 n—13. 

(2) MHE a=0. 05 n 30,9 ln CE8 +0. 796068 75, d BH E T, 
得 8— 0. 01. se 


例 3 考虑 在 显著 性 水 平 a==0.05 下 进行 上 检验 
H, u= l4, H, uE lt. 


要 求 在 H, pE o, 4 时 犯 第 下 类 错误 的 概率 不 超过 90. 1, 求 所 需 样本 
容量 
解 ” 此 处 a 二 0.05,8 一 0.1,86=0. 4, 查 附 表 7 得 n— 68. 口 
在 实际 问题 中 ,有 时 只 给 出 a,8 及 | 一 po | 的 值 ,而 需要 确定 所 需 的 样本 容 
E n 这 时 由 于 o 未 知 , 不 能 确定 = lya — jo |/o 的 值 ,因而 不 能 直接 查 表 以 确定 
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样本 容量 . 此 时 可 采用 下 述 近 似 方 法 , 先 适 当 取 一 值 ,抽取 容量 为 nm, 的 样本 ， 
根据 这 一 样本 计算 s 的 值 ,以 s 作为 的 估计 ,算出 6 的 近似 值 . 由 a,8,6 的 值 
查 附 表 7 定 出 样本 的 容量 , 记 为 m. ni mn; ME nm 作为 所 求 的 容量 , 即 取 
n 王 .否则 ,再 抽 n a 个 独立 观察 值 与 原来 抽 得 的 观察 值 合 并 ,重新 计算 5 
的 近似 值 . 然后 用 6 的 新 近似 值 和 wu,8 查 附 表 7, 再 次 定 出 样本 容量 . 记 为 m. A 
n; zen , 则 取 "n — ns ;否则 再 按 上 法 重复 进行 . 一 般 , 只 需 试 少数 几 次 就 可 得 到 所 


求 的 样本 容量 n. 
下 面 考虑 两 个 正 态 总 体 均 值 差 的 1 检验， 
若 两 个 正 态 总 体 Nlm»), NC.) P iSi o RA. EAE 


p 的 检验 问题 H, : Hu —us —0.H, : Hl — ps 750 (或 H, :1 — us 0, H, po 
w> R Ho ia — us Z0. Hi :jp 一 jw 过 0) 的 1 检验 法 中 , 当 分 别 自 两 个 总 体 取 得 
的 相互 独立 的 样本 其 容量 n =m =n 时 ,给 定 a,B8 以 及 8 二 | 一 jw|/o 的 值 后 可 
以 查 附 表 8 得 到 所 需 样本 容量 ,使 当 | jy 一 yp 1/o 宇 6 时 犯 第 卫 类 错误 的 概率 小 于 
或 等 于 B. 当 仪 给 出 a,8 以 及 |p 一 js | 的 值 时 ,可 按 类 似 于 上 面 所 说 的 方法 处 理 . 

例 4 需要 比较 两 种 汽车 用 的 燃料 的 辛 烷 值 ,得 数据 : 

燃料 A 6] 84 79 376 82 83 84 80 79 82 81 79 

燃料 B | 76 74 78 79 80 79 82 76 81 79 82 78 


燃料 的 辛 烷 值 越 高 ,燃料 质量 越 好 . 因 燃料 B. 较 燃 料 A 价格 便宜 ,因此 , 若 两 者 
举 烷 值 相同 时 , 则 使 用 燃料 B; 但 若 含量 的 均值 差 ja 一 ps 三 5, 则 使 用 燃料 A. 设 
两 总 体 的 分 布 均 可 认为 是 正 态 的 ,而 两 个 样本 相互 独立 . 问 应 采用 哪 种 燃料 ( 取 
a 一 0.01,8 一 0. 01)? 

解 ” 按 题 意 需要 在 显著 性 水 平 a=0. 01 下 检验 假设 

H, HA — up SO, HiipA— ug-70, 
并 要 求 在 pa 一 ns 全 5 时 , 犯 第 下 类 错误 的 概率 不 超过 90. 01. 

所 取 的 样本 容量 为 ns — ng —12, HAT, 一 80. 83,25 — 78. 67,55 — 5. 61, 5$ 
=6. 06. 经 显著 性 水 平 为 0.1 的 五 检验 知 ,可 认为 两 总 体 的 方差 相等 , 即 有 oh — 
oB IEA o. A n — m Co^ — G5 0582/25. 835 作为 于 I i Co o, 
于 是 0—5/a—2.07 ÆR , 24 a—0.01,9—0. 01,02. 07 时 228. W n=12, E. 
近似 地 满足 要 求 . 而 右边 检验 的 拒绝 域 为 


ma Ig 


/TT oj Cni Tn — 2) — 2. 508 3. 
由 样本 观察 值 算得 02. 19—2. 5083 , 故 接受 H, , 即 采 用 燃料 B. C 
$6 分 布 拟 合 检验 


上 面 介 绍 的 各 种 检验 法 都 是 在 总 体 分 布 形 式 为 已 知 的 前 提 下 进行 讨论 的 . 
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但 在 实际 问题 中 ,有 时 不 能 知道 总 体 服 从 什么 类 型 的 分 布 , 这 时 就 需要 根据 样本 
来 检验 关于 分 布 的 假设 . 本 节 介 绍 y 拟 合 检验 法 . 它 可 以 用 来 检验 总 体 是 否 具 
有 某 一 个 指定 的 分 布 或 属于 某 一 个 分 布 族 , 还 介绍 专用 于 检验 分 布 是 否 为 正 态 
的 “ 偏 度 , 峰 度 检验 法 ”. 

(一 ) 早 个 分 市 的 y 拟 合 检验 法 

设 总 体 X 的 分 布 未 知 ,zi xoc ERA X HERE. 我 们 来 检验 假设 

月 , :总 体 X 的 分 布 图 数 为 下 (z)， (6.1) 
H, AME X Brig RAUS IE FOGOO 
其 中 设 F(x) 不 会 未 知 参数 . (也 常 以 分 布 律 或 概率 密度 代替 FO»). 

下 面 来 定义 检验 统计 量 . 将 在 H, FOX 可 能 取 值 的 全 体 Q 分 成 互 不 相交 的 
TA, T PLIN. TRU! f; (一 1,2,…,R) 记 样本 观察 值 Ey Ea a tta T 中 落 在 A， 
的 个 数 , 这 表示 事件 A =X 的 值 落 在 子 集 AL PD E n V sri ER EIE f, 
次 ,于 是 在 这 n 次 试验 中 事件 A; 发 生 的 频率 为 fi/n. 另 一 方面 , 当 H, 为 真 时 ， 
我 们 可 以 根据 Hs 中 所 假设 的 处 的 分 布 函 数 来 计算 事件 A, 的 概率 ,得 到 p, — 
P(A),it—=1,2,.,k. 频率 fiin 与 概率 Pi 会 有 差异 ,但 一 般 来 说 , 当 H, HË, 
且 试验 的 次 数 又 其 多 时 ,这 种 差异 不 应 太 大 ,因此 (P p.) 不 应 太 大 .我 们 采 
用 形 如 

Dc (Ep) (6. 2) 
的 统计 量 来 度量 样本 与 Ho 中 所 假设 的 分 布 的 吻合 程度 ,其 中 C，(i=1,2,*…， 
&) 多 为 给 定 的 常数 .皮尔 逊 证 明 ,如果 选 取 C=n/p，(i 二 1,2,… ,kk), 则 由 (6. 2) 
定义 的 统计 量具 有 下 述 定理 中 所 述 的 简单 性 质 . 于 是 我 们 就 采用 
Poss 47 A. JE s 
X ce b: ) a3 n (6. 3) 
作为 检验 统计 量 . 

定理 & n 充分 大 (n 宇 50), 则 当 H, 为 真 时 统计 量 (6. 3) 近 似 服从 y! (一 

1) 分 布 .( 证 略 ) 
绝 日 , ,拒绝 域 的 形式 为 

Y 2G (G 为 正常 数 ). 
对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a, 确 定 G 使 


中 ”在 这 里 备 择 假 设 H 可 以 不 必 写 出 . 
© 在 每 一 项 前 乘 以 Ci ,是 为 了 能 够 适当 选择 Ci ,使 得 统计 量 (6. 2) 有 一 个 理想 的 极限 分 布 . 
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P{ 当 H, 为 真 时 拒绝 Ho}=Pi (y! 2G) a. 
由 上 述 定 理 得 G—y2(OkR— D. 即 当 样本 观察 值 使 (6. 3) 式 中 的 y^. 的 值 有 
Y Zy.O-—D, 
则 在 显著 性 水 平 下 拒绝 Ho ;否则 就 接受 Ho. 这 就 是 单个 分 布 的 x 拟 合 检验 法 . 
y 拟 合 检验 法 是 基于 上 述 定理 得 到 的 ,所 以 使 用 时 必须 注意 n 不 能 小 于 50. 另 
外 np; 不 能 太 小 ,应 有 np; 宇 5, 否 则 应 适当 合并 A ,以 满足 这 个 要 求 ( 见 下 例 ). 
例 1 下 表 列 出 了 某 一 地 区 在 夏季 的 一 个 月 中 由 100 个 气象 站 报告 的 雷暴 


AlTA A A A A A A 
其 中 f; 是 报告 雷暴 十 次 数 为 i 的 气象 站 数 . 试用 y! 拟 合 检验 法 检验 雷暴 十 的 
次 数 X 是否 服 从 均值 4 二 1 的 泊 松 分 布 ( 取 显 著 性 水 平 w 一 0.05)， 
解 ” 按 题 意 需 检验 假设 


ta TÄ —1 
FL P(X-i)-5£ EIE 1=0, l;t, 


在 H, 下 XX 所 有 可 能 取 的 值 为 0=={0,1,2,…}, 将 2 分 成 如 表 所 示 的 两 两 不 相 
交 的 子 集 Ao Tr XT SE PiX703j 


pj PUX— i) - —-,i—0,1, ds 
例如 bo =P{X=0} =e! =0, 367 88, 
=l 
p;—P(X—3) =% —0. 061 31, 


o 
ps = PX >6}=1— > = 0.059, 
i-0 


n= 100. 
表 8 一 2 例 1 的 y 拟 合 检验 计算 表 
A, BEL f? np) 

A {X=0) | 22 13. 16 
Ai: (X1) | 37 37.21 
A; 1( X 2) 20 21. 75 
Ar: X—3j 13 
Ai X= 4} 6 
A; :{X 一 5) 2 a 
As:{ X26} 0 


2,— 127.04 
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计算 结果 如 表 8 一 2 所 示 , 其 中 有 些 np 5 的 组 予以 适当 合并 ,使 得 每 组 均 
有 np; 之 5, 如 表 中 第 4 列 花 括号 所 示 . 并 组 后 二 4,x 的 目 由 度 为 & 一 1 一 4 一 1 
一 3. É (一 1 一 人 (3) 一 7.815. 现在 x —127. 04 —100— 27. 047. 815, 故 
在 显著 性 水 平 0. 05 下 拒绝 H ,认为 样本 不 是 来 日 均值 4 二 1 的 泪 松 分 布 。 O 

例 2 在 研究 牛 的 毛色 与 牛角 的 有 无 ,这 样 两 对 性 状 分 离 现象 时 ,用 黑色 无 
角 牛 与 红色 有 角 和牛 杂 交 , 子 二 代 出 现 黑 色 无 角 牛 192 头 , 黑 色 有 和 角 牛 78 k 216. 
无 角 牛 72 头 , 红 色 有 角 牛 18 头 , 共 360 头 , 问 这 两 对 性 状 是 否 符 合 重 德尔 遗传 
规律 中 9:3:3:1 的 遗传 比例 ? 

解 ” 现 将 题 中 的 数据 列表 如 下 


序号 1 2 3 4 

种 类 黑色 无 角 黑色 有 和 角 红色 无 角 红色 有 角 
”数量 192 78 72 18 

A; A, As A3 A, 


"ETIJITTYTENTTUITTTEPUEPTPPUBEBETERS 
(9/16):(3/160: (3/16): (1/160. FARB: Ho : X 的 分 布 律 为 


p 9/16 3/16 


取 显 著 性 水 平 为 0.1. 所 需 计 算 列 在 表 8 一 3 rn(n— 360). 
表 8 一 3 9 2B) y eui 


192 /202. 5— 182. 04 
787/67. 5— 90. 13 


360X 9/16 202.5 
360X 3/16267.5 
360 X 3/1667. 5 

5 


A; 72! /67.5— 76. 8 
360X 1/16— 22. 187/22. 5 一 14.4 
212—363. 37 
现在 y^ —363.37 —360—3. 37, =4, Xi (4—1) =6. 251773. 37, 故 接受 
,认为 两 性 状 符 合 孟 德尔 遗传 规律 中 9:3:3:1 的 遗传 比例 . 口 


(一 ) 分 布 族 的 y ftrt 


在 (一 ) 中 要 检验 的 原 假设 是 Ho: A X 的 分 布 函 数 是 F(x), 其 中 F(z) 是 

已 知 的 ,这 种 情况 是 不 多 的 . 我 们 经常 遇 到 的 所 需 检验 的 原 假设 是 
H.: Aik X 的 分 布 函 数 是 F(zr;0,,…,0,)， (6. 4) 
其 中 FF 的 形式 已 知 ,而 O= (9. ,6 ,…,0,) 是 未 知 参 数 , 它 们 在 某 一 个 范围 取 值 . 
TE Flr; 402.7700 P HSR 0 ,0,,…,0, 取 不 同 的 值 时 ,就 得 到 不 同 的 分 布 ， 
因而 F(x;0, ,2 ，… ,0,) 代 表 一 族 分 布 . (6.4) 中 的 Ho 表示 总 体 X 的 分 布 属于 分 
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布 族 F(zib ,4 7.00. 采用 类 似 ( 一 ) 中 的 方法 来 定义 检验 统计 量 ,将 在 H, 下 
X 可 能 取 值 的 全 体 0 分 成 & (k 主 r 十 1) 个 互 不 相交 的 子 集 A, Azs A BA 
f; (i 二 1,2,… ,kk) 记 样本 观察 值 misto, MEA: 的 个 数 , 则 事件 AS iX 
METRE A; 内 } 的 频率 为 fi/n. 男 一 方面 , 当 Ho 为 真 时 ,由 Ho 所 假设 的 分 布 
函数 来 计算 P(A,) ,得 到 PCA) — pi (0,06 7406) = p, COD — pi. 此 时 , 需 先 利用 
样本 求 出 未 知 参 数 的 最 大 似 然 估计 (在 Ho. 下), 以 估计 值 作为 参数 值 , 求 出 p; 


的 估计 值 5, — PCAO ,在 (6.3) 式 中 以 9; 代替 p,, 取 
=} l-n (6. 5) 
作为 检验 假设 H, 的 统计 量 . 可 以 证 明 , 在 革 些 条 件 下 ,在 H, 为 真 时 近似 地 有 


Y 一 D -a—gG-r-D 
与 在 (一 ) 中 一 样 可 得 假设 检验 问题 (6. 4) 的 拒绝 域 为 
y 2yi&-—r-D, (6. 6) 

a 为 显著 性 水 平 . 以 上 就 是 用 来 检验 分 布 族 的 y^ 拟 合 检验 法 . 

例 3 在 一 实验 中 ,每 隔 一 定时 间 观 察 一 次 由 某 种 铀 所 放射 的 到 达 计 数 器 
上 的 粒子 数 X, 共 观察 了 100 次 ,得 结果 如 下 表 €: 

表 8 一 4 铀 放射 的 到 达 计 数 器 上 的 a 粒子 数 的 实验 记录 
E n ] | 2 3 NE j 5 6 Eg 8 9 10 li =12 


A DA A A A A A A A A A Aw An A 
其 中 f 是 观察 到 有 i 个 a 粒子 的 次 数 . 从 理论 上 考虑 知 X 应 服从 泊 松 分 布 


i —À 
P{X =i =E, lein (6.7) 


问 (6. 7) 式 是 否 符 合 实际 ( 取 a 二 0.05)? 即 在 显著 性 水 平 0.05 下 检验 假设 
Hs: 总 体外 服从 泊 松 分 布 


二 RI. TEUER 
解 ” 因 在 H。 中 参数 4 未 具体 给 出 ,所 以 先 估计 4. 由 最 大 似 然 估 计 法 得 4 二 

T=4. 2. 在 H, 假设 下 , 即 在 X 服从 泊 松 分 布 的 假设 下 ,X 所 有 可 能 取 的 值 为 0 

二 {0,1,2,…), 将 0Q 分 成 如 表 8 一 4 所 示 的 两 两 不 相交 的 子 集 A Aso Aag. DU] 

P{X=i} 有 估计 

IS t: 


i! 


p-PiX-i)- 


: 1—0,.1,-*--. 


例如 po=P{X=0)}=e-+?=0,015, 
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` 2 4, 23 —4,2 


=0, 155, 


11 


b = P(X 12} =1— >, 5; = 0.002. 


į m 


表 8 一 5 例 3 的 x 拟 合 检验 计算 表 


A 1 0. 015 1.5 
A; d 2 | ex de zal di li 
A; 16 0. 132 13.2 19. 394 
A; 17 0. 185 18.5 15. 622 
A, 26 0. 194 19.4 34. 845 
A; 11 | 0.163 16. 3 7.423 
As 9 0. 114 11. 4 7. 105 
A; 9 0. 069 6.9 11. 739 
As 2 0. 036 3.6 
A; 1 0. 017 i 
As 2-6 0. 007 $ 0. 065 0.7.6.5 5. 538 
P 1 0. 003 0.3 
Ai; | o 0. 002 0.2 

$5 —106, 281 


计算 结果 如 表 8 一 5 所 示 , 其 中 有 些 n 5,5 的 组 予以 适当 合并 ,使 得 每 组 均 有 
np; 宇 5, 如 表 中 第 四 列 花 括号 所 示 . 此 处 ,并 组 后 ==8, 但 因 在 计算 概率 时 ,估计 了 
一 个 参数 4, 故 r= ly 的 目 由 度 为 8 一 1 一 1 一 6， "Yo. os (Ck—r—1) = Yn 0 (6) — 
12. 592, WL y^ = 106. 281 — 100 — 6. 281—712. 592, 故 在 显著 性 水 平 0.05 下 接受 
H.. 即 认 为 样本 来 自 泊 松 分 布 总 体 .也 就 是 说 认为 理论 上 的 结论 是 符合 实际 的 . DJ 
注意 ”本题 答 案 是 “接受 H., AAIE X 的 分 布 属于 泊 松 分 布 族 , 即 认为 
和 一 CA)”, 亦 即 " 认 为 必 有 某 一 个 参数 1o,X 一 ro)”, 而 不 能 将 答案 误 写 成 <“X 
服从 以 1 三 4. 2 为 参数 的 油 松 分 布 ”. 
例 4 目 1965 年 1 月 1 日 至 1971 年 2 月 9 日 共 2231 天 中 ,全 世界 记录 到 
里 氏 震 级 4 级 和 4 级 以 上 地 震 计 162 次 ,统计 如 下 : 
相继 两 次 地 震 | 
DICES r | 
出 现 的 频数 | 50 31 26 17 10 8 6 6 80 


~4 5079 l0—14 15—19 20—24 25—29 30—34 35—39 2240 


(D 这 里 8 个 数值 是 40,43,44,49,58,560,81,109. 
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试 检验 相继 两 次 地 震 间 陋 的 天 数 X 服从 指数 分 布 (二 0. 05). 
解 ” 按 题 意 需 检验 假设 
H, : X 的 概率 密度 为 


0 (6.8) 
Ü, rz. 


在 这 里 , 昌 , 中 的 参数 9 未 给 出 , 先 由 最 大 似 然 估计 法 求 得 9 IE 0x 


-E 18. 77.1E H, 下 ,X 可 能 取 值 的 全 体 Q 为 区 间 [0,co). 将 区 间 [o,co) 


分 为 k= 二 9 EREA DEE: A = [L0,4. 5], A: = (4. 5,9. 5]; A 一 
(39. 5,20) ,如 表 8 一 6 第 二 列 所 示 . 若 Ho 为 真 ,XX 的 分 布 图 数 的 估计 为 

]—e 7*7, 190, 

0, E. 

由 上 式 可 得 概率 p, — PCAOBS fe iT: 


p, PAD — P(a; Xa; ) = Fa; )— F(a;). 


F(x)— 


例如 | 
$;—PGAGS 0) — PÍA. 5 X«9.5) — F(9. 5) — F(4. 5) —0. 219 6, 
8 
而 ps = P(A) =1— 5,FKID = 0.056 8. 
=} 
将 计算 结果 列表 如 下 ， 
X8—6 例 4 的 ?检验 计算 表 
A, Filip) 
A 10204. 5 55.351 9 
Ast BZA. 5 27.013 2 
3:9. 52 rz14. 5 241.321 0 
À, l4. 5419.5 15. 798 0 
As :19. 52:24. 5 8. 353 0 
As :24. 5 rx:29. 5 7. 686 0 
A29. 5 x12.34.5 6. 207 3 
Ag :34. 5 .rzL39,. 5 
14. 826 9 
As : 39. i oo 
> 一 163. 563 3 


现在 x 一 163.563 3—162— 1. 563 3, 因 为 yaos (k—r—1)= yos (8—1—1) 
= yo.os (6) —12, 592771. 563 3, 故 在 显著 性 水 平 0. 05 下 接受 Ho AC. X HOS 
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数 分 布 . [ 
HS 对 于 第 六 章 $2 例 1 中 的 数据 , 试 检 验 它们 是 否 来 自 正 态 总 体 X( 取 
显著 性 水 平 a 二 0. 1 ). 


解 ” 需 检验 假设 
H,:X 的 概率 密度 为 
oc UL ——— 
2KO 


因 在 H, 中 未 给 出 p 的 数值 . 需 先 估计 po. 由 最 大 似 然 估计 法 得 we 的 估 


计 值 为 上 一 143.8, 好 一 (6.0)2. 我 们 将 在 Ho F X 可 能 取 值 的 区 间 ( 一 co,co) 分 
为 7 个 小 区 间 ,并 取 事件 A, 如 表 8 一 7 中 第 一 列 所 示 . 车 Ho 为 真 的 概率 密度 
的 估计 为 
1 Lir-lis 8)" 
zx a — OO T< oo, 
Vix X6. = 
按 上 式 并 查 标 准 正 态 分 布 的 分 布 函数 表 即 可 得 概率 P(A,) 的 估计 . 例如 


pi P(As) = P(29.5 < X < 134.5] 
134. 5 — 143. 8 129.5 — 143.8 
6 )- «( 6 | 
= d(— 1.55) — G(— 2.38) = 0.051 9. 
将 计算 结果 列表 如 下 ， 
表 8 一 7 例 5 的 ?检验 计算 表 


fz) = 


= e( 


:£5129. 5 


A; 1129. 5« rx.134. 5 


Pg 


4:134. 5— 7:139, 5 6. 79 
A; 1139, 5 rx:144.5 41. 55 
Ås : 144. Dc rz.149. 5 24. 40 


As :149. 5< rx.154.5 


;:154. 5L roo 


T 


2 一 87. 67 


现在 X —87.67—84—3. 67, 因 为 yli (一 r 一 1) 一 说 (5 一 2 一 1) 9 4, (2 — 
4. 605223. 67, 故 在 水 平 0. 1 下 接受 Ho , 即 认为 数据 来 自 正 态 分 布 总 体 ， E 


(三 ) 偏 度 、 峰 度 检验 
根据 第 五 章 关于 中 心 极限 定理 的 论述 知道 , 正 态 分 布 随 机 变量 是 较 广泛 地 
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存在 的 ,因此 , 当 研 究 一 连续 型 总 体 时 ,人 们 往往 先 考察 它 是 否 服从 正 态 分 布 .上 
面 介 绍 的 y^ 拟 合 检验 法 虽然 是 检验 总 体 分 布 的 较 一 般 的 方法 ,但 用 它 来 检验 总 
体 的 正 态 性 时 , 犯 第 了 类 错误 的 概率 往往 较 大 . 为 此 ,统计 学 家 们 对 检验 正 态 总 
体 的 种 种 方法 进行 了 比较 ,根据 奥 野 忠 一 等 人 在 20 世纪 70 年 代 进 行 的 大 量 模 
拟 计算 的 结果 ,认为 正 态 性 检验 方法 中 ,总 的 来 说 ,以 “ 偏 度 、 峰 度 检验 法 ”及 “ 夏 
皮 罗 一 威 尔 克 法 ”较为 有 效 . 在 这 里 我 们 仅 介 绍 偏 度 、 峰 度 检验 法 . 

随机 变量 X 的 偏 度 和 峰 度 指 的 是 X 的 标准 化 变量 [LX 一 E(X)]/ VDX) H 
=Z rU PU Br AE : 


一 -一 一 一 一 


-g (XEO) |- Roc 5o 


un DOO (DZI n 
Lies (SE) X E[CX — ECXD)*] 
S J/DOD (DOO 


当 随 机 变量 X 服从 正 态 分 布 时 ,v= 二 0 H»-3. 
设 X, 5A 5 *** T 是 来 E WX 的 样本 ， 则 Vi rs 的 和 矩 估 计量 分 别 是 
G, —B,/Bi, G; —B,/ Bi, 
其 中 B, (R—2,3,4)) J& EZ k 阶 中 心 矩 ,并 分 别称 G Ge 为 样本 偏 度 和 样本 峰 
E. 
在 总体 X DIES AE RE LU] n PUE? n 充分 大 时 ,近似 地 有 


. 6(n— 2) 
G-N(ocrer) SEP) 
| 6 24n(n—2)(n—3) 
C N(3 iat mat) Sese 


1x X1 „Xo annta Än 是 来 H 总 体 X 的 样本 ,现在 来 检验 假设 
H: X RESA. 


- DA z2) b 24n(n—2)(n— 3) 
l N GTEDGT2' "A GTDHOT3) (T5) ' 
ji —3——— U, =G1/0 SU; = (OG; — ps ) /gs, UM H, WRH n 充分 大 时 ,近似 地 
有 


U;—N(G,D, U;-—N(,1). 

由 第 六 章 $ 3 知 样本 偏 度 G 、 样 本 峰 度 G 分 别 依 概率 收敛 于 总 体 偏 度 mw 和 总 
体 峰 度 v. 因此 当 Ha WAE nn 充 分 大 时 ,一 般 来 说 ,Gi 与 v0 的 偏离 不 应 太 
大 ,而 G: 与 vw 二 3 的 偏离 不 应 太 大 . 故 从 直观 来 看 当 |U, | 的 观察 值 |w |]U; | 
的 观察 值 |w | 过 大 时 就 拒绝 Ho. 取 显 著 性 水 平 为 a, Ho 的 拒绝 域 为 
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| ui | =k; 或 | uz | ZR, (6. 11) 
其 中 &, ,ks 由 以 下 两 式 确定 : 


Py, UU; | 之 下 上 二 Pg, iU: | ze) = 


$ 
这 里 记号 Pr {。} 表 示 当 Ho 为 真 时 事件 {。} 的 概率 , 即 有 
是 得 拒绝 域 为 


S 
ki F Zaa ske = tan. T 
|ui |z 或 [u |F za. (6. 12) 
FARRE n 充分 大 时 上 述 检 验 法 近似 地 满足 显著 性 水 平 为 a 的 要 求 . 
事实 上 当 nn 充分 大 时 有 
P124 H, 为 真 拒绝 H.) 
mz {IU | ZEz4A)U ( IU, | > 


= 


SPa LUI zat t Pp CU zz) 2 poc 


例 6 试用 偏 度 . 峰 度 检 验 法 检验 例 5 中 的 数据 是 否 来 自 正 态 总 体 ( 取 a= 
0. 1). 
” 解 现在 来 检验 假设 
H, :数据 来 自 正 态 总 体 . 


这 里 wx 一 0. 1,n— 84,0, oe TY 0. 257 9, 


is 24n(n—2)(n—3) — 
i (nt 10? O13) (Ün2- 5) 


i 8-1. 929 4. 下 面 来 计算 样本 中 心算 B; : B; : B, ;计算 时 可 利用 以 下 
关系 式 : 


— 0. 489 2, 


B; — A,— AT sB, = Á; — 3A, A) T 2AÀi ` 
B, == A, — 44A, ÁA; 十 64, AI — 3A} ; 


其 中 A, = -> (&E 王 1;2,3,4) 为 不 阶 样本 和 矩 ; 经 计算 得 A， (k= 二 1,2,3,4)， 


B，(k 二 2,3,4) 的 观察 值 分 别 为 
A: =143. 773 8, A;—20 706.13, A,=2 987 099, 
A,—4.316 426105, B,—35.2246, B,— —28.5, B,—3 840. 
样本 偏 度 和 样本 峰 度 的 观察 值 分 别 为 
Bi 一 一 0. 136.34 gs=3.094 8. 
而 xu 一 zo.oxs 一 1.96. 由 (6. 11) 式 ,拒绝 域 为 
[ul1gi/alz1.96 或 lwl-—|g —4u:/o; 1.96. 
现 算得 |z | =0. 528 5—1.96,|u, | —0. 338 1 一 1. 96, S EE 27 日, ,认为 数据 来 自 


* 208 >» 第 八 章 假设 检验 


正 态 分 布 的 总 体 ， L 
上 述 检验 法 称 为 偏 度 . 峰 度 检验 法 . 使 用 这 一 检验 法 时 样本 容量 以 大 于 100 
为 宜 . 


$7 秩 和 检验 
本 节 介绍 一 种 有 效 的 , 且 使 用 方便 的 检验 方法 一 一 秩 和 检验 法 . 


设 有 两 个 连续 型 总 体 ,它们 的 概率 密度 函数 分 别 为 f1 (x), f(z), 均 为 未 
知 , 但 已 知 


fi —fi—a)^ a 为 未 知 常数 ， (7. 1) 
BU f, 与 f, 至 多 只 差 一 平移 .我 们 要 检验 下 述 各 项 假设 
H,:a=0, H;:a«0. (7. 2) 
H,:a—0, Hı :a>0. (7.3) 
H,:a70, H :aÆ£0. (7. 4) 


特别 , 奉 两 总 体 的 均值 存在 ,分 别 记 作 ptr r ; 则 由 于 f Jr 至 多 只 差 一 平 
移 , 故 有 


prop d. 
此 时 ,上 述 各 项 假设 分 别 等 价 于 
Hoa pups Hisp us. (2) 
Hoi us Hi ip > pa. SERE 
Hoi Sps Hiis. (dy 
现在 来 介绍 威 尔 柯 克 斯 (Frank Wilcoxon) 提 出 的 秩 和 检验 法 以 检验 上 述 假 


设 . 为 此 , 先 引 人 秩 的 概念 . 
秩 ” 设 XX 为 一 总 体 ,将 一 容量 为 n 的 样本 观察 值 按 自 小 到 大 的 次 序 编号 排 
列 成 


a a a E . (7. 2) 
称 T» 的 足 标 为 Tn 的 秩 ,i 二 1,2,*…,n. 
HRE 1.2 两 总 体 分 别 抽取 容量 为 n ,ns 的 样本 ,是 设 两 样本 独立 . 这 里 总 


每 个 观察 值 的 秩 , 然 后 将 属于 第 1 个 总 体 的 样本 观察 值 的 秩 相 加 ,其 和 记 为 R,， 
称 为 第 1 样本 的 秩 和 . 其 余 观 察 值 的 秩 的 总 和 记 作 Ro , 称 为 第 2 样本 的 秩 和 , 显 
A R ,R; 是 离散 型 的 随机 变量 , 且 有 

R, +R, =>- (m AO. +1), (7. 6) 


AR R: 中 的 一 个 确定 后 另 一 个 随 之 而 定 . 这 样 ,我 们 只 要 考虑 统计 量 R， 
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Bp n]. 

现在 来 解决 双边 检验 问题 (7.4). 对 此 , 先 作 下 观 分 析 . 24 Ho 为 真 时 , 即 有 
f1(x) 三 f(x), 这 时 两 个 独立 样本 实际 上 是 来 自 同一 个 总 体 . 因而 第 1 个 样本 
中 诸 元 素 的 秩 应 该 随机 地 ,分 散 地 在 自然 数 1 一 ni 十 n; 中 取 值 ,一 般 来 说 不 应 过 
分 集中 取 较 小 的 或 较 大 的 值 . 考虑 到 


Fm (nj FDER «ln n T 2n; Taly 


即 知 当 Ho 为 真 时 秩 和 R 一 般 来 说 不 应 ete Rd 因而 ， 
MR, 的 观察 值 ni 过 分 大 或 过 分 小 时 ,我们 都 拒绝 Ho. 
据 以 上 分 析 ,对 于 双边 检验 (7. 40 ,在 给 定 显著 性 水 平 a F,H, 的 拒绝 域 为 


nSz) 或 nza(;) 
其 中 临界 点 Cu (多) 是 满足 P- (Rico (7) js f tt m CL (名) 是 
满足 P... [RSC (多 ) | 过 多 的 最 小 整数 .而 犯 第 类 错误 的 概率 为 


P (R «c, (4) EPs IR, >C (2) |< g+ za. 


如 果 知 道 Ri 的 分 布 , 则 临界 点 Cu (F) ,Ci (多 ) 是 不 难 求 得 的 . FEA m = 
3,m 一 4 的 情况 为 例 来 说 明 求 临界 点 的 方法 . 

当 m —3,m —4 BE 38 1 个 样本 中 各 观察 值 的 秩 的 不 同 取 法 共有 
35 种 . 现 将 这 35 种 情况 列表 如 下 . 


人 


由 于 这 35 种 情况 的 出 现 是 等 可 能 的 ,由 上 表 容 易 求 得 R 的 分 布 律 和 分 布 
PARAN F : 
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Ri 6 7 8 9 10 11 12 


1/35 1/35 2/ 35 3/ 35 4/35 4/35 5/35 
1/35 2/35 4/35 7/35 11/35 15/35 20/35 


P(R,—r) 
PIRS? 


P(R,—n) 4/35 4/35 3/35 2/35 1/35 1/35 
PIR nij 24/35 28/35 31/35 33/35 34/35 l 


于 是 ,对 于 不 同 的 a 值 ,容易 写 出 检验 问题 (7.4) 的 临界 点 和 拒绝 域 . 例如 ,给 定 
a 一 0.2. HERH 


P _,{Ri 二 7} 一 2/35 一 0. 1e. 


P -o {R >17} 52/350. Ee 


即 有 Cu C0. 10 7,C,€0. 10 — 17. W n —3, n —4A, TE S E TEZKOE. 0. 2 下 检验 问 
idi 7. 4) 的 拒绝 域 为 
rm ss B r17. 
此 时 , 犯 第 工 类 错误 的 概率 为 
P,-QAR STET PS IUS ,ZE17 —2/3542- 2/35—0. 114. 
类 似 地 可 得 左边 检验 (7.2) 的 拒绝 域 为 (显著 性 水 平 为 a) 
门 SCo la), 
此 处 ,临界 后 Cu (a) 是 满足 Pae (RSC a) Sa 的 最 大 整数 . 而 右边 检验 问题 


”的 拒绝 域 为 (显著 性 水 平 为 a) 


riz a, 

此 处 ,临界 点 Ci (a) 是 满足 Paso URL ZC, CO ) a 的 最 小 整数 . l 

例如 E RE a 二 0.1, 抽 取 的 样本 容量 为 n3. 二 4, 则 由 上 表 知 检验 问 
igi C7. 3) 的 拒绝 域 为 

rex 

此 时 犯 第 工 类 错误 的 概率 为 2/35 一 0. 1. 

书 末 附 表 9 中 列 出 了 和 ns 自 2 到 10 为止 的 n,n 的 各 种 组 合 的 临界 
点 ,以 及 相应 的 犯 第 工 类 错误 的 概率 . 

例 1 为 查 明 某 种 血清 是 否 会 抑制 白血病 ,选取 患 白 血 病 已 到 晚期 的 老鼠 9 
只 ,其 中 有 5 只 接受 这 种 治疗 , 另 4 只 则 不 做 这 种 治疗 . 设 两 样本 相互 独立 . 从 试 
验 开始 时 计算 ,其 存活 时 间 ( 以 月 计 ) 如 下 : 
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不 作 治 疗 1:9 0. 5 0. 9 E 


设 治疗 与 否 的 存活 时 间 的 概率 密度 至 多 只 差 一 个 平移 . 取 a 二 0.05, 问 这 种 血清 
对 白血病 是 否 有 换 制 作用 ? 

解 本题 需 检验 接受 治疗 的 老鼠 的 存活 期 是 否 有 增长 .分别 以 jms 表示 
不 作 治 疗 和 接受 治疗 的 老鼠 的 存活 时 间 总 体 的 均值 . 需要 检验 的 假设 是 

Hosm—=ps, Hiipa us. 

这 里 ,nn 一 4,n 王 5,a 王 0.05, 先 计算 对 应 于 二 4 的 一 组 观察 值 的 秩 和 . 将 两 组 
数据 放 在 一 起 按 自 小 到 大 的 次 序 排列 . 对 来 自 第 1 个 总 体 (n = 二 4) 的 数据 下 面 
加 一 表示 之 . 即 有 


所 以 R, 的 观察 值 为 六 一 1 十 2 十 4 十 5 一 12. 查 附 表 9 知 Cu(0.05) 二 12, 即 拒绝 域 
AJ r, 12. 而 现在 二 12, 故 拒绝 再 。, 即 认为 这 种 血清 对 白血病 有 抑制 作用 . 口 
可 以 证 明 , 当 H, 为 真 时 ( 即 a=0 时 ) 


jig se A n; (n Lm 十 D 
i PP 
ok, = DR) = neon Enn D aA 
而 当 ni 222510, 24 H, 为 真 时 ,近似 地 有 
Ri ~ N Gas, »oh, ). (7. 8) 
因此 H n sn: 10 时 我 们 可 以 采用 
Ri — ug, 


= 
OR 


作为 检验 统计 量 . 在 显著 性 水 平 a 下 双边 检验 .右边 检验 .左边 检验 的 近似 拒绝 
域 分 别 为 


这 里 = 是 Z 的 观察 值 . 

例 2 茶 商 店 为 了 确定 向 公司 A 或 公司 B 购买 某 种 商品 ,将 A,B 公司 以 往 
各 次 进货 的 次 品 率 进行 比较 ,数据 如 下 , 设 两 样本 独立 . 问 两 公司 的 商品 的 质量 
有 无 显著 差异 . 设 两 公司 的 商品 的 次 品 率 的 密度 至 多 只 差 一 个 平移 , 取 显 著 性 水 
平 0-0, 05, 
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6.2 5.1 10.4 4.0 2.0 10.5 


ATO 3.5 9.6 5.1 
5.7 3.2 4.2 11.0 9.7 6.9 3.6 4.8 5.6 8.4 10.1 5.5 12.3 


解 ” 分 别 以 ya ,ws 记 公 司 A,B 的 商品 次 品 率 总 体 的 均值 . 所 需 检验 的 假设 
是 
Ho : pa Sun» H, :pa Æ ue. 
先 将 数据 按 自 小 到 大 的 次 序 排列 ,得 到 对 应 于 n 10 的 样本 的 秩 和 为 
“lao OTAI: 


又 当 H, AEA, 


DR, = Ln (2, Fm 二 1) 5 260. 


故 知 当 Ho 为 真 时 近似 地 有 
R, —N(120,260). 


拒绝 域 为 
Iz; —120 | 
— Z tm.. 77 1. 96. 
V 260 i 
现在 R, 的 观察 值 为 ri 二 116, 得 | 一 120|/ V260 —0. 25 <1. 96 , 故 接受 Hs, A 
为 两 个 公司 商品 的 质量 无 显著 差异 . E 


在 实际 问题 中 (7. 5) 式 中 会 出 现 某 些 观察 值 相等 的 情况 ,对 于 这 种 观察 值 的 
秩 定义 为 足 标 的 平均 值 . 例如 , 若 抽 得 的 样本 按 次 序 排 成 0,1,1,1,2,3,3, 则 三 
个 1 的 秩 均 为 (2 十 3 十 4)/3= 二 3, 两 个 3 的 秩 均 为 (6 十 7)/2 王 6. 5. 

将 两 个 样本 ni 十 ns 二 个 元 素 按 自 小 到 大 的 次 序 排列 ,车 出 现 上 个 秩 相同 
的 组 , 设 其 中 有 个 数 的 秩 为 aj,i 二 1,2,… ,kya 二 … 过 ay; 则 当 H, HAN R, 
的 均值 仍 为 Hg, — Gi, m 19/2, T R 的 方差 修正 为 


k 
nin; nln? — 1) — > t; C — | 
=} 


2 = 一 onc TM d quf cur a A Mq 
i i2n(n — 1) | Boe 


当 上 不 大 时 , 附 表 9 仍 能 使 用 ,但 表 载 值 为 近似 值 . 又 当 m 2 10. Ho 为 
真 , 且 上 不 大 时 ,近似 地 有 
R, — NGun, ak, )， 
其 中 us, =n Oi m +1)/2, fi ok, 由 (7.9) 式 确定 .这 时 我 们 就 采用 
gr cnm 


OR 
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作为 检验 统计 量 来 检验 假设 检验 问题 (7.2) 一 (7.4) . 
例 3 两 位 化 验 员 各 目 读 得 某 种 液体 黏度 如 下 : 


化 验 员 A| 82 73 91 84 TT 98 81 79 8T 85 


设 数 据 可 以 认为 分 别 来 自 仅 均 值 可 能 有 差异 的 两 个 总 体 的 样本 . 试 在 o 0.05 
下 ,检验 假设 
Houme Peoi 
其 中 jy ,ps 分 别 为 两 总 体 的 均值 . 
解 ” 将 两 个 样本 的 元 素 混 合 , 按 自 小 到 大 次 序 排列 . 并 求 出 各 个 元 素 的 秩 如 
F: 


数据 |73 74 75 76 77 79 79 79 80 80 8182 83 84 85 86 87 91 92 96 98 
FK |1 23457 7 7 9.59.5 111213 14 15 16 17 18 19 20 21 


2 
SUE n, 710,0; —11,n—21, us, —10X22/2—110,8—2, S tl —1) —3X (9 


i= 1 
一 1) 2X(4 一 1) 二 30, 按 (7.9) 式 得 ok —201. 当 Ho 为 真 时 近似 地 有 


拒绝 域 为 
rı— 110 
- Z2 x. os = 1. 645, 
/201 : 
现在 R 的 观察 值 为 7 二 121, 得 (ri 一 110)/ /201 —0. 776 «1.645. 故 接 受 Ha, 
认为 两 位 化 验 员 所 测 得 的 数据 无 显著 差异 . L 
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以 上 讨论 的 假设 检验 方法 称 为 临界 值 法 . 本 节 介 绍 另 一 种 被 称 为 p 值 检验 
法 的 检验 方法 . 先 从 一 个 例题 讲 起 . 
例 1 设 总 体 X 一 No 未知 ,过 二 100, 现 有 样本 zi ,x ，… ,zxss ,算得 
z 一 62. 75. 现在 来 检验 假设 
H, :n= p= 60, H, :n>60. 
采用 Z 检验 法 ,检验 统计 量 为 
a X — Hp 
ZR 
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以 数据 代入 ,得 2 的 观察 值 为 
62. 75 — 60 
zi 一 ———————— =], 983. 
10/ V52 
概率 


P(Zzz)—P(Zz1.983) —1—4X1. 983) —0. 023 8. 
此 即 为 图 8 一 7 中 标准 正 态 曲线 下 位 于 zo 右边 的 尾部 面积 . 
此 概率 称 为 Z 检验 法 的 右边 检验 的 p 值 . 记 为 
PiZzz) — p 1E C—0.023 7). 


车 显著 性 水 平 a2 —0.023 8, 则 对 应 的 临界 值 x <1. 983, 这 表示 观察 什 
zo —1. 983 落 在 拒绝 域内 (图 8 一 7(1)), 因 而 拒绝 HH,; 又 车 显 著 性 水 平 a 二 p= 
0. 023 8, 则 对 应 的 临界 值 x 之 1. 983, 这 表示 观察 值 mx 一 1. 983 不 落 在 拒绝 域内 
(图 8 一 7(2)) ,因而 接受 H. 

据 此 ,p (E —P(ZZ-2,) —0.023 8 是 原 假 设 H, 可 被 拒绝 的 最 小 显著 性 水 
x. 

—fit p 值 的 定义 是 : 

定义 ”假设 检验 问题 的 p [f (probability value) 是 由 检验 统计 量 的 样本 观 
察 值 得 出 的 原 假设 可 被 拒绝 的 最 小 显著 性 水 平 . 

任 一 检验 问题 的 p 值 可 以 根据 检验 统计 量 的 样本 观察 值 以 及 检验 统计 量 
在 也 ,下 一 个 特定 的 参数 值 (一 般 是 H 与 H, 所 规定 的 参数 的 分 界 点 ) 对 应 的 
分 布 求 出 . 例如 在 正 态 总 体 N(,a?) 均 值 的 检验 中 , 当 o 未 知 时 ,可 采用 检验 统 
计量 /= 人寿 ,在 以 下 三 个 检验 问题 中 , 当 py 时 t~4(n 一 1). 如 果 由 样本 求 
得 统计 量 1 的 观察 值 为 1, ,那么 在 检验 问题 

H, : uo H, : H> po "m, 

b ESP, (20) — t 右 侧 尾 部 面积 ,如 图 (8 一 8(1)); 

Hs :pp Hi sg, P, 
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p SP, (eto ) ts 左 侧 尾 部 面积 ,如 图 (8 一 8(2)) 


Ho :p= po» Hi spp P>» 
(D XP n 70H 
b B — P, (Itl ze )— P, (GE —452UGZ&)) 
—2XGQG, 右 侧 尾部 面积 ) (如 图 8 一 9(1)). 
Cii) 35 z <0 时 
b BSP, (|t| 完 一}=P, Sn UG) 
=2X (t 左 侧 尾 部 面积 ) (如 图 8 一 9(2)). 
综合 (i) (i),p 值 =2X( 由 i。 界定 的 尾部 面积 ). 


图 8 一 9 


上 述 各 图 中 的 曲线 均 为 i:(n 一 1) 分 布 的 概率 密度 曲线 . 

在 现代 计算 机 统计 软件 中 ,一 般 都 给 出 检验 问题 的 p 值 . 

按 p 值 的 定义 ,对 于 任意 指定 的 显著 性 水 平 a, 就 有 

(1) Zi p 值 筷 a, 则 在 显著 性 水 平 a 下 拒绝 H,. 

(2) 寿 户 值 二 a,; 则 在 显著 性 水 平 a 下 接受 日， 

有 了 这 两 条 结论 就 能 方便 地 确定 Ho 的 拒绝 域 . 这 种 利用 p 值 来 确定 检验 
拒绝 域 的 方法 , 称 为 p 值 检验 法 . 

用 临界 值 法 来 确定 H, 的 拒绝 域 时 ,例如 当 取 a=0.05 时 知道 要 拒绝 Ho, 
再 取 a 二 0.01 也 要 拒绝 Hi ,但 不 能 知道 将 a 再 降低 一 些 是 否 也 要 拒绝 HL p 
值 法 给 出 了 拒绝 Ho 的 最 小 显著 性 水 平 . 因此 p 值 法 比 临界 值 法 给 出 了 有 关 拓 
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绝 域 的 更 多 的 信息 . 
例 2 用 忆 值 法 检验 本 章 §1 例 2 的 检验 问题 
H, ;uw = —0.545, Hi:u>u a™0. 05. 


解 ”用 过 检验 法 ,现在 检验 统计 量 Z— 7 P MUROS 
a 7" 


90,535 (0. 545) 
0. 008/45 
p 值 =P{Z 守 2.795 5) —1—4X2. 795 5) —0.002 6. 
思 值 二 a 二 0.05, 故 拒绝 H,. O 
H3 用 pp 检验 法 检验 本 章 32 例 1 的 检验 问题 
Ho :um =225, Hi:u>225, a=0. 05. 


=2.799 5. 


Ü 


EE 


E ”用 :检验 法 ,现在 检验 统计 量 C EAS TUR UCS 


241.5— 225 
UE TET EYNET. a Pu 668 5, 
由 计算 机 算得 
b = P{t=0. 668 5}=0. 257 0, 
值守 a=0.05, 故 接受 H.. 口 
例 4 用 值 检验 法 检验 本 章 33 例 1 中 检验 问题 
H,:o! =5 000, H, ;oA5 000,20. 02. 


W 用 ; 检验 法 . 现在 检验 统计 量 v D metto 
, 25X9 200 _ 


K 5 000 i 


由 计算 机 得 
b E —2XP(1*z46) —0.012 8, 

P f «a0. 02, sk EË Ho. L 

轧 值 表示 反对 原 假 设 H., 的 依据 的 强度 ,p 值 越 小 ,反对 H, 的 依据 越 强 , 越 
充分 (和 壁 如 对 于 某 个 检验 问题 的 检验 统计 量 的 观察 值 的 p 值 =0. 000 9, p 值 如 
此 的 小 ,以 至 于 几乎 不 可 能 在 Ho 为 真 时 出 现 目 前 的 观察 值 ,这 说 明 拒 绝 Hu 的 
理由 很 强 ,我 们 就 拒绝 He). 

一 般 , 若 请 值 过 0. 01, 称 推断 拒绝 Ho 的 依据 很 强 或 称 检验 是 高 度 显 著 的 ; 
Ti 0.01-— p 值 所 0.05 称 推断 拒绝 Ho 的 依据 是 强 的 或 称 检验 是 显著 的 ; 若 0. 05 
<p E<0. 1 称 推 断 拒 绝 H, 的 理由 是 弱 的 ,检验 是 不 显著 的 ; 若 请 值 之 0. 1 一 
般 来 说 没有 理由 拒绝 Hu. 基于 p 值 ,研究 者 可 以 使 用 任意 希望 的 显著 性 水 平 来 
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作 计 算 . 在 杂志 上 或 在 一 些 技术 报告 中 ,许多 研究 者 在 讲述 假设 检验 的 结果 时 ， 
常 不 明显 地 论 及 显著 性 水 平 以 及 临界 值 , 代 之 以 简单 地 引用 假设 检验 的 p 值 ， 
利用 或 让 读者 利用 它 来 评价 反对 原 假 设 的 依据 的 强度 ,作出 推断 . 


小 结 


统计 推断 就 是 由 样本 来 推断 总 体 , 它 包括 两 个 基本 问题 :统计 估计 和 假设 检验 . 上 一 章 
讲述 了 参数 估计 ,本 章 讨论 假设 检验 问题 . 有 关 总 体 分 布 的 未 知 参 数 或 未 知 分 布 形式 的 种 种 
论断 叫 统 计 假设 ,人 们 要 根据 样本 所 提供 的 信息 对 所 考虑 的 假设 作出 接受 或 拒绝 的 决策 . 假 
设 检验 就 是 作出 这 一 决策 的 过 程 . 

一 般 , 人 们 总 是 对 原 假设 H 作出 接受 或 拒绝 的 决策 . 由 于 作出 判断 原 假设 H 是 否 为 
真 的 依据 是 一 个 样本 ,由 于 样本 的 随机 性 , 当 H 为 真 时 ,检验 统计 量 的 观察 值 也 会 落 信 拒绝 
域 ,致使 我 们 作出 拒绝 H 的 错误 决策 ;而 当 H 为 不 真 时 ,检验 统计 量 的 观察 值 也 会 未 落 人 
拒绝 域 , 致 使 我 们 作出 接受 H 的 错误 决策 . 


假设 检验 的 两 类 错误 


真实 情况 所 dE E $ 

(未 知 ) ~ BEH, 拒绝 H, 
H, YA mM | O RUE INR 
HKA | 犯 第 工 类 错误  ”  — X 


我 们 使 用 "接受 假设 ?或 “拒绝 假设 这样 的 术语 . 接受 一 个 假设 并 不 意味 着 确信 它 是 真 
的 , 它 只 意味 着 决定 采取 某 种 行动 (例如 AD ;拒绝 一 个 假设 也 不 意味 着 它 是 假 的 ,这 也 仅仅 是 
作出 采取 另 一 种 不 同 的 行动 (例如 B). 不 论 哪 种 情况 ,都 存在 作出 错误 选择 的 可 能 性 . 

当 样 本 容量 ”固定 时 , 减 小 犯 第 工 类 错误 的 概率 ,就 会 增 大 犯 第 IT 类 错误 的 概率 ,反之 亦 
R. 我 们 的 做 法 是 控制 犯 第 工 类 错误 的 概率 ,使 

PU Ho 为 真 拒绝 Ho) Sa 
其 中 0 一 a 生 1 是 给 定 的 小 的 数 ,a 称 为 检验 的 显著 性 水 平 . 这 种 只 对 犯 第 工 类 错误 的 概率 加 
以 控制 而 不 考虑 犯 第 开 类 错误 的 概率 的 检验 称 为 显著 性 检验 ， 

在 进行 显著 性 检验 时 , 犯 第 1 类 错误 的 窒 率 是 由 我 们 控制 的 .a 取得 小 , 则 概率 P{ 当 He 
为 真 拒绝 五" } 就 小 ,这 保证 了 当 H, 为 真 时 错误 地 拒绝 H, 的 可 能 性 很 小 . 这 意味 着 H, Æ 
受到 保护 的 ,也 表明 H H 的 地 位 不 是 对 等 的 . 于 是 ,在 一 对 对 立 假设 中 , 选 哪 一 个 作为 
Ho 需要 小 心 . 例如 ,考虑 某 种 药品 是 否 为 真 , 这 里 可 能 犯 两 种 错误 :(1) 将 假 药 误 作为 真 药 ， 
则 骨 着 伤害 病人 的 健康 甚至 生命 的 风险 ;(2) 将 真 药 误 作 为 假 药 , 则 冒 着 造成 经 济 损失 的 风 
险 . 显然 ,犯错 误 (1) 比 犯错 误 (2) 的 后 果 严 重 ,因此 ,我 们 选取 “HH, :药品 为 假 , Hl; 药品 为 
真 ”, 即 是 使 得 犯 第 I 类 错误 “ 当 药 品 为 假 时 错 判 药品 为 真 ” 的 概率 三 a. 就 是 说 ,选择 H, H, 
使 得 两 类 错误 中 后 果 严 重 的 错误 成 为 第 工 类 错误 . 这 是 选择 H H 的 一 个 原则 . 

如 采 在 两 类 错误 中 ,没有 一 类 错误 的 后 果 严 重 更 需要 避免 时 ,常常 取 H., 为 维持 现状 , 即 
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Ht Ho 为 “无 效益 ”“ 无 改进 “无 价值 "等 等 . 例如 , 取 
五 , :新 技术 未 提高 效益 ， 日 | :新 技术 提高 效益 . 

实际 上 ,我 们 感 兴趣 的 是 H,“ 提 高 效益 ”, 但 对 采用 新 技术 应 持 慎 重 态度 . 选取 Ho。 为 “新 技 
术 未 提高 效益 ” ,一 旦 H 被 拒绝 了 ,表示 有 较 强 的 理由 去 采用 新 技术 . 

在 实际 问题 中 ,情况 比较 复杂 ,如 何 选取 Hn H, 只 能 在 实践 中 积 黑 经 验 , 根 据 实际 情况 
EHET. 

注意 ,拒绝 域 的 形式 是 由 H 确定 的 . 

我 们 还 介绍 了 置信 区 间 与 假设 检验 的 关系 . 知道 了 置信 区 间 就 能 容易 判明 是 否 接受 原 
假设 ;反之 ,知道 了 检验 的 接受 域 就 得 到 了 相应 的 置信 区 间 . 
E 重要 术语 及 主题 

FRR FBR 检验 统计 量 单 边 检验 ”双边 检验 ”显著 性 水 平 拒绝 域 显著 
性 检验 ”一 个 正 态 总 体 的 参数 的 检验 ”两 个 正 态 总 体 均 值 差 .方差 比 的 检验 ”成 对 数据 的 检 
验 x 分 布 拟 合 检验 ” 偏 度 . 峰 度 检验 ” 秩 和 检验 


习题 


1. 某 批 矿 砂 的 5 个 样品 中 的 镍 含量 ,经 测定 为 (为 ) 
3.25 3.27 3.24 3.26 3.24 
设 测定 值 总 体 服从 正 态 分 布 , 但 参数 均 未 知 , 间 在 a0. 01 下 能 否 接 受 假设 ;这 批 矿砂 的 镍 舍 
量 的 均值 为 3. 25. 


2. 如 果 一 个 矩形 的 宽度 ww 与 长 度 / 的 比 w/l= 记 (WW5 一 D0. 618, 这 样 的 矩形 称 为 黄 


金 矩形 . 这 种 尺寸 的 矩形 使 人 们 看 上 去 有 良好 的 感觉 . 现代 的 建筑 构件 (如 窗 架 ) .工艺 品 (如 
图 片 镜框 ), 甚 至 司机 的 执照 .商业 的 信用 卡 等 常常 都 是 采用 黄金 矩形 . 下 面 列 出 某 工艺 品 工 
三 随机 取 的 20 个 矩形 的 宽度 与 长 度 的 比值 : 
0.693 0.749 0.654 0.670 0.662 0.672 0.615 0.606 0.690 0.628 
0.668 0.611 0.606 0.609 0.601 0.553 0.570 0.844 0.576 0.933 
设 这 一 工厂 生产 的 矩形 的 宽度 与 长 度 的 比值 总 体 服从 正 态 分 布 ,其 均值 为 n 75 288 o! e 


Ho :u=0. 618, Hi :nA#0. 618. 
3. 要 求 一 种 元 件 平均 使 用 寿命 不 得 低 于 1 000 h, 生 产 者 从 一 批 这 种 元 件 中 随机 抽取 25 
Pr , 测 得 其 寿命 的 平均 值 为 950 bh. 已 知 该 种 元 件 寿命 服从 标准 差 为 so=100 h 的 正 态 分 布 . 试 
在 显著 性 水 平 a 二 0.05 下 判断 这 批 元 件 是 否 合格 ? 设 总 体 均 值 为 ww 未知. 即 需 检验 假设 
Ho :41 000, Hi «1 000. 
4. 下 面 列 出 的 是 某 工 厂 随 机 选取 的 20 只 部 件 的 装配 时 间 (min) : 


9.8 10.4 10.6 96 9.7 9.9 10.9 11.1 9.6 10.2 
10.3 96 83,9 11.2 10.6 9.8 10.5 10.1 10.5 9.7 


设 装配 时 间 的 总 体 服 从 正 态 分 布 NOCuyo ) ,pyo 均 未 知 .是 理 可 以 认为 装配 时 间 的 均值 显著 
大 于 10 (HR a=0. 05)? 


—::—————————— C ———— M t —— A TE S A 


5. 按 规定 ,100 g 把 头盔 茹 汁 中 的 平均 维生素 C 含量 不 得 少 于 21 mg/g. 现 从 工厂 的 产 
品 中 抽取 17 AREL, 100 g 番茄 并 中 , 测 得 维生素 上 C 食量 (mg/g) 记 录 如 下 : 
16 25 21 20 23 21 19 15 13 23 17 20 239 18 22 16 22 
设 维生素 含量 服从 正 态 分 布 Nip) p 均 未 知 , 问 这 批 钠 头 是 否 符合 要 求 ( 取 显著 性 水 平 
a— O0. 05). 
6. 下 表 分 别 给 出 两 位 文学 家 马克 。 吐 温 (Mark Twain) ff] 8 篇 小 品 文 以 及 斯 诺 特 格拉 斯 
(Snodgrass) 的 10 篇 小 品 文中 由 3 个 字母 组 成 的 单字 的 比例 . 


马克 。 叶 温 |0.225 0.262 0.217 0.240 0.230 0.229 0.235 0.217 


斯 诺 特 格拉 斯 [0.209 0.205 0.196 0.210 0.202 0.207 0.224 0.223 0.220 0,201 


设 两 组 数据 分 别 来 自 正 态 总 体 , 且 两 总 体 方差 相等 ,但 参数 均 未 知 . 两 样本 相互 独立 . 问 两 位 
作家 所 写 的 小 品 文中 包含 由 3 个 字母 组 成 的 单字 的 比例 是 否 有 显著 的 差异 ( 取 a=0.05)? 

7. 在 20 世纪 70 年 代 后 期 人 们 发 现 ,在 酿造 啤酒 时 ,在 麦芽 干燥 过 程 中 形成 致癌 物质 亚 
iB dE — 8 RECNDMAO., 到 了 20 世纪 80 年 代 初 期 开发 了 一 种 新 的 麦芽 于 爆 过 程 .下 面 给 出 分 
别 在 新 老 两 种 过 程 中 形成 的 NDMA 含量 (以 10 亿 份 中 的 份 数 计 )， 


设 两 样本 分 别 来 自 正 态 总 体 , 且 两 总 体 的 方差 相等 ,但 参数 均 未 知 . 两 样本 独立 . 分 别 以 ju， 
p 记 对 应 于 老 、 新 过 程 的 总 体 的 均值 , 试 检验 假设 (a 二 0.05) 
Hosgi — pa S25. Hy spi — p>2, 
8. 随机 地 选 了 8 个 人 ,分 别 测 量 了 他 们 在 早晨 起 床 时 和 晚上 就 究 时 的 身高 (cm) ,得 到 以 
下 的 数据 . 


序号 1 2 3 4 5 6 7 8 


f EG.) 172 168 180 181 160 163 165 177 
B& ECy 172 167 177 179 159 161 166 175 


设备 对 数据 的 差 D—X,—Y, (—1,2.:-,8)J&3X B ET E NCnp ,ob ) 的 样本 ,po sob IR 
知 . 问 是 否 可 以 认为 早晨 的 身高 比 晚上 的 身高 要 高 ( 取 a=0.05)? 

9. 为 了 比较 用 来 做 鞋子 后 跟 的 两 种 材料 的 质量 ,选取 了 15 名 男子 (他 们 的 生活 条 件 各 
不 相同 ) ,每 人 穿 一 双 新 鞋 ,其 中 一 只 是 以 材料 A 做 后 跟 , 另 一 只 以 材料 吾 做 后 跟 , 其 厚度 均 
为 10 mm. 过 了 一 个 月 再 测量 厚度 ,得 到 数据 如 下 : 


Wf |i 2 3 4 5 6 7 8 9 WMA 15 
BUB AG[6.6 7.0 8.3 8.2 5.2 9.3 7.9 8.5 7.8 7.5 6.1 8.9 6.1 9.4 9.1 
材料 BGOO|7.4 5.4 8.8 8.0 6.8 9.1 6.3 7.5 7.0 6.5 4.4 7.7 4.2 9.4 9.1 
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以 认为 以 材料 A. 制 成 的 后 跟 比 材料 B 的 耐 穿 ( 取 a 0.0507? 

10. 为 了 试验 两 种 不 同 的 某 谷物 的 种 子 的 优 和 劣 ,选取 了 10 块 土质 不 同 的 土地 ,并 将 每 块 
土地 分 为 面积 相同 的 两 部 分 ,分 别 种 植 这 两 种 种 子 . 设 在 每 块 土地 的 两 部 分 人 工 管理 等 条 件 
完全 一 样 . 下 面 给 出 各 块 土 地 上 的 单位 面积 产量 : 


土地 编号 ; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
PE Alr) 23 35 29 ' 42 39 29 37 34 35 28 
种 子 BOO 26 39 35 40 38 24 36 27 41 27 


R DSX Y (i 一 1,2,"…,10) 是 来 自 正 态 总 体 NGuo ob) WREE suo «op 均 未 知 . 问 以 这 两 
种 种 子 种 植 的 谷物 的 产量 是 否 有 显著 的 差异 ( 取 a0. 0557 

11. 一 种 混杂 的 小 麦 品 种 PR IP BIER HE 3E JJ os — 14 cm, 经 提纯 后 随机 抽取 10 株 , 它 们 的 
株 高 (以 cm 计 ) 为 

90 105 101 95 100 100 101 105 93 97 

考察 提纯 后 群体 是 否 比 原 群 体 整齐 ” 取 显 著 性 水 平 a 二 0.01, 并 设 小 麦 株 高 服从 IN Geo? ). 

12. 某 种 守 线 ,要 求 其 电阻 的 标准 差 不 得 超过 0. 005 0. 5 TE ^k r^ 85 — fb 5r £x rp BURE ES 9 
根 , 测 得 5—0.007 0Q, 设 总 体 为 正 态 分 布 , 参 数 均 未 知 , 问 在 显著 性 水 平 a==0.05 下 能 否认 为 
这 批 导线 的 标准 差 显 著 地 偏 大 ? 

13. 在 第 2 题 中 记 总 体 的 标准 差 为 o, 试 检验 假设 ( 取 a=0. 05) 

H.: =0.11, H,.;o'350.11*, 


14. 测定 某 种 溶液 中 的 水 分 , 它 的 10 个 测定 值 给 出 0.03726 , 设 测 定 值 总 体 为 正 态 分 
dno 为 总 体 方差 ,oo 未 知 . 试 在 显著 性 水 平 a=0. 05 下 检验 假设 
Hs :0 20.04%, Hi 100. 04%. 
15. 在 第 6 题 中 分 别 记 两 个 总 体 的 方差 为 只 M. eO a=0. 05) 
H, :0 一 大， H, :gi ut. 
以 说 明 在 第 6 题 中 我 们 假设 o; =ai 是 合理 的 . 
16. 在 第 7 题 中 分 别 记 两 个 总 体 的 方差 为 of IL of. 试 检验 假设 ( 取 a 0.05) 
H; ioi 72a, Hi ioi E. 
以 说 明 在 第 7 题 中 我 们 假设 中 = 中 是 合理 的 . 
17. 两 种 小 麦 品种 从 播种 到 抽穗 所 需 的 天 数 如 下 . 
101 100 99 99 98 100 98 99 99 99 


y |100 98 100 99 398 99 398 98 99 100 
设 两 样本 依次 来 自 正 态 总 体 NGo soi), NGa so piso; (i 二 1,2) 均 未 知 ,两 样本 相互 独立 . 
(1) 试 检验 假设 Hoioi— 0$. H 10i %0 Oft 一 0.05). 
(2) 看 能 接受 H ,接着 检验 假设 H; : p =m, H' :和 天 Ma (HL a= 0.05). 
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18. 用 一 种 叫 " 混 乱 指标 ”的 尺度 去 衡量 工程 师 的 英语 文章 的 可 理解 性 ,对 混乱 指标 的 打 
分 越 低 表示 可 理解 性 越 高 .分别 随 机 选取 13 篇 刊载 在 工程 杂志 上 的 论文 ,以 及 10 篇 未 出 版 
的 学 术 报 告 ,对 它们 的 打分 列 于 下 表 : 


工程 杂志 上 的 论文 (数据 工 ) 未 出 版 的 学 术 报 告 ( 数 据 工 ) 
1.79 1.75 1.67 1.65 2,99 3.51 2.86 
1.87 1.74 1.94 2.56 2.29 2.49 
1.62 2.06 1.33 2.36 2.58 
1.96 1.69 1.70 [2.92 2.41 


HAGE I. IARA ESD NOn soi), NC sai? ,jp ,po soi ai 均 未 知 ,两 样本 独立 . 

(D 试 检验 假设 Higi—oi.Hiioi-o$ (OR a—0.D. 

(2) 若 能 接受 H, ,接着 检验 假设 Ho ;p= Hi u Æp OR o 70, 1). 

19. 有 两 台 机 器 生产 金属 部 件 , 分 别 在 两 台 机 器 所 生产 的 部 件 中 各 取 一 容量 60. 
—40 的 样本 , 测 得 部 件 重量 (以 kg 计 ) 的 样本 方差 分 别 为 时 二 15. 46. 5$ —9. 66. 设 两 样本 相互 
独立 . 两 总 体 分 别 服从 NGa so 4 NO oi TB. uoo? (i 二 1,2) 均 未 知 . 试 在 显著 性 水 平 
—0.05 下 检验 假设 

H,:vi<o, Ho >o. 
20. 议 需 要 对 某 一 正 态 总 体 的 均值 进行 假设 检验 
Hoiuzl5, Hiiguc15. 
E. AI o —2. 5. BL a0. 05. 车 要 求 当 H, HHI 13 时 犯 第 开 类 错误 的 概率 不 超过 9— 0.05, 
求 所 需 的 样本 容量 . 

21. 电池 在 货架 上 滞留 的 时 间 不 能 太 长 . 下面 给 出 某 商店 随机 选取 的 8 只 电池 的 货架 滞 
留 时 间 ( 以 天 计 )， 

108 124 124 106 138 163 159 134 

设 数据 来 自 正 态 总 体 NA (o) Oo RA. 

COD 试 检验 假设 Ho iusz125, Hi :u>125, Ht a=0. 05. 

(2) 车 要 求 在 上 述 Hi 中 (Cy 一 125)/o 宇 1.4 时 , 犯 第 卫 类 错误 的 概率 不 超过 p= 0. 1, 求 所 
需 的 样本 容量 . 

22. 一 药 厂 生产 一 种 新 的 止痛 片 , 厂 方 希望 验证 服用 新 药片 后 至 开始 起 作用 的 时 间 间 隔 
较 原 有 止痛 片 至 少 缩短 一 半 , 因 此 厂 方 提出 需 检 验 假设 

Hosp Kms He 
此 处 jn ,pz 分 别 是 服用 原 有 止痛 片 和 服用 新 止痛 片 后 至 起 作用 的 时 间 间 隔 的 总 体 的 均值 . 设 
两 总 体 均 为 正 态 且 方 差分 别 为 已 知 值 oi soi. 现 分 别 在 两 总 体 中 取 一 样本 X ,XX o X, 和 
了 Y: ens Y, , 设 两 个 样本 独立 . 试 给 出 上 述 假 设 H, 的 拒绝 域 , 取 显 著 性 水 平 为 a. 
23. 检查 了 一 本 书 的 100 页 ,记录 各 页 中 印刷 错误 的 个 数 ,其 结果 为 


错误 个 数 f, 
* fi 个 错误 的 页 数 
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问 能 否认 为 一 页 的 印刷 错误 的 个 数 服 从 泊 松 分 布 ( 取 ac 一 0. 05). 
24. 在 一 批 灯 泡 中 抽取 300 只 作 寿 命 试 验 , 其 结果 如 下 : 

fr i(h) 0 过 1 二 100 100 tz 200 200 1:.300 t — 300 

灯泡 数 121 78 43 58 


取 au 一 0. 05, 试 检验 假设 
五 。 :灯泡 寿命 服从 指数 分 布 


o=’ 005678, — (220, 


0, t« 0. 
25. 下 面 给 出 了 随机 选取 的 某 大 学 一 年 级 学 生 (200 名 ) 一 次 数学 考试 的 成 绩 . 
(OD 画 出 数据 的 直方 图 . 
(2) 试 取 a—0. 1 检验 数据 来 自 正 态 总 体 N(60,152 ). 


分 数 工 20& r«.30 30-«x«40  40-r«50 50<r<60 
”学 生 数 5 15 30 51 

分 数 > 60- «70 70— x«80 80<1<90 90— «100 

学 生 数 | 60 — 23 l0 6 


26. RHEA 8 只 球 ,其 中 红 球 数 未 知 . 在 其 中 任 取 3 只 ,记录 红 球 的 只 数 ,然后 放 回 ， 
EHEM 3 只 ,记录 红 球 的 只 数 ,然后 放 回 . 如 此 重复 进行 了 112 次 ,其 结果 如 下 ， 


x 0 l 2 3 
次 数 1 31 55 25 
试 取 a 二 0.05 检验 假设 
Ho ;XX 服从 超 几 何 分 布 


Pix - (7) Ain k=0,1,2,3. 


即 检验 假设 Ho : 红 球 的 只 数 为 5. 
27. 一 农场 10 年 前 在 一 和 鱼 塘 中 按 比 例 20 : 15 : 40: 25 投放 了 四 种 鱼 : 甸 鱼 85 fa P se 
人 鱼 和 侯 鱼 的 鱼苗 ,现在 在 鱼 塘 里 获得 一 样本 如 下 : 


序号 1 2 3 4 
| 种 类 &t fü $5 fü Tp 3c fü AL 
数量 (条 ) 132 100 200 168 2 一 600 


AE a—0. 05 ,检验 各 类 鱼 数 量 的 比例 较 10 年 前 是 否 有 显著 的 改变 . 
28. 某 种 鸟 在 起 飞 前 , 双 足 齐 跳 的 次 数 蕊 服从 几何 分 布 ,其 分 布 律 为 
P{X=2zx}=p” (1—p), zr—1,2,.". 
今 获得 一 样本 如 下 ，; 


观察 到 工 的 次 数 |48 31 20 9 6 5 4 2 1 1 23 1. 0 


CD R p 的 最 大 似 然 估 计 值 . 
(2) 取 a=0.05, 检 验 假设 :Ho GEB GIRPIX-—x)—»9!(1—2,.r:—1.2.*. 
29. 分 别 抽查 了 两 球 队 部 分 队员 行李 的 重量 (kg) 为 ; 


1 A 34 39 41 28 33 


2 [A 36 40 39 31 39 36 


设 两 样本 独立 且 1.2 两 队 队 员 行 李 重 基 总 体 的 概率 密度 至 多 差 一 个 平移 . 记 两 总 体 的 均值 分 
别 为 RE :日 EET HRA. i By a BRIR : Ho AI — Hs „Hı : — uz OR a—0. 05). 
30. 下 面 给 出 两 种 型 号 的 计算 器 充电 以 后 所 能 使 用 的 时 间 (h): 


设 两 样本 独立 上 且 数据 所 属 的 两 总 体 的 概率 密度 至 多 差 一 个 平移 ,试问 能 否认 为 型 号 4 的 计 
算 器 平均 使 用 时 间 比 型 号 B 来 得 长 (a 二 0.01)? 
31. 下 面 给 出 两 个 工人 五 天 生产 同一 种 产品 每 天 生产 的 件数 ， 


TAA 49 92 53 47 20 
TAB 56 48 28 46 99 


设 两 样本 独立 且 数 据 所 属 的 两 总 体 的 概率 密度 至 多 差 一 个 平移 , 问 能 否认 为 工人 4,. 工 人 也 
平均 每 天 完成 的 件数 没有 显著 差异 (ae 一 0. 1)? 

32. (1) 设 总 体 服 从 N(p,100) ,mr 未知 , 现 有 样本 :nm 一 16, 区 一 13. 5, 试 检验 假设 Ho iue 
10, Hi 12710, CO a50. 05, GDE a— 0, 10, CiiD Ho 可 被 拒绝 的 最 小 显著 性 水 平 . 

(2) 考察 生长 在 老鼠 身上 的 肿块 的 大 小 . 以 X 表 示 在 老鼠 身上 生长 了 15 天 的 肿块 的 直 
径 ( 以 mm Pi X — NG4 0 60^ 均 未 知 , 今 随机 地 取 9 只 老鼠 (在 它们 身上 的 肿块 都 长 
T 15 天 ), 测 得 z= 二 4.3,s 二 1.2, 试 取 a= 0. 05, H p 值 检验 法 检验 假设 Ho:p=4.0,H pA 
4.0, 求 出 力 值 . 

(3) 用 p 值 检验 法 检验 $2 例 4 的 检验 问题 . 

(O 用 产值 检验 法 检验 第 27 题 中 的 检验 问题 . 


PILE ”方差 分 析 及 回归 分 析 


方差 分 析 和 回归 分 析 虱 是 数理 统计 中 具有 广泛 应 用 的 内 容 , 本 章 对 它们 的 
最 基本 部 分 作 一 介绍 ， 


$1 单 因素 试验 的 方差 分 析 


(一 ) 8 NRI 


在 科学 试验 和 生产 实践 中 ,影响 一 事物 的 因素 往往 是 很 多 的 . 例如 ,在 化 工 
生产 中 ,有 原料 成 分 .原料 剂量 .催化剂 .反应 温度 .压力 ,溶液 浓度 ,反应 时 间 、 机 
圳 设备 及 操作 人 员 的 水 平等 因素 . 每 一 因素 的 改变 都 有 可 能 影响 产品 的 数量 和 
”质量 . 有些 因 素 影 响 较 大 ,有 些 较 小 . 为 了 使 生产 过 程 得 以 稳定 ,保证 优质 .高产 ， 
就 有 必要 找 出 对 产品 质量 有 显著 影响 的 那些 因素 . 为 此 ,我 们 需 进 行 试验 . 方差 
分 析 就 是 根据 试验 的 结果 进行 分 析 ,鉴别 各 个 有 关 因 素 对 试验 结果 影响 的 有 效 
方法 . 

在 试验 中 ,我 们 将 要 考察 的 指标 称 为 试验 指标 . 影响 试验 指标 的 条 件 称 为 因 
素 . 因素 可 分 为 两 类 ,一 类 是 人 们 可 以 控制 的 (可 控 因素 ); 一 类 是 人 们 不 能 控制 
的 . 例如 ,反应 温度 .原料 剂量 ,溶液 浓度 等 是 可 以 控制 的 ,而 测量 误差 ,气象 条 件 
等 一 般 是 难以 控制 的 . 以 下 我 们 所 说 的 因素 都 是 指 可 控 因 素 . 因素 所 处 的 状态 ， 
称 为 该 因素 的 水 平 ( 见 下 述 备 例 ). 如 果 在 一 项 试验 的 过 程 中 只 有 一 个 因素 在 改 
变 称 为 单 因素 试验 ,如 果 多 于 一 个 因素 在 改变 称 为 多 因素 试验 . 

例 1 设 有 三 台 机 器 ,用 来 生产 规格 相同 的 铝 合 金 薄板 . 取样 ,测量 薄板 的 
厚度 精确 至 干 分 之 一 厘米 . 得 结果 如 表 9 一 1 所 示 ， 

表 9 一 1 名 合金 板 的 厚度 


机 项 I 机 器 [I £L 3 M 
0.286 0. 257 0. 258 
0. 238 0. 253 0. 264 
0. 248 0. 255 0. 259 
0. 245 0. 254 0. 267 
0. 243 0. 261 0. 262 
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这 里 ,试验 的 指标 是 薄板 的 厚度 . 机 器 为 因素 ,不 同 的 三 台 机 器 就 是 这 个 因素 的 
三 个 不 同 的 水 平 .我 们 假定 除 机 器 这 一 因素 外 ,材料 的 规格 .操作 人 员 的 水 平等 
其 他 条 件 都 相同 . 这 是 单 因 素 试 验 . 试验 的 目的 是 为 了 考察 各 台 机 器 所 生产 的 薄 
板 的 厚度 有 无 显著 的 差异 , 即 考察 机 器 这 一 因素 对 厚度 有 无 显 闭 的 影响 . 如 有 果 厚 
度 有 显著 差异 ,就 表明 机 器 这 一 因素 对 厚度 的 影响 是 显著 的 ， [] 

例 2 表 9 一 2 列 出 了 随机 选取 的 ,用 于 计算 器 的 四 种 类 型 的 电路 的 啊 应 时 
同 ( 以 毫秒 计 ). 

X 9 一 2 电路 的 响应 时 间 


类 型 类 型 了 F H TT 类 型 由 
19 15 20 40 16 17 18 

22 21 15 22 

20 33 18 19 

18 27 26 


这 里 ,试验 的 指标 是 电路 的 啊 应 时 间 . 电路 类 型 为 因素 ,这 一 因素 有 4 个 水 平 .这 
是 一 个 单 因素 的 试验 . 试验 的 目的 是 为 了 考察 各 种 类 型 电路 的 响应 时 间 有 无 显 
着 差异 , 即 考察 电路 类 型 这 一 因素 对 响应 时 间 有 无 显著 的 影响 ， 图 
例 3 一 火箭 使 用 四 种 燃料 ,三 种 推进 项 作 射 程 试验 . 每 种 燃料 与 每 种 推进 
器 的 组 合 各 发 射 火 箭 两 次 ,得 射程 如 表 9 一 3( 以 海里 计 )， 
表 9 一 3 火箭 的 射程 


推进 器 (B) B, B, B, 
58.2 56,2 65. 3 

A; 
22.6 41. 2 60, 8 
49, 1 24, ] 21.6 

A; 
42,8 50.5 48. 4 

燃料 (A) 

60. 1 70.9 39. Z 

A; 
55. 3 (3. d 40. 7 
75.8 | 58. 7 48, 7 

A, | 

| f1.5 | 51. 0 4]. 4 


这 里 试验 指标 是 射程 . 推进 冀 和 的 料 是 因素 ,它们 分 别 有 3 个 ,4 个 水 平 . 这 是 一 
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个 双 因 素 的 试验 .试验 的 目的 在 于 考察 在 各 种 因素 的 各 个 水 平 下 射程 有 无 显著 
的 差异 , 即 考察 推进 器 和 燃料 这 两 个 因素 对 射程 是 否 有 显著 的 影响 . [] 

本 节 限 于 讨论 单 因 素 试 验 . 我 们 就 例 1 来 讨论 . 在 例 1 中 ,我 们 在 因素 的 每 
一 个 水 平 下 进行 独立 试验 ,其 结果 是 一 个 样本 . 表 中 数据 可 看 成 来 自 三 个 不 同 总 
体 ( 每 个 水 平 对 应 一 个 总 体 ) 的 样本 值 . 将 各 个 总 体 的 均值 依次 记 为 pa sp spa. 3X 
题 意 需 检验 假设 

H, s) 7 H2 T Has 
Hi ;pm spa spa 不 全 相等 . 

现在 进而 假设 各 总 体 均 为 正 态 变量 , 且 各 总 体 的 方差 相等 ,但 参数 均 未 知 . 那么 
这 是 一 个 检验 同方 差 的 多 个 正 态 总 体 均值 是 否 相 等 的 问题 , 下 面 所 要 讨论 的 方 
差分 析 法 ,就 是 解决 这 类 问题 的 一 种 统计 方法 . 

现在 开始 讨论 单 因素 试验 的 方差 分 析 . WAR AA s KF A ,A;,…,A,, 在 
水 平 Aj( 二 1,2,…,s) 下 ,进行 n(n 这 2) 次 独立 试验 ,得 到 如 表 9 一 4 的 结果 . 


表 9 一 4 
Al A; A 
Xn Xi X; 
Xa X2 X; 
X il X. X 
样本 总 和 T l T.: i 
样本 均值 X3 Xa X 
Hiki | pi pa T 


我 们 假定 :各 个 水 平 A; (;—1,2,:- ， 5) 下 的 样本 Xij (X2 dr ues 2E H 具有 
相同 方差 a ,均值 分 别 为 jj (二 1,2,…，,s) 的 正 态 总 体 NGC soon; 与 o RA. 
且 设 不 同 水 平 A; 下 的 样本 之 间 相 互 独立 . 

由 于 X~ Nl) BUR X; —uj;— NO. 00,8 X; — p; 可 看 成 是 随机 误 
25.145 Xa — pu; — e; M] X; 可 写成 

Xg uj ey» 
e - NCO 00, fr e, E, | (1.1) 


i=], Z,A; ,37715,2,7**,5, 


其 中 jy 5j o? 均 为 未 知 参数 . (1. 1) 式 称 为 单 因 素 试验 方差 分 析 的 数学 模型 . 这 
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一 一 


是 本 节 的 研究 对 象 . 
方差 分 析 的 任务 是 对 于 模型 (1. 1)， 
1° 检验 了 个 总 体 Na ,a ),…,N(p,o) 的 均值 是 否 相 等 , 即 检验 假设 
Hoosm = ps = 1| = ps 
H, f iHa 27 y Hs 不 全 相等 . 
2 作出 未 知 参数 Am s ，… no^ 的 估计 . 
为 了 将 问题 (1. D 写成 便于 讨论 的 形式 ,我 们 将 usust ,ps 的 加 权 平 均值 


二 D> wp 记 为 4, 即 


(1. 2) 


1 5 
j=] 


Hp n= Zinion 称 为 总 平均 . 再 引入 
6 = um; — yus 了 一 1,2，…，,5， (1. 4) 
此 时 有 nið Hm Hee tns, = 0,8; 表示 水 平 A; 下 的 总 体 平均 值 与 总 平均 的 
差异 ,习惯 上 将 6 称 为 水 平 A; 的 效应 . 
利用 这 些 记 号 ,模型 (1. 1) 可 改写 成 
Xj — nu 0; d ej 
ej; ~ NO), E es 独立 ， 
j-—1,2,-4,,j—1,2,.5 (1. 1)' 


279, = 0, | 


而 假设 (1. 2) 等 价 于 假设 
Hip -—0à = = =0, 
Hi :0 ,6:,… ,6, 不 全 为 零 . 
HEKA SHR Y a = ps = … = u 时 mi = p, B8; — 0,5 — 1,2,-, 5. 


C) 平 万 和 四 分 解 


下 面 我 们 从 平方 和 的 分 解 着 手 ,导出 假设 检验 问题 (1. D 的 检验 统计 量 . 
引入 总 偏差 平方 和 


(1.93' 


j=] i=] 
其 中 X= 二 > 354 (1.6) 
j=l i=] 


尽数 据 的 总 平均 . Sr 能 反映 全 部 试验 数据 之 间 的 差异 ,因此 Sr 又 称 为 总 变 差 . 
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"Á. 


又 记 水 平 A; 下 的 样本 平均 值 为 X.;, 即 

X. = DAA (1. 7) 
我 们 将 Sr 写成 v 
S, 一 303193 —X.0 十 (X. —X)y 


一 353/54 — X.) + SEZ, — X» 153303 77 eX X X 
pel: jel i=l] 


j=] i=] 


注意 到 上 式 第 三 项 ( 即 交 叉 项 ) 


2 SS 
j—1 i=l 


cs 3 So exe XO ea xd 
j=l i=] j=l i=] 
于 是 我 们 就 将 Sr 分 解 成 为 


Sr = Se + Sa, (1.8) 
其 中 Sr = >, > (X; X), (1.9) 
j=l i=] 
Sa = OOK — X)! 一 DX — X) 一 D 大 5 nX’. (0.10) 
j=1 i=İ j71 j=] 


ER Sr 的 各 项 (Xs -X 表示 在 水 平 A; 下 ,样本 观察 值 与 样本 均值 的 差异 ,这 
是 由 随机 误差 所 引起 的 . Ss 叫做 误差 平方 和 . S 的 各 项 m CX, — 3? 表示 A, 水 
平 下 的 样本 平均 值 与 数据 总 平均 的 差异 ,这 是 由 水 平 A, 的 效应 的 差异 以 及 随机 
误差 引起 的 . S. 叫做 因素 4 的 效应 平方 和 . (1. 8) 式 就 是 我 们 所 需要 的 平方 和 分 
fg sk. 

(—) Se ,Sa 的 统计 特性 

为 了 引出 检验 问题 (1. 2) 的 检验 统计 量 ,我 们 依次 来 讨论 Ss ,Sa 的 一 些 统 
计 特 性 . 先 将 Ss 写成 


$,— 2,06 = Xa) ck 2106 7 XY. 6R 


注意 到 24 0G — XY 是 总 体 N(y 0 的 样本 方差 的 nn 一 1 倍 , 于 是 有 
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因 各 X; 相互 独立 , 故 (1. 11) ——— 由 y^ 分布 的 可 加 性 知 
一 一 Y'( (22 一 1235 


Bp ss (n— s), | (1. 12) 


^j 
RE n= Ya. HOD 式 还 可 知 ,Ss 的 自由 度 为 一 s, 且 有 
FE(SE) = (n— so. (1, 13) 
下 面 讨 论 Sa 的 统计 特性 ,我 们 看 到 S, 是 :个 变量 Vn (X.; 0 G = 1. 
2.**.5) 的 平方 和 ,它们 之 间 仅 有 一 个 线性 约束 条 件 
35 Vni L/n OG, 30] — 31s C, = 32 31X, —nX — 0, 


故 知 S, 的 自由 度 是 ;一 1. 
再 由 (1.3),(1.6) 及 X; 的 独立 性 , 知 


z 7 
X N (n. 7- ). (1. 14) 
即 得 
ECS — E| $n X} — nX? |= D n E(X}) — nECX?) 
j=l j=l 
x rd Ls 92 S /0. Lu 
= Zelg Tiu I5) | "(7 Tp ) 
= (s— De + 2u > nò; cona + nj — nu'. 
j=] j=l 
HA. D RD ns; = 0, 故 有 
j=1 
E(S,) = G— Do! + > nf. (1. 15) 
: dms 
进一步 还 可 以 证 明 S4, 5 Sg 独立 ,有 旦 当 互 。 为 真 时 
~ G-D. (1. 16) 
(证 略 ) 


(四 ) 假设 检验 问题 的 把 绝 域 


现在 我 们 可 以 来 确定 假设 检验 问题 (1.2) 的 拒绝 域 了 . 
由 《1. 15) 式 知 , 当 Ho 为 真 时 


E(4-)- s, (1.17) 
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Bl 


5 


X fH C1. 135 知 ， 


E 


e 


即 不 管 H ERWE., 


E(-<-)= d. 
5 


"P Ss, 


->E 都 是 o? 的 无 偏 估计 . 
综 上 所 述 ,分 式 F 一 SG 


Sa/(s — 1) 
Sp/ (n — s) 
Em, Ho 为 真 时 ， 


Sa/(s— 1) EN Sa/e S/o 
SE/ Cn — s) s— l} n—s 
由 此 得 检验 问题 (1.2) 的 拒绝 域 为 


F = 


ty 


~ Fls— l.n— s). 
Se/ (nO— s) 


— 
LI 


上 述 分 析 的 结果 可 排 成 表 9 — 5 的 形式 , 称 为 方差 分 析 表 . 
方差 来 源 


py 

表 9 一 5 单 因素 试验 方差 分 析 表 
— UC | 
TES Se 
总 和 


[ S, ES 


— 5 À 
i l 
S, 


表 中 Sa = SA/G 一 1),Ss = Sg/(n 一 s) 分 别称 为 S4 ,Ss 的 均 方 . 另外 , 因 在 
Sr 中 ”个 变量 X; 一 和 之 间 仅 满足 一 个 约 东 条 件 (1.6) , 故 Sr 的 自由 度 为 n 一 1. 
在 实际 中 ,我 们 可 以 按 以 下 较 简 便 的 公式 来 计算 STIS. 和 Se. 

记 T. = DX sj = 1,2, 


A IL des 一 SS 


j=l i=l 


) MAT 54 OR i 4 
否 为 真 , 其 数学 期 望 总 是 到 . 当 H, 为 真 时 ,分 子 的 数学 期 望 为 , 当 H RAH, 


由 (1. 18) 式 分 子 的 取 值 有 偏 大 的 趋势 . 故 知 检验 问题 (1. 2) 的 拒绝 域 具有 形式 
F = 


=k, 
其 中 有 由 预先 给 定 的 显著 性 水 平 a 确定 .由 (1.12),(1.16) RE Si 与 Sa 的 独立 
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SA. 是 的 无 偏 估计 . 而 当 H AAR, n > 0, 此 时 


)= a + Sna >g 
: j=l 


(1. 18) 


(1. 19) 


< 不论 H.E 


(1. 20) 
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即 有 


-XXx-G-»»x-7 


j=] rel i=] 
E i 02D 


Sa = SS = 
j=! 


SE = Sr — Sa. 
例 4 设 在 例 1 中 符合 模型 (1. 1) 条 件 ,检验 假设 (a = 0.05): 
Hi: 一 pas — nat 
H, zs Hz spea 不 全 相等 ， 
E 。 现在 3 一 3 一 位 一 而 一 557 一 15， 


ce xn T 
Sr 0 P e 


j-1 i=j 
3. 8? 


3 1 : 
Me qu 
ER EA 
= $ (1.21? +1. 28 +1. 31°) — 3. 8/18 
= 0, 001 053 33. 
Sr == Sz — Sa — 0, 000 192. 


Srs Shs Sr 的 z 由 度 依次 为 n 一 1 — 14,s—] — 2,n— s = 12 ,得 方差 分 析 表 如 下 : 
表 9 一 6 例 4 的 方差 分 析 表 


因素 0.001 053 33 0. 000 526 67 32. 92 


误差 0. 000 192 12 0, 000 016 


总 和 | 0.001 245 33 pm 


因 F.5(2.12) = 3. 89 < 32. 92, EE TE E E PEZK 3-0. 05 FHER H, AAA & PLE 


生产 的 薄板 厚度 有 显著 的 差异 . [] 
CE) 未 知 参 数 的 伯 计 
上 面 已 讲 到 过 ,不 管 H, 是 否 为 真 ， 
FN Sr 
g“ = CRESA 


Eo 的 无 偏 估 计 ， 
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又 由 (1.14),(1.7) 式 知 
E(X) 一 H» E(X.) = LO» EOG) — Bi (Jj = l.2,':,s. 
j i=] 
BER—X. 应 二 六. 分别 是 sp 的 无 偏 估计 . 
IEEE H, ,这 意味 着 效应 Ô; sO 9 *** »Ó, T4. 由 于 
Ó; — H; ^ H* y = 1,2,--*.5, 


知 6; = X., XE 的 无 偏 估计 . 此 时 还 有 关系 式 
337 = SES — nX — 0. 


j=] j=l 


34 JE 26 H, 时 ,第 需要 作出 两 总 体 Nu; TE. 和 N C per T DIT < kė 的 均值 差 ; 
一 J = 6; — à 的 区 间 估 计 . 其 做 法 如 下 . 


由 于 E(X.;— Xa) = py — us 
HER =X 一 o (+ + =) 3 
n; n, 


ee 


由 第 六 章 附录 知 X. — Xa 50 = Se/(n 一 s) 独立 .于 是 
[X — X.) T pj m pi ) 


E uL) 


B Kurka | Eum TV TE 
= s YE Edw z? n— s) ~ tn 54, 
据 此 得 均值 差 y 一 jy = 8, — 8, 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


P ETE [Sz i)). (1. 22) 
815 求 例 4 中 的 未 知 参 数 叶 ,60 = 二 1,2,3) 的 点 估计 及 均值 差 的 置信 
水 平 为 0.95 的 置信 区 间 . 

解 是 — 0. 000 016, 

jn = Xa — 0.242, je =Z. — 0.256, jn =Z. = 0.262, p = x = 0. 253, 

à = za — z =— 0.011, & = z — z = 0.003; & = z4—zx = 0.009. 
均值 差 的 区 间 估 计 如 下 : 
由 £oos (0 — s) 一 如 os(12) = 2.178 8 f8 


E E 
n; | 


Se( ) = 2.1788 [16 x 105 x = 0.006, 
um 5 


B us ~ Mz o na 及 w EN 的 置信 水 平 为 ORDS 的 置信 区 间 分 别 为 


to.025 (12) , 
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(0, 242 — 0. 256 + 0. 006) = (—0.020, — 0.008), 
(0. 242 — 0. 262 + 0. 006) = (— 0.026, — 0.014), 
(0, 256 — 0, 262 + 0. 006) = (— 0. 012,0). C] 
例 6 REP 2 中 的 四 种 类 型 电路 的 啊 应 时 间 的 总 体 均 为 正 态 , 且 各 总 体 
的 方差 相同 ,但 参数 均 未 知 . 又 设 各 样本 相互 独立 . 试 取 显 著 性 水 平 = 0. 05 f 
验 各 类 型 电路 的 响应 时 间 是 否 有 显著 差异 . 
解 STELLA pa spe spa spa 2878. T IL M, IV 四 种 电路 响应 时 间 总 体 的 平 
均值 . 我 们 需 检 验 (a — 0.05) 
Ho: = u = us — qu 
Hi ign sto sts spa 不 全 相等 . 
ME n = 18,s = 4m —mn—mn—5,n, —3, 


Sr= 2 Da —g = 8 992 — 386°/18 = 714. 44, 
4 
Th T. 
mE Epi cM ulia 
Sa 2 n; 18 
li 2 2 2 59" 386* 
É|-—(904* +- 12 ' ZO — 
ES 3-341 92) 4 22- - "> = 318.98, 


SE = Sz = SA = 395, 46. 
ST Ins SF 的 自 由 度 依次 为 17,3,14, 结 果 载 于 表 daa 
表 9 一 7 例 6 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 
因素 3. 76 
误差 
总 和 


因 os (3,14) = 3. 34 < 3.76, 故 在 显著 性 水 平 0.05 FHE H, ,认为 各 类 
型 电路 的 响应 时 间 有 显著 差异 . LJ 


S2 双 因 素 试 验 的 方差 分 析 


本 市 介绍 双 因 素 试验 的 方差 分 析 . 
(一 ) 双 因 素 等 重复 试验 的 方差 分 析 
设 有 两 个 因素 A,B 作 用 于 试验 的 指标 . 因素 A 有 r 个 水 平 A rAz " A, A 
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素 Bs 个 水 平 B， „B, n B.. 现 对 因素 A,B 的 水 平 的 每 对 组 合 (A， Bj) ,1 = l, 
2,*, 9. — 1.2,* s BIFE (1222) 次 试验 ( 称 为 等 重复 试验 ) ,得 到 如 表 9 一 8 的 
ZR. 


B, 
因素 A 
A Xii Xuzh Xin Xine Xis » OT 
l 
Xu "Xn 


LE I "(P 


A Xu + X212 + Xin »07 3 X25 Xo Li 
g 
| eey Xiu s.. g Aon CTED. e 
L] E * 
* 
A X nı » vcr , Xm sX rr 3 Xn (X2 + 
rF 


并 设 
Xj ~ NGngo0 ji = 1,2,*,70,;j = 1,2,**,.5; hk = 1,2, 
各 Xa 独立 . 这 里 ,ji ,of 均 为 未 知 参 数 . 或 写成 
Aj. = ps T Eijk» 
Ejk ^ NCO.0 2. en 独立 ， 
i = 1,2,.,-7,.70:j3 = 1.2.7.8; 
k= 1,2,.,t 


(Z2. I) 


引信 记号 


A 1$ 2 


i=} j=l 


— 2 Em x 
Hi. ; Dy i: = 1,2, Fs. 


jh 一 15A j—101,2,- 


i= ] 
Qi — Hi TH’ 1 = I ga sF, 
p= jE 


a 
= 


T 


2ja = 0, 278 一 0. 


=] 


Fi u A APEI as 为 水 平 A, 的 效应 LE 为 水 平 的 效应 这 样 可 将 y 表示 
成 
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uy = p ait B; pg — pi pt po» 


= 1,2,e5r; 3j 1,2,-,5, (2. 2) 

id Ys — Bà — ge — put usi lr jd... (2.3) 
此 时 

Bà = ud aid B; d Ys. (2. 4) 


起 的 . 5 UL 


2050s i= 1,2,,7, 


i=l 
这 样 , (2. 1) 可 写成 
Xy = nd ait B; +Y + ej 
ek ~ NO, 00, f eu 独立 ， 
P-1.,.e.0j—12,.8ib—1.2.e5,Ó (2. 5) 


人 = 0, 28 dun 0 之 /为 = 0, 2 yi — 0, 
其 中 Hi Bj Yi 及 og" 都 是 未 知 参 数 ， | 
(2. 5) 式 就 是 我 们 所 要 研究 的 双 因 素 试 验方 差分 析 的 数学 模型 . 对 于 这 一 
模型 我 们 要 检验 以 下 三 个 假设 ， 


Ee Qj; = Qa — t — gag, 一， (2. 6) 
Hi: Q2 5'** 3 (GF. 不 全 为 零 ， l 
H; : — Im asa — " — š 
| n2 pi B | B 0 (2.7) 
Hi: Bi TJ EXE) 不 全 为 零 ， 
Ho: Yu = Yn — v0 = Ys =Ù, 

(2.8) 
Hui: Yuro Yas DEAF. 


与 单 因 素 情 况 类 似 , 对 这 些 问题 的 检验 方法 也 是 建立 在 平方 和 的 分 解 上 
的 . 先 引入 以 下 的 记号 ， 


X= DX, 


nre e rel 


= 1 ! . : 
X. mi d» cm i — 1,2.*** srj = AAA 
k=] 


X,-l5 3 Xa. i= 12N 


> ja] kml 
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l LAE) j= Le 


im] =i 


RES LA, AFAA CIR 2 S RE 252 
S, — > > 210. — bo 


i=] j=] 上 = 
我 们 可 将 Sr 写成 
$,— 22 3:01, - 30' 
i=] j=] hm 


— XAR e PO e XIECX. X 


pm] gm] wa] 


- y3»35307^ 一 X4.) bg OL. — X» 


i=] j=l $=] i=] 
23:2 — X» d e Xi. — Xi, +X), 
i=] jy 三 ] 
即 得 平方 和 的 分 解 式 
Sr = Se + Sa + Sg + Sap: (2.9) 
其 中 = > Xa X25 (2. 10) 
i=] j=] k= 
Sa res 37 — X), (2. 11) 
i=] 
Ss = n», — X)’, (2.12) 
j=] 
SAxB m L.S UN — X... — X... EO. (2. 13) 
i=] jm] 


Ss 称 为 误差 平方 和 ,Sa,Sas 分 别称 为 因素 4A AR B 的 效应 平方 和 ,Saxs 称 为 A， 
B 交互 效应 平方 和 . 

可 以 证 明 Sr. Se. SA Sa Saca 的 自由 度 依 次 为 rst 一 1,rs(i 一 1),r 一 1， 
Q— lAr- DG- HS 


$. 1 
E( — HL )-«. (2. 14) 
st : at 
E b. 
E( AJ gà i. (2. 15) 
DN: 
Ss \ < 
E(—)= eL, (2. 16) 


$2. XUNG BUS 807; 25 2T Br 


; »»3E 
AxB - i=l j=] 
BC ey YE. 
当 Ha: 一 az 77—2,—0 为 真 时 ,可 以 证 明 
S,/(r— 1) 


Mb xuccI 


取 显 著 性 水 平 为 ay 得 假设 Hoa 的 拒绝 域 为 
S,/r— 1) 


Fir — l,rs(£— 12). 


FA = oL BQn— lÉgsüt-—1)). 


— Sg/Crs(t— 10D 
类 似 地 ,在 显著 性 水 平 a 下 ,假设 Hoz 的 拒绝 域 为 
TER Sp/Cs — 1) 
Se/ (rs(t— 12) 
在 显著 性 水 平 a 下 ,假设 Hos 的 拒绝 域 为 


E _ Saxa/CCr — DG — 12) 
x Sg/CGrsCe — 10) 


es 


= F,.((r— 1)(s— 1),rsít—1)). 


上 述 结果 可 汇总 成 下 列 的 方差 分 析 表 : 
RX9—9 双 因 素 试验 的 方差 分 析 表 


— m » E : 
r—1 


SAxB 


57 (G—210)G—10 


H j E p ERR ^E 
i 


i=] $=] 


我 们 可 以 按照 下 述 (2. 220 式 来 计算 上 表 中 的 各 个 平方 和 . 
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(2. 17) 


(2. 18) 


(2. 19) 


(2. 20) 


(2.21) 
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i=] 了 一 上 k=] 
NEN 1 2 d 
Sa = — , 
q 全 rst 
3 
G E T 2 1; 
wed J 
ri rst 


res Ep — ins - S, 


Se = Sr — Sa — Ss — Saxa. 


(2. 22) 


— HA 


例 1 在 上 一 节 例 3 中 ,假设 符合 双 因 素 方差 分 析 模 型 所 需 的 条 件 . 试 在 显 

着 性 水 平 0.05 下 ,检验 不 同 燃料 (因素 A) ,不同 推进 器 (因素 B) 下 的 射程 是 否 
有 显著 差异 ?交互 作用 是 否 显 著 ? 
” 解 ” 需 检验 假设 Ho ,Ho Hos (C2. 6) ~ (2.8). T. T4. T. T... 的 


计算 如 表 9 一 10. 


As 


Aa 


334, 3 


295. 5 


342, 4 


346. 6 


1 319. 8 


Goss (BB; DE JURO. Bt EE E E E — 2 638. 298 33. 
SUE IM. 3? 十 296, 5? + 342. 4? 十 346. 6?) 一 1319,8 — 261.675 00, 
S zs 4 468. 42 + 455. 3? + 396. 12) 一 1319,8 — 370. 980 83. 


Saxu 一 +a. 8 +91. 9? b uci 十 90. 1*3 "SS 


1319.8 — 
24 


Sa — Sg = 1 768. 692 50, 
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Sr 一 Sr Sa E Se = S xn = 236. 950 OD. 


得 方差 分 析 表 如 下 : 
表 9 一 11 例 1 的 方差 分 析 表 


方差 来 源 | 5» | Fk 
因素 A | 261.675 00 | 87.2250 Fa = 4.42 
(燃料 ) 
因素 B 370. 980 83 185. 490 4 Fs = 9.39 
(E E SR) 
交互 作用 AXB | 1 768.692 50 294.782 1 Faxa = 14.9 


RE 236.950 00 19. 745 8 


由 于 Fu(3,12) = 3.49 < FA, Foos (2:12) = 3.89 < Fs, 所 以 在 显著 性 水 平 a 
= 0.05 下 ,我 们 拒绝 假设 Ho ,Hos, 即 认为 不 同 燃 料 或 不 同 推进 器 下 的 射程 有 
显著 差异 . 也 就 是 说 ,燃料 和 推进 器 这 两 个 因素 对 射程 的 影响 都 是 显著 的 . 又， 
Fo os (6,12) = 3.00 < Fxg ， 故 拒绝 Ho. 值得 注意 的 是 ,Fo00(6,12) = 8.38 也 
远 小 于 Fass = 14.9. 故 交 互 作 用 效应 是 高 度 显 著 的 . 从 表 9 一 10 可 以 看 出 ,A 
与 B, 或 A; 与 B; 的 搭配 都 使 火 租 射程 较 之 其 他 水 平 的 搭配 要 远 得 多 . 在 实际 中 
我 们 就 选 最 优 的 搭配 方式 来 实施 . 口 

例 2 在 某 种 金属 材料 的 生产 过 程 中 ,对 热处理 温度 (因素 BO. 与 时 间 ( 因 素 
A) 各 取 两 个 水 平 ,产品 强度 的 测定 结果 (相对 值 ) 如 表 9 — 12 所 示 . 在 同一 条 件 
下 每 个 试验 重复 两 次 . 设 各 水 平 搭配 下 强度 的 总 体 服从 正 态 分 布 且 方 差 相 同 .各 
样本 独立 . 问 热 处 理 温度 .时 间 以 及 这 两 者 的 交互 作用 对 产品 强度 是 否 有 显著 的 
影响 ( 取 a = 0. 05)? | 


9—12 


168.4 


340.4 


解 按 题 意 需 检验 假设 (2. 6) 一 (2.8) , 作 计 算 如 下 。 
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2 
S, = (38. 0? +38. 6° H440. 82) 一 — 71.82, 


2 
Boos 1168. 4? +1722) 一 a 


| Ta 
erus 1. (165, 42 +175?) HTGE zdi55. 


Saxa = 14 551.24 — 14 484. 02 — 1. 62 — 11. 52 = 54.08, 
Sg = ST — S4 — Sp — Saxn 
= 71.82 — 1. 62 — 11. 52 — 54. 08 = 4. 6. 
得 方差 分 析 表 如 下 : 


表 9 一 13 例 2 的 方差 分 析 表 山 


1, 62 F4 —]1.4 


因素 A 
因素 B Fs = 10.0 
AXB Faxa 一 47.0 


由 于 Foo (1.4) 一 7.71, 所 以 认为 时 间 对 强度 的 影响 不 显著 ,而 温度 的 影响 显 
著 , 且 交互 作用 的 影响 显著 . L] 


(二 ) 双 因 素 无 重复 试验 的 方差 分 析 


在 以 上 的 讨论 中 ,我们 考虑 了 双 因 素 试验 中 两 个 因素 的 交互 作用 . 为 要 检验 
交互 作用 的 效应 是 否 显著 ,对 于 两 个 因素 的 每 一 组 合 (4A,,Bi) 至 少 要 做 2 次 试 
验 . 这 是 因为 在 模型 (2.5) 中 , 若 & 王 1,X 十 es 总 以 结合 在 一 起 的 形式 出 现 , 这 
样 就 不 能 将 交互 作用 与 误差 分 离开 来 . 如 果 在 处 理 实际 问题 时 ,我 们 已 经 知道 不 
存在 交互 作用 ,或 已 知 交 互 作用 对 试验 的 指标 影响 很 小 , 则 可 以 不 考虑 交互 作 
Fi. 此 时 ,即使 上 = 1, 也 能 对 因素 A、 因 素 B 的 效应 进行 分 析 . 现 设 对 于 两 个 因素 
的 每 一 组 合 (A;,B;) 只 做 一 次 试验 ,所 得 结果 如 下 : 


(D 在 实际 应 用 中 ,总 是 先 计算 Faxs, 对 交互 作用 进行 检验 . 如 果 交 互 作用 不 显著 , 则 将 A XB 一 栏 
平方 和 与 自由 度 分 别 加 到 误差 这 一 栏 中 去 ,重新 计算 Fa , Fs, 用 新 的 Fa Fe 对 因素 A ,因素 B 进行 检 
aA. 
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3 9—14 
B 
| 因素 B, B, e B, 
ARA 
A; | Xu Xi ii Xi 
As X5 X32 duis Xas 
A X Xn as 


并 设 
Xi N (ps us 
fX, 独立 ， 1 一 ] 22 
其 中 jj o^ 均 为 未 知 参数 .或 写成 
X; = uj d 6j» j— 1.2... 
7 一 ] 2 
Ej ~ NO, ), 
f t; jh y. 
沿用 (一 ) 中 的 记号 ,注意 到 现在 假设 不 存在 交互 作用 ,此 时 y; — 0,2 — 1, 
d,Ut.r3j — 10,2,*7.5. BR EH C2. 4) RA p — uta d- Bj. TEC. 23) 可 写成 
X; = ur ai d- p; + ej. 
Eg ~ NO, ) ,省 e; 独立 ， 
1 = 1,2,*,7;j = 1.525***.5, 


2 a = 0. 2,8 —0. 
m 


这 就 是 现在 要 研究 的 方差 分 析 的 模型 . 对 这 个 模型 我 们 所 要 检验 的 假设 有 以 下 
两 个 : 


(2. 23) 


(2. 24) 


E : Qj] — Q3» —— '""" — HM 0, (2. 25) 


Hi T Qi sig s" sUr FERF, 


He: A =R= =p 50, 
(2. 26) 
Pn : B f - i | B. 不 全 为 零 . 


与 在 (一 ) 中 同样 的 讨论 可 得 方差 分 析 表 如 下 : 
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$% 9 一 15 
方差 来 源 平方 和 自由 度 均 方 FE 
= S4 | = 
HRA Sa r— il Sa a m Fa = S5. /Sr 
"ES Si zb qe 
Fx B Sa ç—] 5g = =i Fg = Sg/Sg 
误差 SE (rol1)(ts— 1} OE 
i tr= ts = 
总 和 Sr rs —1 
取 显 著 性 水 平 为 ay 得 假设 Hy :a = ga — me D 的 拒绝 域 为 
Sa 
F, = = > F,r —1,(r—1)G—1)). 
Sr 


假设 Ho ih = b = = e50 的 拒绝 域 为 


a ny 
表 9 一 15 中 的 平方 和 可 按 下 述 式 子 来 计算 ， 


Sr = 52x Th 


i=] j=l FS 
S, = SS y - Th 
5 j=] r5 (2.27) 
s 2 
$,- Ly Ts — Tem 
r rl rs 


Sr = Sy — 5a Sg 


X" T= SD, nL-Yx.i-1:2M 
j=l 


i=] j=] 


Ta 一 一 »3 jJ = l0.2,.*,s. 


i=] 


例 3 下 面 给 出 了 在 某 5 AR AR A Fa] ESE [8] Z8 C rf ROR I A 
mg/m' WO 的 含量 的 数据 ， 
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因素 BGB S) 
] 2 3 4 5 
pj 1975 年 10 月 | 76 67 81 56 51 331 
: 1976 年 1 月 82 69 96 59 70 3 
时 1976 年 5 月 68 59 67 54 42 290 
s 1996 年 8 H 63 56 64 58 37 278 
T. 289 251 308 227 200 ] 275 


设 本 题 符合 模型 (2. 24) 中 的 条 件 . 试 在 显著 性 水 平 a = 0.05 下 检验 :在 不 同时 
间 下 颗粒 状 物 含量 的 均值 有 无 显著 差异 ,在 不 同 地 点 下 颗粒 状 物 含量 的 均值 有 


无 显著 差异 . 


解 “ 按 题 意 需 检 验 假设 (2.25)、(2. 260. T., T. 的 值 已 算出 载 于 上 表 . M 


E r = 4,s = 5. 由 (2.27) 得 到 ， 
1275 


Sr = 76 十 67 «cat — HES = 3 571.75, 
i 2 

ES (331: +376? +290? + 278?) 一 这 = 1182.95, 
2 

S, = X289" 十 251 十 … 十 2002) — HTE 一 1 947. 50， 


Sr 一 3571.75 一 《1 182. 95 + 1 947.50) = 441. 30. 
得 方差 分 析 表 如 下 : 
表 9 一 16 例 3 的 方差 分 析 串 


自由 度 “| Hx FH 
因素 A |  S,—118.95 | 3 | 3.32 F4 = 10. 72 
HEB | Ss = 1 947. 50 486. 88 Fy — 13. 24 
误差 Se = 441. 30 : | 36.78 | 


由 于 Foos (3:12) = 3.49 < 10, 72,F,5,C4,12) = 3.26 — 18. 24, lit JB 26 
Ha 及 万 。, 即 认为 不 同时 间 下 颗粒 状 物 含量 的 均值 有 显著 差异 ,也 认为 不 同 地 
点 下 颗粒 状 物 含量 的 均值 有 显著 差异 . 即 认 为 在 本 题 中 ,时 间 和 地 点 对 颗粒 状 物 


的 舍 量 的 影响 均 为 显著 . 
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$3 一 元 线性 回归 


在 客观 世界 中 普 过 存在 看 变量 之 间 的 关系 . 变量 之 间 的 关系 一 般 来 说 可 分 
为 确定 性 的 与 非 确定 性 的 两 种 . 确定 性 关系 是 指 变量 之 间 的 关系 可 以 用 函数 关 
系 来 表达 的 . 另 一 种 非 确定 性 的 关系 即 所 谓 相 关 关 系 . 例如 人 的 身高 与 体重 之 间 
存在 着 关系 ,一 般 来 说 ,人 高 一 些 ,体重 要 重 一 些 , 但 同样 高 度 的 人 ,体重 往往 不 
相同 . 人 的 血压 与 年 龄 之 间 也 存在 着 关系 ,但 同年 龄 的 人 的 血压 往往 不 相同 , 气 
象 中 的 温度 与 湿度 之 间 的 关系 也 是 这 样 . 这 是 因为 我 们 涉及 的 变量 (如 体重 、 血 
压 、 湿 度 ) 是 随机 变量 ,上 面 所 说 的 变量 关系 是 非 确 定性 的 . 回归 分 析 是 研究 相 
关 关 系 的 一 种 数学 工具 . 它 能 帮助 我 们 从 一 个 变量 取得 的 值 去 估计 另 一 变量 所 
取 的 值 . 


(一 ) 一 元 线性 回归 


设 随 机 变量 Y 与 x 之 间 存 在 着 某 种 相关 关系 . 这 里 ,zx 是 可 以 控制 或 可 以 精 
确 观察 的 变量 ,如 年 龄 .试验 时 的 温度 .施加 的 压力 .电压 与 时 间 等 . 换 句 话说 我 
们 可 以 随意 指定 n ME rrr 因此 我 们 干脆 不 把 x 看 成 是 随机 变量 ,而 
将 它 当 作 普 通 的 变量 . 本 章 中 我 们 只 讨论 这 种 情况 . 

设 随机 变量 Y (ATE) 与 普通 变量 
T( 目 变量 ) 之 间 存 在 着 相关 关系 ,由 于 Y 
是 随机 变量 ,对 于 x 的 各 个 确定 值 ,Y 有 它 
的 分 布 ( 如 图 9 一 1, 图 中 Ci,C; 43A mie 
xs Ab Y 的 概率 密度 曲线 ). 用 FCy | 30 表示 
= r BREH x 值 时 ,所 对 应 的 Y 的 分 布 
KR Re 3EdS T FO | x) 随 着 工 的 
取 值 而 变化 的 规律 ,那么 就 能 完全 掌握 了 图 ?一 1 
与 工 之 间 的 关系 了 . 然而 这 样 做 往往 比较 复杂 . 作为 一 种 近似 ,我 们 转 而 去 考察 
Y 的 数学 期 望 , 若 了 的 数学 期 望 忆 (Y) 存在 , 则 其 值 随 z 的 取 值 而 定 , 它 是 z 的 函 
数 . 将 这 一 函数 记 为 priz I u Cr) RA Y KF 的 回归 函数 (如 图 9 一 1). 这 样 ， 
我 们 就 将 讨论 Y 与 x 的 相关 关系 的 问题 转换 为 讨论 E(Y) = u(x) 与 x 的 函数 关 
系 了 . 

我 们 知道 , 若 7 是 一 个 随机 变量 , 则 E[ 9 — 0^1 作为 c 的 函数 ,在 c — EG) 
时 EL O—o0* ] 达到 最 小 (参见 第 四 章 习题 第 17 题 ). 这 表明 在 一 切 z 的 函数 中 以 
回归 函数 jy(zx) 作 为 Y 的 近似 ,其 均 方 误差 E[(Y 一 (xz))’] 为 最 小 . 因此 ,作为 一 
种 近似 ,为 了 研究 Y 与 x 的 关系 转 而 去 研究 ul) 与 过 的 关系 是 合适 的 . 
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在 实际 问题 中 ,回归 函数 jy(zx) 一 般 是 未 知 的 ,回归 分 析 的 任务 是 在 于 根据 
i e Cds Zr E Ie] JH BC ,讨论 有 关 的 点 估计 、 区 间 人 估计、 假设 检验 等 问题 . 特别 
重要 的 是 对 随机 变量 Y 的 观察 值 作出 点 预测 和 区 间 预 测 . 
我 们 对 于 z 工 取 定 一 组 不 完全 相同 的 值 x onm , 设 Y Yos Y, 分 别 是 
在 tiston or ALX Y 的 独立 观察 结果 , 称 
rr dag lYg),j LESE. (3.1) 
是 一 个 样本 中 ,对 应 的 样本 值 记 为 
(TL VD Ts yr) ttt Gn ys). 
我 们 首先 要 解决 的 问题 是 如 何 利 用 样本 来 估计 站 关于 z 的 回归 函数 w(z). 为 
此 ,首先 需要 推测 wz) 的 形式 .在 一 些 问题 中 ,我 们 可 以 由 专业 知识 知道 ux) 
的 形式 . 否则 ,可 将 每 对 观察 值 (zx;,y;) 在 直角 坐标 系 中 描 出 它 的 相应 的 点 (如 下 
例 中 的 图 9 一 2), 这 种 图 称 为 散 点 图 . 散 点 图 可 以 帮助 我 们 粗略 地 看 出 u(x) 的 
JE X. 
例 1 为 研究 某 一 化 学 反应 过 程 中 ,温度 zx('C) 对 产品 得 率 Y(%) 的 影响 ， 
测 得 数据 如 下 . 


温度 CC) 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 


(89 Y (94) 45 51 54 61 66 70 74 78 85 89 


这 里 目 变 量 z 是 普通 变量 ,Y 是 随机 变 
E. 画 出 散 点 图 如 图 9 一 2 所 示 . 由 图 大 
致 看 出 ur) 具有 线性 函数 a 十 br 的 形 
A [.] 
BEY XT a EHAR ic CD. A 
用 样本 来 估计 (xz) 的 问题 称 为 求 Y X 
Ta 的 回归 问题 , 特别 ,车 u(x) ARE “Oo i29 4o 18 deo 3 
PR iur) = a 十 br ,此 时 估计 (x) 的 
问题 称 为 求 一 元 线性 回归 问题 . 本 节 只 图 ?9 一? 
讨论 这 个 问题 . 
我 们 假设 对 于 z( 在 某 个 区 间 内 ) 的 每 一 个 值 有 


D 这 里 Yı i d Ys 是 相互 独立 的 随机 变量 ,但 一 般 未 必 同 分 布 * 为 方便 计 ， tE PR Cx »Yi ) . (xs 3 
Yi). Crn Y 是 一 个 样本 . 
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Y eas N Ca +br,o), 
其 中 a,b Ko 都 是 不 依赖 于 工 的 未 知 参数 , 记 e — Y — Ca d- 6x2 Xi YERE R 


正 态 假设 ,相当 于 假设 

Y = a+br +e, e~ N(O,o), (3.2) 
其 中 未 知 参数 a,5 及 oa? 都 不 依赖 于 xz. (3. 2) 称 为 一 元 线性 回归 模型 ,其 中 5 称 为 
回归 系数 . 


(3. 2) 式 表 明 , 因 变量 Y 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 工 的 线性 函数 a 十 hr , 另 一 
部 分 gs 一 NO0.) 是 随机 误差 ,是 人 们 不 可 控制 的 ， 


(一 ) a,b 的 估计 


取 工 的 nn 个 不 全 相同 的 值 x ix ne, 作 独 立 试验 ,得 到 样本 (zi Ys Cn, 
I.Jy o er.) HC, 20 05 
Y; = acr bx; +e e; ~ N(0,g), 各 e 相互 独立 . (3.3) 
TdÉ Y, ~ Nla + bris), i = 1,2,,n. H Yi Yos Y, 的 独立 性 , An Ys. 
Y; Y, 的 联合 密度 为 


: l l 
L = | | ex ni hi di 
i-i g y Òn T d 


== (| oa] (3.4) 
现 用 最 大 似 然 估 计 法 来 估计 未 知 参 数 a,b. 对 于 任意 一 组 观察 值 yis yon yns 
(3. 4) 式 就 是 样本 的 似 然 函数 . 显然 ,要 工 取 最 大 值 ,只 要 (3. 4) UB 8S 7I SUB 
的 平方 和 部 分 为 最 小 , 即 只 需 函 数 


Q(a,b) = X| (y: — a — bx, (3. 5) 
i=] 


取 最 小 值 凯 . 
取 Q 分 别 关 于 a,2 的 偏 导 数 , 并 令 它们 等 于 零 : 
2 -一 2 一 一 如 一 0 | 
| (3.6) 
Ad 一 一 2 Cy, —a-—hr))z = 9. | 
i] 


(D An Y AR JE IE 5 Et MARAG. 50 式 情 计 a,5, 使 Y 的 观察 值 yi; 与 a 十 bx; 偏差 的 平方 和 Qta， 
b) 为 最 小 . 这 种 方法 叫 最 小 二 委 法 , 它 是 求 经 验 公式 的 一 种 常用 方法 . 若 Y 是 正 态 变量 , 则 最 小 二 茹 法 与 
最 大 似 然 估计 法 给 出 相同 的 结果 ， 
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得 方程 组 
na 十 [Sh 一 
站 (3. 7) 
( 222))a 十 ( > x) — 21555 
(3. 7) ARA ERARA. 
由 于 z 不 全 相同 ,正规 方程 组 的 系数 行列 式 
一 z n» zi — (91a) 一 n», — r)* «t 0. 
Sz, Dx? ic] i=] i= | 
Ld! i=] 
故 (3.7) 有 唯一 的 一 组 解 . 解 得 5,a 的 最 大 似 然 估计 值 为 
. "Dy - (22) (2294) >) —x)6y — y) | 
scu o MESES 
ou — (252) 2,G - r)" (3. B) 
l b ~ s ien 
uni? nR | 
X*z-lWY4, y2ly$y 
n 173 n 7 


在 得 到 a.b 的 估计 a,o 后 ,对 于 给 定 的 r RIR à + br 作为 回归 函数 
p Go) — ac bx 的 估计 ， BIG — à-- bx , 称 为 Y 关于 z 的 经 验 回归 函数 . ia hr 
= yi f 
J = acr (3. 9) 
称 为 了 关于 工 的 经 验 回 归 方 程 ,简称 回归 方程 ,其 图 形 称 为 回归 直线 . 
将 (3. 8) F a 的 表达 式 代入 (3.9) 式 , 则 回归 方程 可 写成 


3 一 了 十 pz 一 工 )， (3, 10) 
(3. 10) 表明 ,对 于 样本 值 (zi «yl» (xs + Va PLIL TES «y, ) ,回归 直线 通过 散 点 图 的 


JL fi] ra Cry). 
今后 我 们 将 视 方便 而 使 用 (3. 9) 或 (3. 10). 
为 了 计算 上 的 方便 ,我 们 引入 下 述 记号 : 
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Sa = 9G — 2! = Yu -l(3). 


i=] i=] i=] 


: T po "n 1 " 2 
9, EE 2,0, m5 = »y Eo) 9 (3. 11) 


CL Y — x)Cy;— y) 一 Drv. — L(3)( 2229). 


(3, 12) 


例 2( 续 例 1) 设 在 例 1 中 的 随机 变量 了 符合 (3. 20 式 所 述 的 条 件 , 求 了 关 


于 的 线性 回归 方程 . 
解 现在 ”三 10, 为 求 线性 回归 方程 ,所 需 计 算 列 表 如 下 : 
表 9 一 17 
X y x? y y 
m 100 45 10 000 2 025 4 500 
110 51 12 100 2 601 5 610 
120 54 14 400 2 916 6 480 
130 61 16 900 3 721 7 930 
140 66 19 600 4 356 9 240 
150 70 22 500 4 900 10 500 
160 74 25 600 5 476 11 840 
170 78 28 900 6 084 13 260 
180 85 32 400 7225 15 300 
190 89 36 100 7 921 16 910 
2, 1450 673 218 500 47 2250 101 570 
由 表 9 — 17 得 
l 


Sa = 218 500 — 16 x 1 450* = 8 250, 


QD Sy 的 值 下 面 要 用 到 . 
i 三 | 
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S. = 101 570 — + X1450X 673 = 3 985, 
故 得 b = S,,/S,. = 0.483 03, 
-=I yxgra—L 103 一 一 
à = 15 X 673 — 7g X 1 450 X 0. 483 03 2. 739 35, 
于 是 得 到 回归 直线 方程 
y 一 一 2.739 35 +0. 483 03z， 
或 写成 
>》 一 67.3 十 0.483 03(x — 145). LJ 
(Z) c 的 估计 
由 (3.2) x. 


E{[Y— (a+ br) J} = Ele) = D(e)+[E(e)|: = o, 
这 表示 o^ fU AEA RR prCz) = a d- 6x 作为 Y 的 近似 导致 的 均 方 误差 就 愈 
小 . 这 样 ,利用 回归 函数 wz) — a 十 bx 去 研究 随机 变量 Y 与 zx 的 关系 就 愈 有 效 . 
然而 o^ 是 未 知 的 ,因而 我 们 需要 利用 样本 去 估计 史 . 为 了 估计 到, 先 引 人 下 述 残 
ZEHA. 
id y, == A EETA — à 4- bx, i 

Yi yi 为 Ai Ab B» XE. 平方 和 

Q. = Dy — 3) = $i - à br) (3. 13) 
5k 7g 3 3€ 3E 75 30 CH] 9 — 32. EEA y Eg ARE z; ; 
Ab BORSE CD = 5 十 让 , 与 x 处 的 观察 值 y, 的 
偏差 的 平方 和 . 为 了 计算 Q. ,我 们 将 Q. 作 如 下 的 分 
解 : 


Q = 210.730! = Diary] : 


= Sii —3? — 2b» Gi; (yi — 3) 
i=] i=] 
HOS C T = S, — 20S, + Y S.. 
i=] 


由 (3. 12) 3 6 = S,/8.. 得 Q, 的 一 个 分 解 式 


Q. = Sy — bS y. (3.14) 
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由 (3. 8) 式 知 ,5,a 的 估计 量 分 别 为 D0 


S Eg r) (Y, E Y) S s — r)Y, 
i=l — i-1 l 


> DaD | (3. 15) 


MeL zo la E So ,So 的 表达 式 (3.11) 式 中 ,将 y BUS Y, 
G= 12e ,并 把 它们 分 别 记 为 Swy ,Sy M 

Sy = o -YY):, Sy = 3G XY, — Y). 
则 (3. 140 式 中 的 残 差 平方 和 Q. 的 相应 的 统计 重 ( 仍 记 为 Q) 为 


Q. = Syy — bS y. (3. 16) 
残 差 平方 和 Q. 服从 分 布 ( 见 本 章 附 录 4): 

S ~ yn—2), (3.17) 

; Qu 
于 是 E(S J- "-—42. 
即 知 ECQ./O 一 2)) = c^. 这样 就 得 到 了 ao 的 无 偏 估计 量 : 
P0 Sy GS). (3. 18) 

在 这 里 ,还 看 到 ,只 要 算出 表 9 一 17 中 各 栏 的 和 ,不 但 能 算出 4a,5, 且 能 算出 a 的 


估计 值 2 
BI 3( 续 例 2) RHP o 的 无 偏 估计 . 
解 ”由 表 9 一 17, 得 


m Sore = 47 225 — L x 678* = 1 932. 1. 
cM 10 


XE S, 3985,50 — 0.483 03, BI 48 
Q. E m — bS., = T. RUM 
a^ = Q./IG-—2) = 7.23/8 = 0.90. [] 


(D ”为 方便 计 ,在 这 里 ,将 ab BS PURUS HERES La b EAREN REFE ERE ECA a.b 
是 估计 值 还 是 估计 量 的 . 
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—— ———— MÁ—À———à 


《四 ) 线性 假设 的 显著 性 检验 


在 以 上 的 讨论 中 ,我 们 假定 Y 关 于 z 的 回归 wxw(z) 具有 形式 4 十 奴 ,在 处 理 实 
际 问题 时 ,p(x) 是 否 为 x 的 线性 函数 ,首先 要 根据 有 关 专 业 知识 和 实践 来 判断 ， 
其 次 就 要 根据 实际 观察 得 到 的 数据 运用 假设 检验 的 方法 来 判断 . 这 就 是 说 , 求 得 
的 线性 回归 方程 是 否 具有 实用 价值 ,一 般 来 说 ,需要 经 过 假设 检验 才能 确定 . 若 
线性 假设 (3. 2) 符合 实际 , 则 8 不 应 为 零 ,因为 若 = 0, 则 EY) = p GO 就 不 依 
EUF x T. 因此 我 们 需要 检验 假设 


Ho peg 
Hi, b#Æ0. (3. 19) 
我 们 使 用 上 检验 法 来 进行 检验 . 我 们 有 ( 见 附录 2) 
b ~ NG,c /S.). | (3. 20) 
X B (3. 17) 式 ,(3. 18) 式 知 
ODEL Pan), (3. 21) 


Hb 5 Q. 独立 ( 见 附录 5"). 故 有 


/e276 p imn 
o /S. E n E 


即 Dp USC egt Dy. (3. 22) 
a 
这 里 5g 二 p: l 
M H, 为 真 时 6 = 0, B] 


je 5 dac (3. 23) 
c 


且 EO) = b = 0, 即 得 H, 的 拒绝 域 为 
人 (3. 24) 
c 


此 处 o 为 显著 性 水 平 . 

当 假 设 Ho :6 = 0 被 拒绝 时 ,认为 回归 效果 是 显著 的 ,反之 ,就 认为 回归 效果 
不 显著 . 回归 效果 不 显著 的 原因 可 能 有 如 下 几 种 ， 

1 影响 Y 取 值 的 , 除 x 及 随机 误差 外 还 有 其 他 不 可 和 忽略 的 因素 . 

2 EY) 与 工 的 关系 不 是 线性 的 ,而 存在 着 其 他 的 关系 ， 

3 Y 与 x 不 存在 关系 . 
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因此 需要 进一步 的 分 析 原 因 , 分 别处 理 . 
例 4( 续 例 2) ”检验 例 2 中 的 回归 效果 是 否 显著 , 取 a= 0.05. 


解 ”由 例 2, 例 3 已 知 5 = 0:483 03,5, = 8 250,g = 0.90. 查 表 得 
to 05/2 (7 — 2) = — 2, 306 0. FH C3. 24) xk ,假设 H, 5 == 0 的 拒绝 域 为 


Ie] 151 JS m 2.306 0. 
g 


现在 
0. 483 03 
= 一 一 一 X V8 250 = 46. .306 0， 
[zl Us ^ 8 6.25 — 2.306 0, 
故 拒 绝 Ho:b = 0, 认 为 回归 效果 是 显著 的 . 口 


(五 ) AX b 的 置信 区 间 


当 回 归 效 果 显 著 时 ,我 们 常 需要 对 系数 5 作 区 间 估 计 . 事实 上 ,可 由 (3. 22) 
式 得 到 5 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


à re - g 
(BE tan— 2) x 二 (3. 25) 
例如 , 例 1 中心 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 为 
0.90 ) 
(0. 483 03 + 2. 306 0 x ,/.9-99. ) = (0. 458 94,0. 507 12). 


(六) OIRA Cr) = a 十 br 消 数 值 的 点 估计 和 置信 区 间 


设 zx 是 自 变量 z 的 某 一 指定 值 .由 (3. 9) 式 可 以 用 经 验 回归 函数 一 人 


— : AN, m 
= a tbr 在 ze MARE yo = nOn) = à + br, H nOn) = a 十 bxo 的 点 估计 . 
即 
` ION, "DE 
yo = ux) = a + bro. (3. 26) 
考虑 相应 的 估计 量 
Yo = å + bro, EN 
由 本 章 附 录 3 E, ECY, ) = wq bro ,因此 这 一 估计 量 是 无 偏 的 . 下 面 来 求 pro? 
= a-F bx, 的 置信 区 间 . 由 本 章 附 录 3^ 知 
_Yo 一 人 十 pzo) — N(O.D. 
aN t er 
X. HG. 17) 3&.(3. 180 式 知 
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(n—2) 0 =% 


d /X— 


且 由 本 章 附 录 6^ A QY, 相互 独立 . 于 是 


Y, 2 pro) — e 
二 fanc ATE (n—2) ~ t(n—2), 


-Ya-2. (3. 28) 


即 E d "——. 
ES tgo — E 
7N n T So 
于 是 得 到 pzo) = a 十 br, 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
(Y, soi Da + + ) (3. 29) 
或 即 [à Fla, + t On D 1 ma ) (3. 29)' 


这 一 置信 区 间 的 长 度 是 ze 的 函数 , 它 随 | ze — m | 的 增加 而 增加 , 当 ze = 工时 为 
BW. 


CO) Y 的 观 察 值 的 点 预测 和 预测 区 间 


若 我 们 对 指定 点 x = r AATE Y 的 观察 值 Y, 感 兴趣 ,然而 我 们 在 x= t 
处 并 未 进行 观察 或 者 暂时 无 法 观察 . 经 验 回归 函数 的 一 个 重要 应 用 是 ,可 利用 它 
对 因 变 量 Y 的 新 观察 值 Y, 进行 点 预测 或 区 间 预 测 . 
7i Y, EE x = xo 处 对 Y 的 观察 结果 ,由 (3.2) 式 知 它 满足 : 
Yo = atti eos € ~ NO, ). (3. 30) 
PELIR Æ eo 可 正 也 可 负 ,其 值 无 法 预料 ,我 们 就 用 ze 处 的 经 验 回 归 函 数值 
Y = Pour = à- bx, 
作为 Y == a 十 bro 十 6 的 点 预测 . FERR Y, 的 预测 区 间 . 
H Y, 是 将 要 做 的 一 次 独立 试验 的 结果 ,因此 它 与 已 经 得 到 的 试验 的 结果 
Y, Y; Y, 相互 独立 .由 (3.15) RA b Æ YYY, 的 线性 组 合 , 故 了, = 


Yb(zo — T) EY, Y; Y, 的 线性 组 合 , 故 Y 与 立 相互 独立 . 由 (3. 30) 式 和 
本 章 附 3” 得 


Y. —Y, 一 一 N(o.t14- + Sy), 


Y ' | 
Lo 00 "41 “A NC0,1)5. (3.31) 
ANE Dn 
n S 


A 


BJ 
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———"nÓe— ÁÁ———À 


再 由 (3. 280 35, (3. 3) ŻE Y, Y, ,QQ, 的 相互 独立 性 (附录 6^ 知 


hh eel e nen 
: TEWSCER 553 —-/(n—2) — t(a—2), 


Da 


即 ~ t(n— 2), 


于 是 对 于 给 和 定 的 置信 水 平 1 一 x 有 


o: — | = ] 一 ww， 
5 halla 69 2» 
n Sa 
- — yj? 
或 P|Y, — £4 — 225 14t 4 6n — Y, 


XIX 


< Y, 4- tjs (n — 208 Itip BP) a 


Ar 


" — em NE 
ESE (Y. -+ tu (nm 25e 1+ 二 十 和 一 < )， (3. 32) 


A: ELT. 
即 (à hrs titan— 2, [14 d 4 | (3. 32) 


称 为 Yu 的 置信 水 平 为 1 一 “的 预测 区 间 马 . 这 一 预测 区 间 的 长 度 是 zx, 的 函数 , 它 
BB | ze 一 工 | 的 增加 而 增加 . 当 zo = 工时 为 最 短 . 将 (3. 32) 式 与 (3. 29) 式 比较 ， 
知 所 在 相同 的 置信 水 平 下 ,回归 函数 值 Cs. 的 置信 区 间 要 比 Y, 的 预测 区 间 要 
短 . 这 是 因为 Yu 一 4& 十 pr 十 6 E ulr) = adc bx, 多 了 一 项 es 的 缘故 . 

例 5( 续 例 2) CD OR [ELI ER ax) TE x — 125 处 的 值 5 (1250. 的 置信 水 平 
为 0. 95 的 置信 和 区间, 求 在 x — 125 处 Y 的 新 观察 值 Y。 的 置信 水 平 为 0. 95 的 预 
测 区 间 ;(2) SRE r = x 处 了 的 新 观察 值 Y, 的 置信 水 平 为 0. 95 BM EX [8]. 

解 (1) 由 例 2, 例 3 已 知 8 = o0. 483 03,a ——2.739 35,S,, = 8 250,6 = 
0.90,x = 145, ÆR 18 1,,,;08) = 2. 306 0, 即 得 


Y, = Y |i = [— 2. 739 35 +0. 483 03x], 3:5 = 51. 64, 


USE N EOE C: laa 
n M NE 
mn" 1,125—1455 — 
à, 306 0 X 4/0. 90 X TN 8 250 = 0.84, 


中 ”预测 区 间 的 会 义 与 置信 区 间 的 含义 相似 ,只 是 后 者 对 未 知 参 数 而 言 ,前 者 对 随机 变量 而 言 . 
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MON NINE E ou) NE 
"ü e 


得 回归 函数 u(x) 在 z= 二 125 Rb BS [EL (125) 的 一 个 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 


为 
(57. 64 +0. 84). 


又 得 x, = 125 ALIFE Y, 的 置信 水 平 为 0.95 的 预测 区 间 为 
(57.64 + 2. 34). 
(2) Æ x = x, Hb Y 的 新 观察 值 Y。 的 一 个 置信 水 平 为 0. 95 的 预测 区 间 为 


| ^ ; l (ry — 145) | 
(Y liag, 士 to 02s (8)g ,/ 1 + 10 *t-73250 250 . 


取 zo 为 不 同 的 值 , 得 到 各 点 处 对 应 的 了 的 新 观察 值 Y, 的 预测 区 间 ( 置 信 水 平 为 
0.95) 如 下 : 

Xp Y, 的 预测 区 间 ; Yo 的 预测 区 间 

125 (57, 64 + 2. 34) | | (659, 72 Ł 2. 30) 

130 | (60. 05 + 2. 32) 5 | (72.13 +2. 31) 

135 | (62.47 + 2. 31) (74, 55 士 2. 32) 

M0 | (64. 88 + 2. 30) (76. 96 + 2. 34) 


145 (67. 30 + 2. 29) 


将 这 些 区 间 的 下 端点 联结 起 来 ,又 将 这 些 区 间 的 上 端点 联结 起 来 ,得 到 两 条 曲线 
La TH L: , 回归 直线 位 于 由 L, eL 所 围 成 的 带 域 的 中 心 线 上 . C] 


CO 可 化 为 一 元 线性 回归 的 例子 


以 上 讨论 了 一 无 线性 回归 问题 ,在 实际 中 常会 遇 到 更 为 复杂 的 回归 问题 ,但 
在 某 些 情况 下 ,可 以 通过 适当 的 变量 变换 ,可 以 将 它 化 成 一 元 线性 回归 来 处 理 . 
下 面 介 绍 几 种 常见 的 可 转化 为 一 元 线性 回归 的 模型 . 
] Y-ae*-*e&e, lne~ N(0,0), eu 
EP ap 是 与 工 无 关 的 未 知 参数 .将 Y — a 。e 两 边 取 对 数 , 得 
In Y = in ad Biz -- In e. 
^ In Y = Y',lna = a8 = b,x = x'in e = e, (3. 33) 式 可 转化 为 一 元 线性 回 
归 模 型 
Y — a-Fbx' +e, e ~ N(, o). (3. 34) 
27^ Y -ax?^*e, lne— N(0,o^), P3. 35) 
其 中 a. B.o 是 与 Xz 无 关 的 未 知 参 数 .将 Y = ac? ve 两 边 取 对 数 ,得 
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In Y = ln a + fln z+ ln e. 
4 ln Y = Y’, lna =a, ß = b,ln z= r ,lne = e (3.35) 式 可 转化 为 一 元 线性 
回归 模型 
Y'= at+br' te, c ~ NO). (3. 36) 
3 Y=atmhla te, e~ N(0,0), (3. 37) 
Hp ap 是 与 工 无 关 的 未 知 参数 .jh(z) 是 工 的 已 知 函 数 , 今 wa 一 a,8 王 DPCz) 
= x ,(G. 37) 式 可 转化 为 一 元 线性 回归 模型 
Y = a+br' +e, e~ NC, o). (3, 38) 
若 在 原 模 型 下 ,例如 在 原 模型 (3. 37) 下 ,对 于 (z,yY) 有 样本 (zi sy), Gn 
yo) stts Ges yn) 就 相当 于 在 新 模型 (3. 38) 下 有 样本 (xf yi Gro ys en Gri, 
y) ,其 中 r; = hlr). 于 是 就 能 利用 上 节 的 方法 来 估计 ab 或 对 5 作假 设 检验 ， 
或 对 Y 进行 预测 . 在 得 到 Y 关 于 zx 的 回归 方程 后 ,再 将 原 自 变量 工 代 回 ,就 得 到 
Y 关于 工 的 回归 方程 , 它 的 图 形 是 一 条 曲线 ,也 称 为 曲线 回归 方程 . 
例 6 下 表 是 1957 年 美国 旧 轿 车 价格 的 调查 资料 , 今 以 工 表示 轿车 的 使 用 
年 数 ,Y 表示 相应 的 平均 价格 , 求 了 关于 z 的 回归 方程 . 


8S 作 散 点 图 如 图 9 一 4, 看 起 来 y 
YY 与 工 呈 指数 关系 , 于 是 采用 模型 


(3.33), Hf 2m : 
Y = ae* 。E， In e ~ N(0,o ). 1 500 E 
经 变量 变换 后 就 转化 为 (3. 34) 式 ， ue 


Y' = atbr +e se ~ NO, o), O 
其 中 站 = In Y,a = lIn a,b = B.x' 一 


1 2 3 4 56 7 8 9 10x 


Te = lne. 数据 经 变换 后 得 到 图 9 一 4 


b —— 0.297 68， à — 8.164 585, 
从 而 有 
y 一 8.164 585 — 0. 297 682. 
又 可 求 得 
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a 一 
AGGRE — 


| |= 2 JS. = 32. 369 37» teos (8) = 2. 306 0, 
a 


即 知 线性 回归 效果 是 高 度 显 著 的 . 代 回 原 变量 ,得 曲线 回归 方程 


》 一 exp(y ) = 3 514. 26e 9*9! tt. O 
上 面 所 讨论 的 一 元 线性 回归 模型 是 
Y =a+br +e, e ~ N(0,o). (3. 2) 
一 般 情况 ,一 元 回归 模型 为 
Y = ulzi G0,) Te, e~ NO), (3. 39) 


其 中 G bbp 是 与 x 无 关 的 未 知 参数 . 

WRH PRG Cm 61405 ,0,) 是 参数 0 ,0,,… ,9, 的 线性 函数 (不 必 是 x 
的 线性 函数 ) , 则 称 (3. 39) 为 线性 回归 模型 ; 若 (zx;0, ,90,,… ,0,) 是 0, ,0,，…,0， 
的 非 线性 函数 , 则 称 为 非 线 性 回归 模型 .上述 模型 (3. 37) 是 线性 回归 模型 ,而 模 
型 (3. 33),(3. 35) 者 不 是 线性 回归 模型 ,但 是 它们 都 能 经 过 变量 变换 转化 为 线 
性 回归 模型 . 又 如 

Y = 0, e** +e, e ~ N(0,o). (3. 40) 
它 是 非 线性 回归 模型 . 它 不 能 经 过 变量 变换 将 它 转化 为 线性 回归 模型 中 , 称 为 本 
质 的 非 线 性 回归 模型 ,又 如 
Y = (0 --06xr4d-0,)! «e (Holliday 模型 )， 


i 
C4 MEER ECT 
] 十 exp( — 0i) 


都 是 本 质 的 非 线性 回归 模型 . 非 线性 回归 模型 的 解法 参见 (近代 非 线 性 回归 分 
析 兴 韦 博 成 ,南京 :东南 大 学 出 版 社 ,1989). 


+e (Logistic 模型 )， 


84 多 元 线性 回归 
在 实际 问题 中 ,随机 变量 了 往往 与 多 个 普通 变量 z， sE 8$"** Ep (p > D) 有 


D 40.40 式 两 边 取 对 数 ,得 
In Y= In(@ e&* +e) = In [9e (1 4- 3€ 12] 
| 


= Inh d- Qs x 4- ln (1 toa), 
1 


A in Y = Y'.In 0| = a = bin (1 Lr m = e' ; 则 有 
1 


Y'—a-dbr-c. 
从 形式 上 看 ,上 式 好 像 是 线性 回归 模型 . 但 因 误差 项 e rr E UE CO h WEUS DUREE n 这 在 线 
性 回归 模型 中 是 不 允许 的 ， 
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X. 对 于 自 变 量 xz reor, 的 一 组 确定 的 值 ,Y 有 它 的 分 布 . 大 ?的 数学 期 望 存 
在 , 则 它 是 zi ans nsn, 的 函数 , 记 为 vi ases, HR sme n ERE Y 
关于 z 的 回归 函数 . 我们 感 兴趣 的 是 (zi zz) 是 ximo eno, 的 线性 函 
CR TR DU. 在 这 里 , 仅 讨 论 下 述 多 元 线性 回归 模型 ; 

Y = b, bx bm d bx, He, e ~ N(0,0), (4.1) 
其 中 5b ,bi ，… ,bw0? 都 是 与 zi ,xs，… or, 无 关 的 未 知 参 数 . 
设 


(xu sl "lp YI ) EELEE G aA ta s "t" s Enp sYa) (4. 2) 


是 一 个 样本 . 和 一 元 线性 回归 的 情况 一 样 ,我 们 用 最 大 似 然 估 计 法 来 估计 参数 . 
EN EY b, b, sb, 使 当 b — b, T — b, TERET: = b, 时 


Q = Dii — bs — biza — c — bx (4. 3) 
=] 


达到 最 小 . 
求 Q 分 别 关于 bo sh ELET A 的 偏 导数 ,并 令 它 们 等 于 圭 ,得 


n 一 一 2 > (y, — bs 一 bx zai". —b,r;) == 0, 
bo im] 


TE —— 20 i 一 和 一 rn 一 一 oz) 一 (0, (4. 4) 
j i=] 
J — 1,2,77. f. 
化 简 (4. 40 式 得 
ban + b, » xu + b > Xa 二 Tb, x, = S 
ina i=l] i=] 


i=] 


b, s m Tb > + 5; a facce +b, S uts = S Yi» (4. 5) 
i=] T i=] im] i=] a 


b, > 8 + bi rn + b; D pta epe b, y zm EXA 
is] i=] i=] 


{=l i fa] 


(4. 5) 式 称 为 正规 方程 组 . 为 了 求解 的 方便 ,将 (4.5) 式 写成 矩阵 的 形式 . 为 此 ， 
5| A p pic 


l Tpl 2 riis A up Ya b, 
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l l Taù 1 | 1 X1 — 1 X1, | 
因 XTX Til Tal “Tnl | l I2] zj tt X258 
Tip Ep np | l Trl Enz E ap 
n "n 
7i > Za 7 Lip 
i=] i 二 1 
n n 
2 
S xa > ,0 > dad 
= 1 im] s 
n "n 
Tip Tipt il Tip 
zl i=] T 
n 
» yi 
i=] 
| H 
NA E21 Enl V? P Xn Ji 
TX — = 
X Y — — ima] 


Tip Tap — ' Enp) (Yn 


于 是 (4. 5) 式 即 可 写成 
X'XB = X'Y, (4, 5)' 
这 就 是 正规 方程 组 的 矩阵 形式 .在 (4.5) SR LZ X7 X By) ux kg pe CX 307 Ci 
(X! X) 存在 ) 得 到 (4.5) 的 解 
b, 
B = .| 一 (XX X Y. (4. 6) 


b, 
这 就 是 我 们 需要 求 的 (bo s b, KE" LUN 的 最 大 似 然 估计 . 我 们 取 
b, m 十 gs Tb, LL 
作为 u Cr (2 »""* = by d- 5 xd mS, 的 估计 . 方程 
yb Hbri He +H bT, (4, 7) 

称 为 p 元 经 验 线性 回归 方程 ,简称 回归 方程 

例 下 面 给 出 了 某 种 产品 每 件 平均 单价 Y( 元 ) 与 批量 x( 件 ) 之 间 的 关系 的 
一 组 数据 
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M ———ÓÀ —  — —— —— 


y | 1, B1. 1,70 1,65 1,55 1.48 1.40 1.30 1,26 1.24 1.21 1.20 ]. 18 


画 出 散 点 图 如 图 9 一 5 所 示 . 我 们 选取 模型 
Y = bh, +b x +b? +e, e~ NO.) (4,8) 
来 拟 合 它 ,现在 来 求 回归 方程 y 
A xi = rn: = x , 则 (4.8) 式 可 写成 1.9 
Y = bh -Ebixi Hbr: +e, e~ NOg), 18 


这 是 一 个 二 元 线性 回归 模型 ,现在 pL *. 

(1 20 400 1. 81 1.6 : 

1 25 625 1. 70 1.5 . 

1 30 900 1. 65 1.4 ° 

1 35 1225 1.55 L3 

1 40 1600] 1.48 5 12 

1 50 2 500| 1. 40 ^| O39 30 46 30 60 70 80 90 x 
X= Y = ,B= |b l. 

1 60 3600 1. 30 

1 65 4225 1. 26 be BUS 

1 70 4 900 1. 24 

1 75 5625 1.21 

1 80 6 400 1. 20 

J 90 8100 1.18 
经 计算 

( 12 640 40 100 
X'X = | 640 40 100 2779 000 |, 
(40 100 2 779 000 204 702 500 
4.857 292 5 x 10! —1.957 17 x 10 170 550 000 
(XT3)9 — i — 1.957 17x10" . 848420000  —7 684 000|, 
170 550 000 — 7 684 000 71 600 


A = 1. 419 18X10a. 即 得 正规 方程 组 的 解 为 
bo 16. 98 
B= |b |= (X! X2? XTY = (X1 X) 1851.3 
b. | 51 1682 
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2. 198 266 29 
= |— 0.022 922 36|. 
| 0.000 125 07 
于 是 得 到 回归 方程 为 
y — 2.198 266 29 — 0. 022 522 36x 4- 0. 000 125 077. E] 


像 一 元 线性 回归 一 样 ,模型 (4, 1) 往往 是 一 种 假定 ,为 了 考察 这 一 假定 是 否 
符合 实际 观察 结果 ,还 需 进 行 以 下 的 假设 检验 
Ha b =b == mb, 
Hi: bb PERF. 
夺 在 显著 性 水 平 a 下 拒绝 H, 我 们 就 认为 回归 效果 是 显著 的 . 
万 外 ,也 与 一 元 线性 回归 一 样 , 多 元 线性 回归 方程 的 一 个 重要 应 用 是 确定 
给 定点 (xo s Toz s**t s Xop) 处 对 应 的 Y 的 观察 值 的 预测 区 间 . 
最 后 我 们 指出 ,在 实际 问题 中 ,与 Y 有 关 的 因素 往往 很 多 ,如 果 将 它们 都 取 
作 目 变量 必然 会 导致 所 得 到 的 回归 方程 很 庞大 . 实际 上 ,有 些 自 变量 对 了 的 影响 
很 小 ,如 果 将 这 些 自 变量 乙 除 ,不 但 能 使 回归 方程 较为 简洁 ,便于 应 用 , 且 能 明确 
哪些 因素 ( 即 自 变量 ) 的 改变 对 Y 有 显著 的 影响 ,从 而 使 人 们 对 事物 有 进一步 的 
认识 . 通常 可 用 逐步 回归 法 达到 这 一 目的 . 上述 关 于 模型 的 线性 假设 的 检验 、 观 
察 值 的 预测 区 间 ,逐步 回归 等 内 容 ,读者 可 参阅 华东 师范 大 学 出 版 社 出 版 的 k 回 
归 分 析 及 其 试验 设计 》 一 书 . 
在 实际 中 ,需要 考虑 的 影响 Y 的 因素 较 多 , 即 自 变量 的 个 数 较 多 . 因此 要 求 
解 一 个 多 元 线性 回归 的 问题 ,计算 工作 量 是 相当 大 的 ,这 就 需要 借助 于 计算 机 来 
进行 计算 . 
小 结 


a 


本 章 介 绍 了 两 种 用 途 广泛 的 统计 模型 :方差 分 析 模 型 和 回归 分 析 模 型 ， 

在 实际 中 试验 的 指标 往往 要 受到 一 种 或 多 种 因素 的 影响 .方差 分 析 就 是 通过 对 试验 数据 
进行 分 析 ,检验 方差 相同 的 多 个 (多 于 两 个 ) 正 态 总 体 的 均值 是 否 相等 ,用 以 判断 各 因素 对 试 
验 指标 的 影响 是 否 显著 , 方差 分 析 按 影响 试验 指标 的 因素 的 个 数 分 为 单 因素 方差 分 析 、 双 因 
素 方差 分 析 和 多 因素 方差 分 析 , 本 章 只 介绍 前 面 两 种 ， 

考虑 单 因素 方差 分 析 的 情况 . 观察 到 的 数据 总 是 参差 不 齐 的 , 我 们 用 总 偏差 平方 和 Sr 


- > > (xu O 来 度量 数据 间 总 的 变异 ( 即 离散 程度 ) ,将 它 分 解 为 可 追 湖 到 来 源 的 部 分 


j=] i=] 


变异 (也 用 平方 和 来 度量 )Ss — 50» (X, 一 XX.)*( 它 是 由 随机 误差 引起 的 ) 与 S. = 


j=l i=] 


* 


> > (X., 一 X)*( 它 是 由 各 水 平 效 应 的 差异 及 随机 误差 引起 的 ) 之 和 . 若 后 者 较 前 者 大 得 
i 


j=l ie 
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多 , 则 有 理由 认为 因素 的 各 个 水 平 对 应 的 试验 结果 有 显著 差异 ,从 而 拒绝 因 勾 各 水平 对 应 的 
正 态 总 体 的 均值 相等 这 一 原 假设 . 这 就 是 单 因素 方差 分 析 法 的 基本 思想 . 双 因 素 方差 分 析 的 
基本 思想 类 似 . 

“方差 分 析 ” 事实 上 不 是 真正 分 析 方 差 , 而 是 分 析 用 偏差 平方 和 度量 的 数据 的 变 寞 . 
Snedecor 说 过 :“ 它 是 从 可 比 组 的 数据 中 分 解 出 可 追溯 到 某 些 指 定 来 源 的 变异 的 一 种 技巧 .” 
双 因 素 方 差分 析 分 考虑 交互 作用 的 与 不 考虑 交互 作用 的 两 种 情况 ,读者 需 分 辨 清楚 ， 

单 因 素 方 差分 析 表 和 双 因 素 方差 分 析 表 分 别 记 录 了 单 因 素 和 双 因 素 方 差分 析 的 全 部 结 
REGE ER IX. 

回归 分 析 是 研究 自 变 量 为 一 般 变量 ( 非 随机 变量 ), 因 变量 为 随机 变量 时 两 者 之 间 的 相关 
关系 的 统计 分 析 方 法 . 设 随 机 变量 Y( 因 变量 ) 与 自 变量 x (一 般 变 量 ) 存在 着 相关 关系 ,为 了 
研究 这 种 关系 .作为 一 种 近似 转 而 去 研究 站 的 数学 期 望 E(Y) = 500 与 zz 的 确定 性 关系 , 即 
图 数 关系 ,这 里 nO) 叫做 YY 关于 x 的 回归 函数 , 一 元 线性 回归 是 研究 uo 23 x B32g PER PE 
gr) — act bx 的 情况 .一 元 线性 回归 模型 为 

Y — a-F bre. e~ NO 0). 

其 中 a.b 及 o 都 不 依赖 于 z, 且 abc HRA. 

我 们 要 讨论 的 问题 是 : 

1 “利用 样本 值 Cz syi) s Cre yit Gn y 来 估计 a,5, 从 而 得 到 jy(xz) 的 最 大 似 然 估 


计 aGO = ac br iB y — acr RITTER Y — 4 十 如 为 回归 方程 ,其 图 形 称 为 回归 直线 . 
2” 求 出 误差 6 的 方差 D(e) = o^ 的 无 偏 估计 : 
3. Q 


g = " 
好 一 之 


其 中 Q = i-a 一 如 ;)? = S, 一 好 。 为 残 差 平 方 和 . 
3" ” 作 线 性 假设 :Ho :b = 0, Hl:b 关 0 的 显著 性 检验 . Ho 的 拒绝 域 为 


z= ltl ST Stn- (a 为 显著 性 水 平 )， 


En 


c 
如 来 拒绝 Hu ,认为 回归 效果 是 显著 的 ;否则 , 则 认为 回归 效果 不 显著 ,此 时 不 宜 用 线性 回归 模 
W, 511 2. 
4 求 出 回归 系数 少 的 置信 水 平 为 1 一 “的 置信 区 间 为 


(bk so -2 vd 


5 求 出 回归 函数 elr) 在 点 ro 处 的 函数 值 (xo) 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 
(a A tn— Da /l/n4dxr,—z)/S, ). 
6" 以 zo 处 的 回归 值 y= à dl hr, TE y Y Æ x, ARIMEA Yo 一 十 pr 十 名 的 预测 
值 , 求 出 Y, 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 预测 区 间 为 
(a4 bv, cats — Da vl lint Gn, 
对 随机 变量 Y 的 观察 值 进行 预测 是 回归 方程 最 重要 的 应 用 . 


ES r) /9 ) 
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上 重要 术语 及 主题 
单 因 素 试 验方 差分 析 的 数学 模型 ”Sr = Se 十 S。 单 因素 方差 分 析 表 MARTEN 


lr 
一 元 线性 回归 的 数学 模型 AER S= atir PHRA b ”误差 6 的 方差 D(e) 

= of 的 无 偏 估计 ”线性 假设 的 显著 性 检验 回归 系数 的 区 间 估 计 回归 函数 什 

ulr) 的 点 估计 和 区 间 估 计 XE LY. — a 十 hrs +e 的 点 预测 和 区 间 预 测 
附录 00 0—- 


下 面 将 证 明 $3 中 涉及 的 各 有 关 统 计量 的 一 些 结果 . 
lY-N(adG.w/n. 


a —ÀÀ —À— z 


2° Joc M P/S). 


^ -" ES == = — 38 
$ Ye = che, = Y+b 73) ~ N(a4 in, | 1. EP). 
n ir 


4 oQ/g ~ zn, 
5" Y.b.Q, 相互 独立 . 


6” Y, = a 十 Bro 十 与 YoY, 独立 , 则 说,Y,,Q. 相互 独立 . 


证 明 的 工具 是 正 交 变换 . 首先 注意 到 由 于 YY ,Y, ,… Y, 是 相互 独立 的 正 态 变量 , 故 下 ,5 


Y, 都 是 正 态 变量 . MES 
V; = g/s = [Yi — la t 5x) /oi = 1.2.7. n. 

即 知 V: Vases V, 相互 独立 . 引 人 向 量 

V = (Vi, Ves Va)", 
再 取 一 个 n MEZERA = (ji), 它 的 前 两 行 元 素 分 别 为 

ay = lyn j = 1201 
ay = (ar) Saoj = 1,2,* ,Nn. 

4 Z= AV, 
Hp Z = (Zi Z.ee2'uzZe.Z.eez.HudA.HZ —NO.D.-—1.2.-—. (参见 
第 六 章 附 录 ). 而 且 有 


£ = )b | SCA = nV ES A (a t br) J. 
n 


可 


ji 一 mm 
即 得 
Nis N(a 4- br ,o! /n). 
即 为 1 而 


>TO (YY, — 4— hr)(r; 2) 


Z» = by i 过 SS 一 Jamba cc 
j-1 SOT a TCE 
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B OY;Gy —i)—5 2 zG;—32) 
— j-i j=l 
G Du 
SG; —YXY; -Y) - b» G; — x» 
jl T NER 


Gg VIS PE 
ES (b — b) Sr 
EE ES 
即 得 2^. x 
= VY, -Y — bk, —)]! 
j=] 
= X [Yj — a — hr;) — (Y — a — bT) — (b — b), — 3). 


j=l 


A Zr r) 
E E TE T zx 


2, —Y AS V-V) 
AS a -2 LÁ 
j=l id os 


ze "5317 — nV? 十 Zi — Afs ER? (mr, — z) v Sur ]. 
j=] j=l 


HTO V = 之 ) 玫 (参见 第 六 章 附录 ) HESA DV, Ga, —0/ VS = Z 故 有 


Jal j=] 


Q = (DH di) 
I= | 了 一 了 


因此 


3 ceat ia 2), 


t 得 证 . 又 因 Zi ,Zs，… ,2 相互 独立 : 故 Z1 ,Zi ,(Z，…,Z.) 相互 独立 .而 了 ,5,Q 依次 是 21， 


Z, C ern Zu 的 函数 , 故 了 ,P,Q 独立 . BU 57. 由 12,5 8 3. 
最 后 来 证 明 6^. B Y, = a -br Fe Sj E Y, 独立 ,车 记 Vo = e/o, M V, ~ NC0,1), 
H. Vos V, 7, Va 相互 独立 . 从 而 由 


Wo RN 
Z 0 A/ VV 
知 各 分 量 r^ Zi TE ryn 相互 独立 ， 因 Zo -— Vo IX Va Ži Ju CZ, iac] 相互 独立 ， if Ys. 


Y.b.Q, 依次 是 Va Zi "T pon tZ) BJ eA $r. E Yo Y bQ 相互 独立 ， 从 而 Y, ,(Y,b) "Q. 
相互 独立 , 故 Y, ,Y,( 它 是 了 与 5 的 函数 ),Q, 相互 独立 . 6° 得 证 . 
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以 下 约定 各 个 习题 均 符 合 涉及 的 方差 分 析 模 型 或 回归 分 析 模 型 所 要 求 的 条 件 . 
1.、 今 有 某 种 型 号 的 电池 三 批 , 它 们 分 别 是 ABC 三 个 工厂 所 生产 的 , 为 评比 其 质量 ,各 
随机 抽取 5 只 电池 为 样品 ,经 试验 得 其 寿命 人 h) 如 下 : 


试 在 显著 性 水 平 0.05 下 检验 电池 的 平均 寿命 有 无 显著 的 差异 . 车 差异 是 显著 的 , 试 求 均值 差 
pa — B sa — uc 和 prs — uc 的 置信 水 平 为 95% B3 ETE UX IH]. 

2. 为 了 寻找 飞机 控制 板 上 仪器 表 的 最 佳 布置 ,试验 了 三 个 方案 ,观察 领航 员 在 紧急 情况 
的 反应 时 间 ( 以 1/10 秒 计 ) ,随机 地 选择 28 名 领航 员 , 得 到 他 们 对 于 不 同 的 布置 方案 的 反应 时 
间 如 下 ， 


方案 I 14 13 9 15 11 13 14 1l 
方案 | 10 12 7 di 8 d? 9 10 i3 9 10 9 
方案 Ill 11 5 9 10 6 8 8 7 


试 在 显著 性 水 平 0.05 下 检验 各 个 方案 的 反应 时 间 有 无 显著 差异 . 车 有 差异 , 试 求 jn 一 ju， 
AJ T Maosh Ha 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 ， 
3. 某 防 治 站 对 4 个 林场 的 松 毛虫 密度 进行 调查 ,每 个 林场 调查 5 块 地 得 资料 如 下 表 : 


地 点 T E e 9E BEOGE / 标准 地 ) 

" | 192 189 176 185 190 
A: 190 201 187 196 200 
A; 188 179 — 191 183 194 
A, 187 180 188 175 182 


判断 4 个 林场 松 毛 虫 密度 有 无 显著 差异 , 取 显 著 性 水 平 a = 0.05. 
4. 一 试验 用 来 比较 4 种 不 同 药品 解 除外 科 手 术 后 疼痛 的 延续 时 间 (h) ,结果 如 下 表 ，; 


药品 时 间 长 度 (h) 

A 8 6 4 2 

B 6 6 4 4 

C 8 10 10 10 12 
D 4 4 2 
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试 在 显著 性 水 平 a — 0.05 下 检验 各 种 药品 对 解除 疼痛 的 延续 时 间 有 无 显著 差异 ， 
5. 将 抗生素 注入 人 体会 产生 抗生素 与 血浆 蛋白质 结 合 的 现象 ,以 致 减少 了 药 效 .下 表 列 
出 5 种 常用 的 抗生素 注入 和 牛 的 体内 时 ,抗生素 与 血浆 和 蛋白质 结合 的 百分比 , 


HEX 四 环 素 BI E TER AUS XC 
29. 6 27.3 5.8 21.6 29.2 
24.3 32.6 6.2 17.4 32.8 
28. 5 30, 8 Hd 18.3 25,0 
32.0 34. 8 8.3 19.0 24.2 


HEERKE a= 0.05 下 检验 这 些 百分比 的 均值 有 无 显著 的 差异 ， 
6. 下 表 给 出 某 种 化 工 过 程 在 三 种 浓度 、 四 种 温度 水 平 下 得 率 的 数据 ，: 


| 温度 (因素 B) 
€— T" Z is 


—— uunlnid mM" -— — 


10C 24'C 38'C o2 


试 在 显著 性 水 平 a 一 0.05 下 检验 :在 不 同 浓度 下 得 率 的 均值 是 否 有 显著 差异 ,在 不 同 温度 下 
得 率 的 均值 是 否 有 显著 差异 ,交互 作用 的 效应 是 否 显著 ， 

7. 为 了 研究 某 种 金属 管 防腐 蚀 的 功能 ,考虑 了 4 种 不 同 的 涂料 涂 层 , 将 金属 管 埋设 在 3 
种 不 同性 质 的 土壤 中 ,经 历 了 一 定时 间 , 测 得 金属 管 腐蚀 的 最 大 深度 如 下 表 所 示 ( 以 mm 计 )， 


土壤 类 型 (因素 B) 


层 1. 63 1. 35 1, 27 
因 1, 34 1, 30 1,22 
x l. 19 1, 14 1,27 
A ; i ; 

= 1. 30 1. 09 1, 32 


坛 取 显 著 性 水 平一 0.05 检 验 在 不 同 涂 层 下 腐蚀 的 最 大 深度 的 平均 值 有 无 显著 差异 ,在 不 同 
土壤 下 腐蚀 的 最 大 深度 的 平均 值 有 无 显著 差异 . 设 两 因素 间 没 有 交互 作用 效应 . 
8. 下 表 数 据 是 退火 温度 rC) 对 黄 铜 延性 Y 效应 的 试验 结果 ,Y 是 以 延长 度 计 算 的 . 


rCC) 300 400 500 600 700 800 
ye) 40 50 55 60 67 70 
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. x - — C —— MH— — m— — Á— — — —————D BÉ PM 
—————ÓM— A ——— A —— Re Ó 


画 出 散 点 图 并 求 对 于 z 的 线性 回归 方程 
9. 在 钢 线 碳 含量 对 于 电阻 的 效应 的 研究 中 ,得 到 以 下 的 数据 ; 


Bx c 0. 10 0. 30 0, 40 0.55 0. 70 0. 80 0, 95 
20'C 时 电阻 y(p0) 15 18 19 21 22.6 23.8 26 
(1) gr d S ER. 


(2) 求 线性 回归 方程 y — á+ br. 

(D R e 8975 38 o^. 的 无 偏 估 计 . 

(4) 检验 假设 H, :6 = 0,H,:b Æ 0. 

C5) 车 回归 效果 显著 , 求 5 的 置信 水 平 为 0.395 的 置信 区 间 ， 
(6) Rar = 0.50 处 (x) 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 . 

(7) 3R x = 0. 50 处 观察 值 Y 的 置信 水 平 为 0.95 的 预测 区 间 . 


* 


10. 下 表 列 出 了 18 名 5 一 8 岁 儿 童 的 体重 (这 是 容易 测 得 的 ) 和 体积 (这 是 难以 测量 的 ); 


体重 rikg) 17.1 106.5 13.8 15,7 11.9 10.4 15.0 18.9 LT. 

体积 yCdm?) 16.7 10.4 13.5 15.7 11.8 10.2 14,5 15.8 I 

体重 rikg) 15,8 15,1 12.1 18.4 17.1 16,7 16.5 15.1 I5, 

体积 vCdm?) 15.2 14.8 11.9 18.3 16.7 16.6 15.9 15.1 14, 
CD Bib f s P. 


(2) oR Y XT x 的 线性 回归 方程 了 一 2 十 如， 
(3) R z = 14.0 时 Y 的 置信 水 平 为 0.95 的 预测 区 间 . 


8 


— 


6 


li. $ESEHI— 4 3H E — B IBS ERR i E 4] MA T A HB IE mc né n Ag ni] E. 生物 学 家 知 
道 叫 声 的 频率 x 与 气温 Y 具有 线性 关系 . 下 表 列 出 了 15 对 频率 与 气温 间 的 对 应 关系 的 观察 


结果 ， 
频率 r OUER Rp) 20.0 16.0 19.8 18.4 17.1 15.5 147 17. 
气温 y, CC) P cu oo NN 1 272.0 24.0 20. 9 28 
频率 r: OUE R / ER) .0 17.0 14.4 
气温 y CO) 20,8 28.5 26.4 28.1 27,0 28.6 24.6 


试 求 了 关于 z 的 线性 回归 方程 . 


] 


8 


12， 下 面 列 出 了 自 1952 年 一 2004 年 各 届 奥 林 匹 克 运 动 会 男子 10 000 米 赛跑 的 冠军 的 成 


绩 ( 时 间 以 min 计 ): 
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年 份 (x) 1968 | 1972 1976 
A Z 


(1) 求 Y 关 于 x 的 线性 回归 方程 了 == & 十 及， 

(2) 检验 假设 五, :56 = 0,Hi:6 关 0 (显著 性 水 平 a = 0.05) 

(3) 求 2008 年 冠军 成 绩 的 预测 值 . 

13. 以 并 与 了 分 别 表 示人 的 脚 长 (英寸 出 ) 与 手 长 (英寸 ), 下 面 列 出 了 15 名 女子 的 脚 的 长 
Ig xr 与 手 的 长 度 Y 的 样本 值 ; 


zr 9.00 8.50 9,25 9.75 9.00 10.00 9.50 9. 00 
y 6.50 6.25 7.25 | 7.00 6.75 7.00 6.50 7.00 
9.25 | 9.50 9.25 10.00 10.00 9.75 9.50 

y T. 7.25 


00 7. 00 7.00 7.50 7, 29 7.29 


RRO) 了 关于 z 的 线性 回归 方程 y — 0 十 如 ， 

(2) 求 刀 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 ， | 

14. 榭 寄生 是 一 种 寄生 在 大 树 上 部 树枝 上 的 寄生 植物 . 它 喜欢 寄生 在 年 轻 的 大 树 上 ,下 
面 给 出 在 一 定 条 件 下 完成 的 试验 中 采集 的 数据 : 


大 树 的 年 龄 x( 年 ) 3 4 9 15 40 
28 10 is 6 1 
t k ARR EH 
33 36 22 14 
寄生 的 株数 y 
22 24 10 9 


COD 作出 (x; ,yi) 的 散 点 图 . 

(2) & = — In y, ME tB Gr; ,zi) 的 散 点 图 . 

(3) 以 模型 了 = ae"e.lIn e — NO. 拟人 台数 据 , 其 中 上 pe: 5 x E. 试 求 曲线 回归 方 
fi y = aexp(bz). | 

15, 一 种 合金 在 某 种 添加 剂 的 不 同 浓度 之 下 ,各 做 三 次 试验 ,得 数据 如 下 : 


浓度 > 10.0 15.0 20. 0 25.0 30. 0 
25.2 29.8 31.2 31,4. 29.4 

抗 压 强度 y 27.3 31.1 32.6 30. 1 30. 8 
28. 7 27.8 29. 7 32. 3 32.8 


— Ó Àm ux 


(D 1X = 2.54 HX, 
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——-—r -rmm- 


CD PER a BI. 

(2) 以 模型 Y -—h 45 r5 Hese NG 07) 拟 合 数据 ,其 中 Po lb, bs. g 与 rR. 
求 回归 方程 y = b, ee 

16. 某 种 化 工 产品 的 得 率 Y 与 反应 温度 zi \ 反 应 时 间 x; 及 某 反 应 物 浓 度 x3 有 关 , 今 得 试 
验 结 采 如 下 表 所 示 , 其 中 zx ,rsyzs 均 为 二 水 平 且 均 以 编码 形式 表达 ， 


Ii =] -—] =l ex] l 1 l l 
Ts em] =] 1 l 一 ee] ] 1 
X3 =] l Sl 1 —] l =] 1 
得 率 7. 6 10, 3 9, 2 10. 2 8.4 11.1 9. 8 12. 6 


CO 设 elr xx) = b Hbri tbr +b RY HETRE A. 
(2) 车 认 为 反应 时 间 不 影响 得 率 , 即 认为 
px x2 5x3) = BS d Bin d Bx, 
KY 的 多 元 线性 回归 方程 


第 十 章 bootstrap 方法 


$1 非 参数 bootstrap 方法 


设 总 体 的 分 布下 未 知 ,但 已 经 有 一 个 容量 为 n 的 来 自分 布 F 的 数据 样本 ， 
自 这 一 样本 按 放 回 抽 样 的 方法 抽取 一 个 容量 为 n 的 样本 ,这 种 样本 称 为 boot- 
strap 样本 或 称 为 自助 样本 . 相继 地 、 独 立地 自 原始 样本 中 取 很 多 个 bootstrap 样 
本 ,利用 这 些 样本 对 总 体 下 进行 统计 推断 . 这 种 方法 称 为 非 参 数 bootstrap 方法 ， 
又 称 自助 法 . 这 一 方法 可 以 用 于 当 人 们 对 总 体 知之 甚 少 的 情况 , 它 是 近代 统计 中 
的 一 种 用 于 数据 处 理 的 重要 实用 方法 . 这 种 方法 的 实现 需要 在 计算 机 上 作 大 量 
的 计算 , 随 着 计算 机 威力 的 增长 , 它 已 成 为 一 种 流行 的 方法 ， 

bootstrap 方法 是 Efron Æ 20 世纪 70 年 代 后 期 建立 的 . 

(一 ) 估计 量 的 标准 误差 的 bootstrap 估计 

在 估计 总 体 未 知 参 数 9 时 ,人 们 不 但 要 给 出 9 的 估计 65, 还 需 指出 这 一 估计 
的 精度 . 通常 我 们 用 估计 量 8 的 标准 差 VD (DD 来 度量 估计 的 精度 . 估计 量 9 的 标 
HEE o0;—N DCGD 也 称 为 估计 量 6 的 标准 误差 . 

设 X; ,X,,…,X, 是 来 自 以 下 (zx) 为 分 布 函 数 的 总 体 的 样本 ,0 是 我 们 感 兴 
趣 的 未 知 参数 ,用 CX ,X;,…,X,) 作 为 9 的 估计 量 ,在 应 用 中 9 的 抽样 分 布 
常 是 很 难处 理 的 ,这 样 ,VD(D) 常 没有 一 个 简单 的 表达 式 ,不 过 我 们 可 以 用 计算 
机 模拟 的 方法 来 求 得 VDC9) 的 估计 . 为 此 , 自 下 产生 很 多 容量 为 ”的 样本 (例如 
B 4 UT 4j — AFER Ô I0 B 48. 0, 10, 0. DUI A DC) 可 以 用 


BL ERA. 
6; = depu 0» (4.1) 
来 估计 ,其 中 9 — 4 16 .然而 下 常常 是 未 知 的 ,这 样 就 无 法 产生 模拟 样本 ,不 


能 得 到 (1. 1) 式 的 结果 ,需要 另外 的 方法 . 
现在 设 分 布 F RH tQ EET E Tn EXA F 的 样本 值 , 下， 是 相应 的 经 验 分 
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di ER C. 24 n 很 大 时 ,F, 接近 下 ( 见 第 六 章 》3 格 里 汶 科 定理 ). 我 们 用 F, 代替 上 
一 段 中 的 下 ,在 F, 中 抽样 ,在 F, 中 抽样 ,就 是 在 原始 样本 rr rr 中 每 次 
随机 地 取 一 个 个 体 作 放 回 抽样 . 如 此 得 到 一 个 容量 为 n 的 样本 Try taaa. 
这 就 是 第 一 段 中 所 说 的 bootstrap 样本 . 用 bootstrap 样本 按 上 一 段 中 计算 估计 
Alri ri ) 那 样 求 出 8 的 估计 9 —O ,x ,Xx*) ,估计 9 称 为 9 的 
bootstrap 估计 . 相继 地 ,独立 地 抽 得 B 个 bootstrap 样本 ,以 这 些 样本 分 别 求 出 
0 的 相应 的 bootstrap 估计 如 下 : 

boostrap 样本 1 2 7 bootstrap 估计 Or 

boosrap ERZ edn bootatiep tiik ó; 


boostrap 样 本 B  x/5,x75,.-*,.rj5. bootstrap 估计 ; 
则 6 的 标准 误差 VD(9) ,就 以 


(1. 2) 


Bt —8*» 
LJ! 
B — 
来 估计 ,其 中 0o = DÂ . d. DREV DÔ) 的 bootstrap 估计 . 
i=] 


综 上 所 述 得 到 求 VD(0) 的 bootstrap 估计 的 步骤 是 

1 目 原 始 数据 样本 X= sst ,Ta) 按 放 回 抽样 的 方法 , 抽 得 容量 为 " 
HER x — Gr] ari ner ) GRA bootstrap 样本 ); 

2° 相继 地 ,独立 地 求 出 B 个 (B 宇 1000) 容 量 为 nn 的 bootstrap 样本 ,x*; = 
(rii ayi p» stri) i= l,2,;', B, HFE 1 个 bootstrap 样本 , 计算 07 一 上 rr + 
T. TIS i)i =l, 2, "e, B A PRA 0 的 第 i 个 bootstrap fhil. ) 

3" 3I 


B. 

Bi 1 某 种 基金 的 年 回报 率 是 具有 分 布 函 数 下 的 连续 型 随机 变量 ,下 未 知 ， 

F 的 中 位 数 9 是 未 知 参数 . 现 有 以 下 的 数据 (% 率 )， 
15.2 OW DEUM - AI 

以 样本 中 位 数 作为 总 体 中 位 数 8 的 估计 . 试 求 中 位 数 估 计 的 标准 误差 的 boot- 
strap 估计 . 

解 ” 将 原始 样本 自 小 到 大 排序 ,中 间 一 个 数 为 12.0, 得 样本 中 位 数 为 12.0. 

相继 地 ,独立 地 在 上 述 5 个 数据 中 , 按 放 回 抽样 的 方法 取样 , 取 B=10 得 到 


2 l : ns pne 2 pr l Ë AH 
6; = g-i, D N 2,8. 
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下 述 10 个 bootstrap 样本 :中 
样本 1 9.5 18.2 12.0 10.2 18.2 
样本 2 21.1 18.2 12.0 9.5 10.2 
样本 3 21.1 10.2 10.2 12.0 10.2 
样本 4 18.2 12.0 9.5 18.2 10.2 
#5 21.1 12.0 18.2 12.0 18.2 
样本 6 10.2 10.2 9.5 21.1 10.2 
样本 7 9.5 21.1 12.0 10.2 12.0 
样本 8 10.2 18.2 10.2 21.1 21.1 
样本 9 10.2 10.2 18.2 18.2 18.2 
样本 10 18.2 10.2 18.2 10.2 10.2 
对 以 上 每 个 bootstrap 样本 , 求 得 样本 中 位 数 分 别 为 
ĝ' =12. 0,87 =12, 0,8; =10. 2,0 =12, 0,0; =18, 2, 
üt 10. 2,07 m=i n meaa —18.2,05 —10. 2; 


于 是 以 原始 样本 确定 的 样本 中 位 数 012.0 作为 总 体 中 位 数 0 的 估计 ,由 (1. 2) 
式 知 其 标准 误差 的 bootstrap 估计 为 


5 - 4 d: — 0* Y = 8.457 9. 口 


本 题 中 取 B—10, 这 只 是 为 了 说 明 计算 方法 是 不 能 实际 运用 的 ,在 实际 中 应 取 
BÆ1 000. 


(二 ) 估计 量 的 均 方 误差 及 偏差 的 bootstrap 估计 
设 X—OX;.X..0. X) JEXE BI KR FREE, FRAM. RSR) ERME 


D 一 般 是 用 计算 机 取样 ,这 里 因 55, B—10 较 小 ,可 利用 随机 数 表 (这 种 数 表 载 有 很 多 伪 随 机 数 ) 
进行 取样 ,具体 做 法 如 下 
] 


先 将 原始 样本 的 个 体 自 左 至 右 编号 为 1,2,3,4,5, 需 产生 分 布 律 为 PIX=i | 7-z3i71,2,3.4,5 的 5 
个 随机 数 , 为 此 先 在 随机 数 表 中 得 到 5 T ORE ELSE 
0.21500 0.01011 0.47435 0.91312 0,12775 
TJI AH PUX i) m Lui 1,2,84,5 的 5 个 随机 数 
ii =[5x0. 215 00]+1=2, x» —[5X0,010 11]9-1—1, z; —[5X0, 474 35]--1—3, 
z,-[5X0,913 12]--1—5, z;—[5X0.127 75]+1=1 
BI 2,1,3,5,1, 于 是 得 对 应 的 本 题 的 样本 
9.5 18.2 12.0 10.2 18.2 
这 就 是 这 里 的 样本 1. (参见 第 377 页 参 读 材料 例 2) 
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的 随机 变量 , 它 依 赖 于 样本 X. 假设 我 们 希望 去 估计 RR 的 分 布 的 某 些 特征 . 例如 
R 的 数学 期 望 下 s (R) 吕 ,就 可 以 按照 上 面 所 说 的 三 个 步骤 1.27.3 进行 ,只 是 在 
2" 中 对 于 第 i 个 bootstrap 样本 x^ S(r o’ ) 计算 民 =R ORE 
计算 0 , 且 在 3 中 计算 感 兴趣 的 R 的 特征 .例如 如 果 希 望 估 计 Es(R) 就 计算 


1 B 
à Q—— : 
EUR Boss 


例 2( 均 方 误 差 ) 设 金 属 元 素 铂 的 升华 热 是 具有 分 布 函 数 下 的 连续 型 随机 
变量 ,下 的 中 位 数 9 是 未 知 参 数 , 现 测 得 以 下 的 数据 (以 kcal/mol iF 9) : 
136.3 136.6 135.8 135.4 134.7 135.0 134.1 143.3 147.8 
148.8 134.8 135.2 134.9 149.5 141.2 135.4 134.8 135.8 
135.0 133.7 134.4 134.9 134.8 134.5 134.3 135.2 
以 样本 中 位 数 M 二 MC(X) 作 为 总 体 中 位 数 9 的 估计 , 试 求 均 方 误差 MSE = 
E| OM —0)* | 的 bootstrap 估计 . 
解 ” 将 原始 样本 自 小 到 大 排序 , 左 起 第 13 个 数 为 135.0, 左 起 第 14 个 数 为 135. 


2, 于 是 样本 中 位 数 为 元 (135.0 十 135. 2) 135. 1. 以 135. 1 作为 总 体 中 位 数 9 的 估计 ， 


即 —135. 1. 取 尺 二 RCX) 二 (CM 一 0)?, 需 估计 R(X) 的 均值 ELCM— Â]. 
相继 地 ,独立 地 抽取 10 000 个 bootstrap 样本 如 下 : 
样本 1 
133.2 134.1 134.1 134.1 134.8 134, 
134.9 135.0 135.2 135.2 135.4 135. 
136.3 136.6 136.6 141.2 143.3 143. 
得 样本 中 位 数 为 135. 3 


oo 


134.8 134.9 134.9 
135.8 135.8 136.3 
147.8 148.8 


Q2 i 


样本 10 000 
184.3 134.5 134.5 134.5 134.7 134. 
134.8 134.9 134.9 134.9 134.9 135. 
135.4 135.4 135.8 136.6 146.5 146. 
得 样本 中 位 数 为 134.9 
对 于 用 第 i 个 样本 计算 
R? —-RG 2 — (OM? —8)! - (OM? —135.1)?,i=1,2,.,10 000. 


134.8 134.8 
135.4 135.4 
148.8 


e en c O00 
= j= ý = 
Ho LG CQ 
=j Ch È 
oo d o 


D EgCROGRGR IA FA WAA R 的 数学 期 望 , 
© E. (R) 表示 以 已 为 分 布 函 数 时 R* 的 数学 期 望 . 
D lI'TR/HB/R-—4 186.8 焦耳 /摩尔 (1 keal/mol=4 188, 8 J/mol). 
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again 


即 有 对 于 样本 1 (OM? 一 135. 1)2 一 (135. 3— 135. 1)2 =0. 04, 


对 于 样本 10 000 (Mia — 135. 12? — (134. 9 一 135. 1)? 一 0. 04. 
用 这 10 000 个 数 的 平均 值 


1 puis 
+ P 
T ggo 24 (M 135. 1)? = 0. 07 


近似 EL CM—00* ], 即 得 MSEL(M 一 0) 的 bootstrap 估计 为 0.07. 

| 3C 25) ic X—(X, Xi ,多 ,) 是 来 自 总 体 F 的 样本 ,0 二 89(X,， 

X, XO ESH 0 的 估计 量 .9 的 估计 9 关于 9 的 偏差 定义 为 
b=E(9—0)=E(0)—0. CL 
M60 R- 0 的 无 偏 估 计时 5=0. 

试 在 例 2 中 ,以 样本 中 位 数 M= 二 M( 凶 作为 总 体 下 的 中 位 数 8 的 估计 , 求 偏 
Æ 5 二 E(M 一 上) 的 bootstrap fttt. 

由 例 2 知 原始 样本 的 中 位 数 为 135. 1. 以 135. 1 作为 总 体 中 位 数 R=0 的 佑 
计 , 即 0—135. 1, R—— ROO — M—8.88 fi ROO E ECOM — 00. 对 于 例 2 
中 第 i 个 样本 计算 

“一 RD) 一 (AM —0) —XOM? —135,1),i=1,2,.,10 000. 
即 有 对 于 样本 1 M; 一 135. 1 一 0. 02. 


对 于 样本 10 000 M3» a —135.1=—0. 02. 
将 上 述 10 000 个 数 取 平均 值得 到 偏差 5 的 bootstrap 估计 为 


1 10 000 1 19 p09 
= 一 一 一 六 (Mr — 135.1) = ——— > M; — 135. 
10 000 24 *. D — 16 069 24 2o 


—135. 14— 135. 1—0. 04, E 
(Z) bootstrap 置信 区 间 
下 面 介 绍 一 种 求 未 知 参数 的 bootstrap 置信 区 间 的 方法 . 
ix X—(X, (Xo ) 是 来 自 总 体 F 容量 为 H 的 样本 ,一 (xi "n LLLI ) 


是 一 个 已 知 的 样本 值 . F 中 含有 未 知 参数 9,9 二 0(X， X2 avus D DE 8 的 估计 量 . 
现在 来 求 6 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 . 
相继 地 ,独立 地 从 样本 光一 Cx LN E ;Ut. d) 中 抽出 B 个 容量 为 n 的 boot- 


strap 样本 ,对 于 每 个 bootstrap 样本 求 出 8 的 bootstrap 估计 :好 .07 ,… ,名 .将 
它们 自 小 到 大 排序 ,得 


D“ 


i=] 
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605 00 X St. (1. 4) 
取 ROO —6. AAAA ROX7 0 67 的 分 布 作为 ROO B4 f 3E TL SR 1B. R 
(XC ) 的 分 布 的 近似 分 位 数 如 ,和 如 -使 
P(05, —8* LÂ u) =la, 
于 是 近似 地 有 
P{bo <0<0 a) —1— 2. (1.5) 
iE k = Bx 多 |= | Bx (1-5) | ,在 (1 5) 式 中 以 Gio 705, 4 SIE D 4 7 


数 07. 0r 的 估计 ,得 到 近似 等 式 


P (64, <0<0%,}=1~—a. (1. 6) 
于 是 由 上 式 就 得 到 0 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 近似 置信 区 间 
(Ba), Ai) (1. 9 
这 一 区 间 称 为 6 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 bootstrap 置信 区 间 . 这 种 求 置信 区 间 的 
方法 称 为 分 位 数 法 . 
例 4 在 例 2 中 


(1) 以 牢 本 中 位 数 作为 总 体 中 位 数 0 的 估计 求 b 的 置信 水 平 为 0. 95 的 
bootstrap E fg [X [8] ; 

(2) 以 样本 20% 截 尾 均 值 作为 总 体 20% 截 尾 均 值 s 的 佑 计 , 求 的 置信 
水 平 为 0.95 的 bootstrap 置信 和 区间. 

解 n—26.B-10 000, 原 始 样 本 以 及 10 000 个 模拟 bootstrap 样本 见 例 2. 

(1) 对 于 每 一 个 bootstrap 样本 算出 中 位 数 AM M7. MTS os. 将 它们 自 


小 到 大 排序 得 到 
Me) < M < Miso < Ms Me 750) M 750) EOM 000) * 
由 B=10 000, 1—a=0. 95, a—0.05. 


k= [10 000 x => | — 250. k, - [10 000x 1-2) |=9 750. baotstrap 
Al 


YA 
置信 区 间 为 
(Miso L Mj 755) ) = (134, 5., 135.8). 
(2) 对 于 例 2 中 的 10 000 个 bootstrap 样本 中 的 每 一 个 ,算出 样本 20 4 
尾 均 值 : rio rpo X un ,将 它们 目 小 到 大 排序 得 到 
Tip TT 


ET — o 
X g0 781) Xt ERE qno 0088 


按 分 位 数 法 由 (1.7) 式 得 到 20 94 堆 尾 均值 的 一 个 置信 水 平 为 0.95 的 bootstrap 
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置信 区 间 为 
C ax keso s X «9 155 ) = (134, 85,136. 92). L 
例 S 有 30 帘 仔猪 出 生 时 各 窗 猪 的 存活 只 数 为 
+ .8 10 12- 14 12 T 9 li 8 €» v T8 5 7 
9 9 109 9 9 12 10 10 9 13 11 13 9 


以 样本 均值 x 作为 总 体 均值 y 的 估计 ,以 样本 标准 差 ;作为 总 体 标 准 差 o 的 估 
计 , 按 分 位 数 法 求 u 以 及 的 置信 水 平 为 0. 90 的 bootstrap 置信 和 区间. 

解 ” 相 继 地 、 独 立地 自 原始 样本 数据 用 放 回 抽样 的 方法 ,得 到 10 000 个 容 
EIA 30 的 bootstrap 样本 ，; 
样本 1 

8 8 10 12 7 11 11 8 10 12 7 9 10 8 9 Il 19 

13 9 9 9 l0 8 13 8 9 9 7 10 8 


样本 10 000 
9 107 109 7.9 7 107 9 9 13 11 12 10 
12 12 109 8 1 9 9 9 11 12 H 12 9 


MT bootstrap 样本 算出 样本 均值 r7 (i 二 1,2,…,10 0000 S4 10 000 个 
” 按 自 小 到 大 排序 , 左 起 第 500 位 为 x5 = 9. 03. 左 起 第 9 500 位 为 


X (9599 77 10. 038. 于 是 按 (1, 7) 式 得 y 的 一 个 置信 水 平 为 0. 90 的 bootstrap 置信 
[X [8] 2j 
CX ison» T e soo X = (9. 03, 10. 038). 
对 上 述 10 000 个 bootstrap E Æ RS 8E — TA E RE s G=1,2, 7, 
10 000) ,将 10 000 个 s? 按 自 小 到 大 排序 , 左 起 第 500 位 为 siw — 1. 35, 左 起 第 
9 500 位 为 seioo 一 1.98, 于 是 按 (1.7) 式 得 o 的 一 个 置信 水 平 为 0. 90 的 boot- 
strap 置信 区 间 为 
人 50500 *^.. |o P m 


(UU) FH bootstrap-t 法 求 去 值 jy 的 bootstrap 的 置信 区 间 


WOX-—OX,.Xi ,…，X,) 是 来 自 总 体 下 的 容量 为 n 的 样本 ,x 二 (zl ,Ts，*…， 
Zr) 是 一 个 已 类 的 样本 值 . 均值 y 和 方差 of 均 为 未 知 参 数 ,我 们 要 利用 样本 值 x 
来 舍 计 p. 

考虑 函数 


[E (1. 8) 
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在 第 七 章 》$ 5 中 假设 总 体 下 具有 正 态 分 布 ,此 时 :的 分 布 与 参数 无 关 , 它 是 一 
个 枢 轴 量 而 且 有 上 一 上 2 一 1) ,利用 枢 轴 量 1, 就 能 求 得 y 的 置信 区 间 . 现在 ,总 体 
下 不 具有 正 态 分 布 , 但 可 证 1 仍 是 一 个 枢 轴 量 . 然而 t 的 分 布 就 不 是 i:(n 一 1) 分 
布 , 这 样 就 不 能 按 第 七 章 的 方法 求 得 的 置信 和 区间 了 ,下 面 我 们 用 bootstrap 77 
法 来 求 u 的 近似 置信 和 区间， 


以 原始 样本 xx x 的 样本 均值 工 一 lya TEX u 的 佰 计 , 考 
虑 与 上 相应 的 枢 轴 量 


一 , (1.9) 
S* /Vn 


此 处 X* .S* 分别 为 与 X,S 相应 的 bootstrap 样本 均值 与 样本 标准 差 . 用 W' 的 
4 fi Yo DI c B 48 RH W 的 近似 分 位 数 Da s wia s E 


P| pes coto |= em | 
QU, a S* //n QU —a/2 l—a C1. 10) 
于 是 近似 地 有 
P| IQ ÉL, |= 
QU, /2 S//n UU —4/2 l—« | 
Yna ER 9 a 
或 即 P| X wian ue X w=] 1—a. (1.10) 


将 WAJ B bootstrap 值 自 小 到 大 排序 


Uo EU S dp EIU d 
Wk -|BX 5 |.& - | BX (175) | ,在 G1.11) 式 中 以 wz 和 za 分 别 作为 分 
位 数 ww yzorse 的 估计 ,由 (1.11) 式 得 到 近似 等 式 


v E : 
P[X — wi, Tue X -wà | 17a. (1. 12) 
Hr CL. 12) 式 得 到 jp 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 bootstrap B fei IX [8] 
(x- wp E X= wio m). (1.13) 


这 一 方法 称 为 brotstrap-t 法 . 

例 6 在 例 5 中 用 bootstrap-t ER u 的 置信 水 平 为 0. 90 的 置信 和 区间. 

解 原始 样本 以 及 10 000 个 模拟 bootstrap 样本 见 例 5. 在 原始 样本 中 n= 
30, r —9.53,s—1. 72,55 —2. 95. 


对 于 第 i 个 (i 二 1,2,…,10 000— B) bootstrap 样本 ok iB EASE z: 和 


e 278 。 第 十 章 bootstrap 方法 


样本 标准 差 s” ,从 而 得 到 vo^ 的 第 i 个 值 


rro 


QU = 1 一 1,2 ,10 000, 


s/n 
其 中 x 是 由 原始 样本 确定 的 样本 均值 .将 rw;” 目 小 到 大 排序 得 到 


wi Kwh TE "E UE 10 000) ， 


取 置 信 水 平 1 一 a 二 0. 90. lE Bf a0. 10,a/2=0. 05.1— 2/2 —0. 95. W k, = 


[8x a |= 500, $, = |Bxa T5 500, 得 wiso0) — — 1. 781 3. wh sop 一 
1.629 m 13) 式 得 到 m 的 置信 水 平 为 0. 90 的 bootstrap-t 置信 区 间 为 
(9. 53—1.629 9x 1-72, 9.53 十 1.781 3x 172 =A) 
v30 v30 


(9.0182, 10.089 4). a 
用 非 参 数 bootstrap 法 来 求 参数 的 近似 置信 区 间 的 优点 是 ,不 需要 对 总 体 
分 布 的 类 型 作 任 何 的 假设 ,而 且 可 以 适用 于 小 样本 . 且 能 用 于 各 种 统计 量 ( 不 限 
于 样本 均值 ). 
以 上 介绍 的 bootstrap 方法 ,没有 假设 所 研究 的 总 体 的 分 布 函数 下 的 形式 ， 
bootstrap 样本 是 来 自己 知 的 数据 (原始 样本 ), 所 以 称 之 H 3E $ €t bootstrap 
方法 . 


$52 参数 bootstrap 方法 


假设 所 人 研究 的 总 体 的 分 布 函 数 F(x;B) 的 形式 已 知 ,但 其 中 包含 未 知 参 数 8 

(8 可 以 是 问 量 ). 现在 已 知 有 一 个 来 自 F(zr; 且 的 样本 
XI ,Xs X, 
利用 这 一 样本 求 出 8 的 最 大 似 然 估计 B. 在 Fes PAARE g 得 到 下 (x;8), 接 
着 在 F(x;B) 中 产生 容量 为 n 的 样本 
Xi XI X?—FGsf0, 

这 种 样本 可 以 产生 很 多 个 ,例如 产生 BABEL 000), 就 可 以 利用 这 些 样 本 对 
总 体 进 行 统计 推断 ,其 做 法 与 非 参 数 bootstrap 方法 一 样 . 这 种 方法 称 为 参数 
bootstrap 法 ， 

例 1 已 知 某 种 电子 元 件 的 寿命 (以 h 计 ) 服 从 韦 布 尔 分 布 ,其 分 布 函数 为 


OD 意 指 样本 AX NX ,Xi 来 自 以 F(zr; 有 为 分 布 函 数 的 总 体 . 


$2 参数 bootstrap 方法 € 279 。 


———« 


-irmi 
] 一 ee iba . x 0s 


0, 其 他 ， P0009. 


下 《 工 ) 一 | 


[prem Si 
Fir) =<) 
0, 其 他 ， 
已 IS g— 2. 今 有 样本 
142.84 97.04 32.46 69.14 85,67 114.43 41.76 163.07 108.22 63.28 

(1) 确定 参数 o 的 最 大 似 然 估计 . 

(2) 对 于 时 刻 t =50 3R HT 3E PE RG —1— F50) =e 8^ 的 置信 水 平分 
别 为 0.95,0. 90 的 bootstrap 单 侧 置信 下 限 . 

E OD 设 有 样本 rsr: oner, WAASNA B= RA) 

L= IB gne A "s (TI: ye : 
i=] I=] 


FE 


la L = C-4- — 2nln 1 一 zei], C 为 常数 . 


pel 


以 数据 代入 得 7 了 的 最 大 似 然 估 计 为 7 一 100.069 6. 

(2) 先 说 一 下 如 何 产 生 志 布尔 分 布 的 随机 数 , 设 U~U(0,1), 令 U=1 一 
e C , 解 得 

mis ww 
A 1 一 DC 一 LU(C0,1) , 故 
X= — hny]? 

也 具有 参数 8-2.» 的 韦 布 尔 分 布 .以 9 100.069 6 作为 nt X=100. 069 6| 1n UI? 
就 能 产生 韦 布尔 分 布 的 随机 数 . 以 F Cr) =F, 100. 069 6) 为 分 布 函数 产生 
5 000 个 容量 为 10 的 bootstrap 样本 

样本 1 zz 得 7 的 bootstrap 估计 
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样本 5 000 zs ,zyseo +e, ei 得 7 的 bootstrap 估计 
Mso 一 A T€ 
将 以 上 5 000 个 s 自 小 到 大 排序 , 取 左 起 第 250 位 ,得 
Neso = 73. 257 36, 
取 左 起 第 500 位 得 
nso0) = 79. 036 52. 
于 是 在 一 50 时 ,可 靠 性 R(50) 的 置信 水 平 为 0. 95 的 bootstrap 单 侧 置信 下 限 
为 
e^ Giao?" 一 0. 627 6. 
TE :一 50 时 ,可 靠 性 R(50) 的 置信 水 平 为 0. 90 的 bootstrap 单 侧 置信 下 限 为 
e^ Gio 一 0. 670 2. 口 
例 2 据 Hardy 一 Weinberg 定律 ,车 基因 频率 处 于 平衡 状态 , 则 在 一 总 体 中 
个 体 具有 血型 M.MN.N FERE 9] RE CL—00* 20601 00 P , Hr 09 1. 据 
1937 年 对 香港 地 区 的 调查 有 以 下 的 数据 ; 
血型 M MN N 
人 数 342 500 187 3k 1 029 


OD 求 9 的 最 大 似 然 估 计 9; | 
(2) 求 8 的 置信 水 平 为 0.90 的 bootstrap 置信 区 间 . 
解 ” 分 别 记 xi,x;,r3 为 具有 血型 为 M,MN,N WARGI ri Har: +r = 
n. 似 然 函数 为 | 
A £2? J* 
—2^n**5(1—9)*^, 
in L—zx;ln 2+ Cz, tör Jln 8t (2x, 3-z;21nt1— 80). 


d Tor — (2r 十 XM 
Pts. IER em en 
Y gh 8 1 — 1—0 v 
F A X2 十 2 L2 UTE 
解 得 ipee Qe Q 


以 数据 x 342,2, 500,24 187,21 029, RAA 8—0.424 7. U OREO, 
£8 i| (1—0)* —0. 331,20(1— 8) —0. 489,6? =0. 180. 于 是 血型 的 近似 分 布 律 为 


(2. 1) 


概率 0.331 . 0.489 0. 180 
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一 一 一 一 一 一 


CE e i ——9 


以 (2. 1) 为 分 布 律 产 生 1 000 个 bootstrap 样本 ,从 而 得 到 8 的 1 000 个 
bootstrap 估计 好 ,如 ses Oooo. 将 这 1 000 个 数 按 自 小 到 大 的 次 序 排序 得 到 
6, «s < 0 < «so < ixi «có 000) * 


Ji CB so) 0555 ) = (0. 3/8 5.0. 409 6 ) 为 0 的 置信 水 平 为 0. 90 的 bootstrap 置信 
[x [a]. O 


小 结 


设 rS arnon: yzro) 是 来 自分 布 函数 为 下 的 总 体 的 样本 ,F 未知 . R(x) 是 x 的 函数 ,FF 
是 相应 的 经 验 分 布 函数 . 假如 我 们 感 兴 趣 的 是 Rxz) 的 某 些 特征 ,例如 R 的 均值 或 中 位 数 . E 
参数 bootstrap 方法 的 第 一 步 是 用 已 知 的 经 验 分 布 函数 F, 代替 下 ,在 FE, 中 抽样 ,得 到 数据 样 
本 一 一 (Cr rr ) ;然后 计算 R(x" ) 的 均值 或 中 位 数 , 作 为 所 需求 的 均值 或 中 位 数 的 
fiit Cbootstrap 估计 ). 通常 的 情况 ,R(x* ) 的 分 布 过 于 复杂 ,不 能 用 解析 的 方法 计算 得 到 
K(x ) 的 特征 ,而 需要 采用 模拟 的 方法 . 在 参数 bootstrap 方法 中 下 二 FCx1 且 的 形式 已 知 ,但 


包含 未 知 参数 9. 先 利用 样本 x 求 出 8 的 最 大 似 然 估计 B, 以 FG RUE F E FCx;8) 中 抽样 
得 到 数据 样本 x^ ,然后 计算 R(x* ) 的 均值 或 中 位 数 ,作为 所 需求 的 均值 或 中 位 数 的 boot- 
strap 估计 . 非 参 数 和 参数 bootstrap 方法 可 用 于 当 人 们 对 总 体 知 之 甚 少 的 情况 ,它们 是 近代 
统计 中 的 一 种 用 于 数据 处 理 的 重要 的 实用 方法 . | 
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S1 概 述 


(一 ) 计算 机 技术 在 数理 统计 中 的 应 用 


随 厦 现代 科学 技术 的 迅猛 发 展 , 人 类 社会 已 开始 进入 一 个 利用 和 开发 信息 
资源 的 信息 社会 . 信息 数据 数量 大 .范围 三 .变化 快 ,传统 的 人 工 处 理 手段 无 法 适 
应 社会 . 经 济 高 速 发 展 对 统计 提出 的 要 求 ,也 难以 提高 数据 处 理 的 速度 和 精度 . 
计算 机 技术 在 数理 统计 中 的 应 用 ,主要 是 在 统计 信息 的 存 贮 和 检索 、 统 计 资 料 的 
分 析 和 检验 等 方面 的 应 用 ,解决 了 统计 工作 中 的 难题 . 

不 仅 是 在 实际 的 技术 和 经 济 工 作 中 要 将 计算 机 技术 应 用 于 数理 统计 ,在 学 
习 概 率 论 与 数理 统计 课程 的 阶段 ,同样 也 需要 应 用 计算 机 技术 . 掌握 了 计算 机 技 
术 在 数理 统计 中 的 应 用 以 后 ,读者 的 分 析 和 研究 问题 的 能 力 将 极 大 地 提高 ,研究 
问题 的 规模 ,分 析 订 算 的 效率 将 极 大 地 提高 . 


(一 ) 住 数理 统计 研究 中 应 用 Excel 软件 


功能 强大 的 统计 分 析 软 件 有 SAS (Statistical Analysis Software) ,SPSS( 原 
名 为 Statistical Package for the Social Science,2000 年 改 为 Statistical Product 
and Service Solutions) 等 等 ,但 是 所 有 这 些 专业 软件 往往 系统 庞大 、 结 构 复 杂 ， 
大 多 数 非 统计 专业 人 员 难 以 运用 自如 ,而 且 价 格 昂贵 ,是 一 般 人 难以 承受 的 ， 

mk (Microsoft) 公司 推 出 的 办 会 软件 包 Offices 得 到 了 广泛 的 应 用 ,Excel 
是 Office 的 重要 成 员 之 一 . Excel 是 一 个 功能 多 ,技术 先进 ,使 用 方便 的 表格 式 
数据 综合 管理 和 分 析 系 统 , 它 采用 电子 表格 方式 进行 数据 处 理 , 工 作 直 观 方 便 ; 
它 提供 了 丰富 的 函数 ,可 以 进行 数据 处 理 , 统 计 分 析 和 决策 辅助 ;还 具有 较 好 的 
制图 功能 . 

只 要 读者 使 用 的 计算 机 上 安装 了 Office, 随 之 就 有 了 Excel 25 38 5 Jp d 
资 ,而 Excel 的 使 用 是 不 难 学 会 的 . 

Office 有 不 同 的 版 本 ,例如 Office 2000 和 Office XP. Excel 也 有 不 同 的 版 
本 ,例如 Excel 2000,Excel 2002 和 Excel 2003. 这 些 版 本 大 同 小 异 ,相互 之 间 兼 
容 性 好 . 


$51 概 述 。283 。 


本 书 中 ,应 用 Excel 处 理 数理 统计 问题 . 

计算 机 开机 后 , 单 击 显 示 屏 左下 角 的 “开始 ”按钮 ,然后 单 击 “所 有 程序 ” 按 
Hl 6 TE IB BJ 3E HR “Microsoft Excel”, BI n] ijs] Hj. 

司 动 Excel 后 就 会 打开 Excel 的 用 户 界面 窗口 ,如 图 11— 1 所 示 . 该 窗口 自 
上 而 下 有 标题 栏 .菜单 栏 . 常 用 工具 栏 ,格式 工具 栏 ,编辑 栏 ,工作 表 区 .工作 表 标 
A ,水 平 深 动 条 和 状态 栏 . 


标题 栏 iereveft Enel jx 一 程序 控制 按钮 
菜单 栏 一 xem s MEO WA WE EI Fw wu Lr Lo xe MIR 
MHILRE—-ID-BGi- VN ER rA Huware i. 
格式 - [ 具 栏 一 | Om mgr rn aa Se, ona lS MR 
 Ame—L — woe Eu RUIT TERSA 
| S H ERME 
EHARA 
工作 表 区 ] 
$-— 行 号 水 平 滚动 条 
F 行 呈 CERA | 
ES - | 
- MA Sas. ks oc | E 水 平 拆 分 框 
"T 3 ts qpee——d Pr appro 


11—1 Excel 的 用 户 界面 窗口 


工作 表 区 由 单元 格 组 成 ,每 个 单元 格 由 列 标 和 行 号 标识 . 工作 表 区 的 最 上 面 
一 行为 列 标 ,用 A.Z, AA, =, AZ, BA, BZ, IA, =, IV 表示 ,最 风 可 使 
用 256 列 .工作 表 区 左边 一 列 为 行 号 ,用 1,2,…,65 536 表示 ,最 多 可 使 用 65 536 
行 .单元 格 *Al "表示 单元 格 位 于 A 列 第 1 行 . 单元 格 区 域 则 规定 为 矩形 :例如 ， 
“Al:F5" 表 示 一 矩形 区 域 ,Al 和 F5 为 其 主 对 角 线 两 端的 单元 格 . 每 张 工作 表 有 
一 个 标签 与 之 对 应 ,例如 ,“sheet 1”. 工作 表 隶 属于 工作 短 . 一 个 工作 德 最 多 可 由 
255 个 不 同 的 工作 表 组 成 . 


(—) Excel 的 分 析 工 具 库 


检查 Excel 的 “工具 ”菜单 ,看 是 否 已 安装 了 分 析 工 具 . 如 果 在 “工具 ”菜单 中 
没有 “数据 分 析 ” 项 , 则 需 调用 “加 载 宏 ”来 安装 “分 析 工 具 库 ” 

“工具 "菜单 中 有 了 “数据 分 析 ” 命 令 项 , 单 击 它 , 就 出 现 “ 数 据 分 析 ” 对 话 框 ， 
其 中 有 19 个 模块 ,它们 分 别 属于 五 类 ， 

l. 基础 分 析 :(1) 随 机 数 发 生 器 ;(2) 抽 样 ;(3) 描 述 统 计 ;(4) 肖 方 图 (5) 排 
位 与 百分比 排 位 . 

2. KE AE: COO LE EHI ER RA EE HE CO LUI DER A 
FRE: C80 t 检验 , 双 样 本 异 方差 假设 ;(9)Z 检验 , 双 样 本 平均 差 检 验 ;(10) 下 检 
验 , 双 样本 方差 . 
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3. 相关 、 回 归 :(11) 相 关系 数 ;:(12) 协 方差 ;(13) 回 归 ， 

4. 方差 分 析 :(14) 方 差分 析 , 单 因素 方差 分 析 ; (15) 方 差分 析 , 可 重复 双 因 
素 分 析 ;:(16) 方 差分 析 ,无 重复 双 因 素 分 析 . 

5. 其 他 分 析 工 具 :(17) 移 动 平 均 ;(18) 指 数 平滑 :(19) 傅 里 叶 分 析 . 

在 本 书 中 ,只 讲述 Excel 在 几 个 问题 上 的 应 用 . 


52 A £k 图 


利用 Excel MA 
QUARTILE(Carray quartile) 
就 能 直接 得 到 箱 线 图 的 5 个 点 : MIN, Qu. Q OFERO, Q 和 MAX. 函数 
QUARTILE(array,quartile) 的 功能 是 返回 数据 集 的 四 分 位 数 . 这 一 函数 有 两 个 
参数 array 和 quartile, 参 数 array 是 需要 求 四 分 位 数 的 数组 或 数字 型 单元 格 区 
域 ; 参 数 quartile 取 0 或 1 或 2 或 3 或 4, 依 次 表示 数据 集 的 MIN Qi Q (中 位 
数 ) .Q. MAXQ, 例如 array 取 Al:AlO,.quartile 取 3, lll] pj Ag 
QUARTILE(CA1:A10.3) 
表示 返回 数组 Al 一 Al0 的 Qi. 函数 
QUARTILECA1:A10,4) 

表示 返回 数组 A1— A10 的 MAX. 

例 1 分 别 画 出 第 六 章 32 例 3 中 女子 ,男子 组 肺活量 的 箱 线 图 . 

E TIF Excel 工作 表 , 将 “女子 组 ”以 及 “男子 组 ”分 别 键 人 单元 格 Al 和 
El 以 及 Bl 和 G1, 将 数据 分 别 键 入 单元 格 区 域 A2; B26. 将 “MIN,Q,Q,,Q;， 
“MAX” 分 别 键入 单元 格 D2:D6. 在 单元 格 E2,E3,…,E6,G2,G3,…,G6, 分 别 键 
人 人 有关 Excel eR ZR HF. 

E2"— QUARTILE(CA2:A26,0)",  G2"*-—QUARTILE(B2;B26,0)", 

E3"—QUARTILE(A2:A26,1)", G3"—QUARTILE(CB2;B26,1)", 

EA"— QUARTILE(A2:A26,2?)", GA"—QUARTILE(B2;B26,2)", 

E5"-—QUARTILE(A2:A26,3)", G5"- QUARTILE(B2;B26,3)", 

E6"— QUARTILE(A2;A26,4)", G6"—QUARTILE(B2:B25,4)", 
即 得 所 需 结果 如 图 11—2 中 的 表格 所 示 . 

由 所 得 数据 即 可 由 手工 画 出 箱 线 图 如 图 6 一 4 所 示 . 

我 们 也 可 以 借助 Excel 的 绘图 工具 栏 ,使 用 鼠标 作出 箱 线 图 . 

以 女 于 的 肺活量 数据 作 箱 线 图 为 例 . 先 在 草稿 纸 上 画 一 草图 ,考虑 将 箱 线 图 的 “ 线 ” 放 在 


(D 在 Excel 中 所 用 的 算法 与 132 页 所 说 的 稍 有 不 同 , 所 得 的 Qi Q 与 按 132 页 所 得 的 会 稍 有 不 同 . 
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p p ps 
DO um S 
pn 


SOPA ia pe en ha a ae e Jen ioa p jie mima oim orem usen en in D 
TAR Ea E ioo im ion ^ ka iea aa ber l cac ia ico m =a e qi ce 00 usc DDR 


3.4 
$2 
3.7 
3.8 
4.1 
3:1 
4.2 
3.8. 
3.7. 
3.4 
3.5 
3.5 
2. T; 
1 Xo 
3.4 
4. 
F E:T OAN 
3T 
3.4 
3.4 
3.1 
3.1 
$5 


图 11 一 2 

E 列 和 下 列 之 间 的 分 隔 线 上 . 在 这 根 线 上 确定 箱 线 图 的 5 个 点 的 位 置 , 将 第 8 行 下 面 的 线 与 
EF 列 分 隔 线 相交 的 点 定 为 2. 7, 这 就 是 MIN 的 位 置 . 每 一 行 的 高 度 定 为 0. 2, FEQQ, 
Q. fl MAX 的 位 置 就 相应 地 确定 . 

在 绘图 工具 栏 中 单 击 “ 卸 形 ” 图 标 ,将 鼠标 箭头 放 到 矩形 拟 放 的 位 置 单 击 左 键 , 即 产生 一 个 和 矩 
JE. 在 矩形 的 四 个 角 点 和 四 条 边 的 中 点 共有 8 个 控 点 , 单 击 和 矩形 的 边线 中 间 的 控 点 (此 时 出 现 两 入 
头 的 光标 ) 就 可 以 在 纵 或 横 方 向 缩放 , 单 击 和 矩形 角 点 上 的 控 点 (此 时 出 现 两 稍 头 的 斜 光标 ) 可 以 千 
纵横 方向 同步 缩放 ; 单 击 矩 形 内 部 的 点 (此 时 出 现 四 箭头 的 光标 ) 可 以 移动 矩形 的 位 置 . 经 调整 ap 
形 的 下 边 和 上 边 分 别 落 在 拟 放 的 位 置 上 中. 矩形 的 宽度 不 拘 ,应 使 矩形 关于 EF 列 分 隔 线 对 称 . 

在 绘图 工具 栏 中 单 击 直线 图 标 , 将 光标 指向 要 画 的 直线 的 起 点 , 单 击 左 键 , 按 住 鼠 标 拖 到 
直线 终点 , 松 开 , 就 画 成 了 一 条 直线 . 画 上 Q; 线 ,Q, 一 Q; ££ IQ. — Q, 线 , 箱 线 图 就 完成 了 ， 


$83 假设 检验 
(一 ) 假设 检验 问题 p 值 的 求法 
例 1 求 第 八 章 8$2 例 1 的 检验 问题 的 p (B. 这 一 间 题 使 用 的 是 葵 验 法 ， 
样本 容量 为 x 二 16, 是 单 边 检验 . 已 由 样本 得 到 检验 统计 最 LLL 
SINN 
值 为 


(D 单 击 图 范围 以 外 任意 处 , 边 . 角 上 的 控 点 会 消失 ,在 图 的 范围 以 内 单 击 , 控 点 会 重 现 . 
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241. 5 一 225 
798.725 97/16 668 5. 
下 面 用 Excel XR p fti. 打开 一 个 Excel 工作 表 , 单 击 “ 插 人 ”, 对 于 弹出 的 
菜单 单 击 “ 函 数 ”, 对 接着 弹出 的 菜单 单 击 “ 统 计 ”, 再 对 弹出 的 菜单 单 击 
"TDIST" ,然后 单 击 “ 确 定 ”, 即 弹出 对 话 框 . 
对 于 显示 的 对 话 框 ,键入 z—0. 668 5,d f(A H3 ED — 15, Tails (Æ — 10, 
即 得 TDIST«(0. 668 5.15,1) —0. 256 985 562 ,这 就 是 所 需求 的 值 . O 


例 2 REAR S 3 | 1 的 检验 问题 的 p 值 . 这 一 问题 使 用 的 是 x 检验 法 . 样 

本 容量 为 * 一 26, 是 双边 检验 . 已 由 样本 得 到 检验 统计 量 y — 079 - t tet 
, .25X9 200 
Ko 5000 

现 用 Excel XR p Ë. 打开 一 个 Excel 工作 表 , 单 击 “ 插 入 ”, 对 于 弹出 的 菜 
单单 击 “ 函 数 ”, 对 弹出 的 莱 单 单 击 “ 统 计 ”, 再 对 弹出 的 菜单 单 击 “"CHIDIST”, 然 
后 单 击 “ 确 定 ”. 即 弹 出 对 话 框 ， 

对 显示 的 对 话 杠 键入 c—46.d f CE B ED = 二 25, 即 得 CHIDIST(46.25) — 
0.006 417 833 ,这 是 单 边 检验 的 p 值 . 本 题 是 双边 检验 , 故 所 求 的 pp 值 =2Xx 
0. 006 417 833=0. 012 835 666. O 

例 3 求 第 八 章 习 题 第 19 RR B Rr A p E. 这 一 问题 使 用 的 是 下 检验 
法 ,是 单 边 检验 . 已 由 样本 得 到 统计 量 下 = si/si 的 观察 值 为 

F,7 5i/si-—1.60 
可 得 p 值 为 FDIST(1. 60,59,39) —0. 060 518 8. L 


C 两 个 等 万 差 正 访 已 体 NG ,0 ), Ne 0 ) 均 值 差 的 检验 (z 
检验 ) 
设 Xis X: St aa 是 来 自 正 态 总 体 N Cui ,0 ) 的 样本 ,YY mz s Yn 是 来 自 


正 态 总 体 N Cus (0: ) 的 样本 ,两 样本 独立 .jp + H2 so IIRA., MH Excel 来 求解 假 
设 检验 问题 


— 46. 


Hy: Ham uei 
Hs :pm 2ps Hinc 
Hs: Sps Hi ip F ue. 
举例 来 说 明 . 
例 4 在 两 批 电 阻 器 中 分 别 随 机 地 取 6 只 , 测 得 以 下 的 电阻 值 ( 以 Q 计 ) 
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A 批 (x) | 0.140 0. 138 0. 143 0. 142 0. 144 0. 137 


————— ——  ")"——!—X —)áÜ—!á —"P Já—Ó 


BHO) | 0.135 0.140 0.142 0.136 0.138 . 0.M0 - 

设 两 批 电阻 器 电阻 分 别 来 自 总 体 NO 0 24 NC -0 Den so IRA. 两 
样本 独立 . 试 取 a= 0. 05 ,检验 假设 

H: Sms Hip Ape. 

Bt ”用 Excel 求 解 的 操作 步骤 如 下 ， 

|l" ”打开 Excel 工作 表 , 将 数据 输入 单元 格 Al1:A7 和 Bl:B7. 

2” 依次 单 击 “工具 ”, “数据 分 析 ”,“t 一 检验 : 双 样 本 等 方差 假设 ”和 “ 确 
定 ”, 跳 出 对 话 框 . 

3” 在 对 话 框 中 键 人 变量 1 的 范围 A1:A7, 键 入 变量 2 的 范围 B1:B7; 在 假 
定 均 值 差 空 格 中 键 人 “0”; 单 击 “ 标 志 ”, 确 认 ua 一 0.05 中 , 单 击 “ 确 定 ”, 跳 出 一 个 新 
TRUF: 


(一 检验 : 双 样 本 等 方差 假设 


BRENNEN 7. I BCy) 
平均 0.140667 0.1385 
方差 7. 8TE— 06 7. 1E— 06 

观测 值 6 6 

合并 方差 7. 48E— 06 
假设 平均 差 0 
df 10 

t Stat 1. 371 845 

PC(T 志 二 t) 单 0. 100 051 

t 单 尾 临界 1. 812 461 

POT — — 0X 0. 200 102 

t 双 尾 临界 2. 228 139 


4 结果 分 析 可 以 用 两 种 方法 来 判别 检验 的 结果 . 

(OD 临界 值 法 ”这 是 双边 检验 . AEE K “t Stat” 统计 量 ) 与 “t 双边 临界 
值 ” 的 大 小 进行 比较 . 现在 z 统计 量 的 值 为 1. 371 845, €/h F t 双边 临界 值 
2. 228 139. 故 以 a 二 0.05 的 显著 性 水 平 接受 H.. 

(2) p 值 法 ”由 于 双边 检验 的 p 值 为 0.200 102, 大 于 0.05, 故 接受 H, O 
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(一 ) 单 因 素 方差 分 析 | 
例 1 在 ?7 个 不 同 实验 室 中 测量 某 种 扑 尔 敏 药 片 的 扑 尔 敏 有 效 含 量 ( 以 mg 


出 如 给 出 的 as 天 0.05, 则 在 对 话 框 中 将 给 出 的 a 的 值 代替 0.05. 


———— —— ——À——— CG 


Lab 1 Lab 2 Lab 3 Lab 4 Lab 5 Lab 6 Lab 7 
4. 13 3. 66 4, 00 3. 88 4. 02 4. 02 4. 00 
4. 07 3. 85 4. 02 3. 88 3, 95 3. 86 4. 02 
4, 04 4, 08 4, 01 3. 91 4. 02 3. 96 4. 03 
4, 07 4. 11 4, 01 3. 95 3. 59 3. 97 4. 04 
4. 05 4. 08 4. 04 3. 92 3. 91 4, 00 4. 1O 
4, 04 4.01 3. 99 3. 97 4. 01 3. 82 3. 8l 
4. 02 4, 02 4. 03 3. 92 3. 89 3. 95 3.91 
4. 06 4, 04 3. 97 3. 90 3. 89 3. 99 3.96 
4, 10 3. 97 3. 98 3. 97 3. 99 4. 02 4. 05 
4. 04 9. 99 3. 98 3. 90 4, 00 3, 83 4. 06 


设 各 样本 分 别 来 自 正 态 总 体 Nm 只),i 一 1,2,… ,7, 各 样本 相互 独立 . 试 
REA TEZKSÉ a0. 05 检验 各 实验 室 测 量 的 扑 尔 敏 的 有 效 含 量 的 均值 是 否 有 显 
著 差 异 . 

E ”我 们 画 出 各 实验 室 测 量 结果 的 箱 线 图 如 图 11 一 3 所 示 . 从 图 上 可 以 看 
出 各 实验 室 的 测量 结果 的 大 致 情况 . 


Lab! Lab2 Lab3 Lab4 Labs Lab6 Lab7 


图 11—3 
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下 面 用 Excel 来 求解 , 具体 步骤 如 下 : 
1' 建立 给 定 问 题 的 原 假设 和 备 择 假设 
Ho 二 pz 二 二 pry， Himos pu 不 全 相等 . 

2” 打开 Excel 工作 表 , 将 数据 输入 Al:G11. 

3 WKAR LCR” RED” “方差 分析 : 单 因 素 方差 分 析 ” 和 “确定 ”， 
B thx HE. 

4 在 对 话 框 中 键 人 变量 的 输入 范围 ^Al:Gll”, 单 击 “ 标 志 位 于 第 一 行 ” 
规定 a 二 0.05, 单 击 “ 确 定 ”, 显 示 结 果 . 有 两 张 表 , 前 一 张 是 各 实验 室 的 均值 、 方 
差 等 的 汇总 ,后 一 张 是 本 题 的 方差 分 析 表 : 


25 5p iN SS df MS F P— value F crit 
组 间 0. 124 737 6 0.020 79 5.660069  9.45E—05 2.246 408 
组 内 0. 231 4 63 0.003 673 


i —M— M —Ó———————MM——M— ——————— —————. 


总 计 0. 356 137 69 


5 HRA 临界 值 法 .FF 二 5. 660 069 大 于 FF critC BE F HRA) = 
2.246 408, 故 拒绝 日 , ,认为 各 实验 室 测 量 的 结果 有 显著 差异 . 

b 值 法 . p 值 =9. 45E 一 0. 5 远 小 于 a 二 0.05. 故 拒绝 H,, 且 知 差 异 是 非常 显 
著 的 ， O 


C) 效 因 系 无 重复 试验 的 万 差分 析 


我 们 用 Excel 来 求解 第 九 章 $2 例 3 的 双 因 素 无 重复 试验 的 方差 分 析 问 题 . 
做 法 如 下 : 
1 建立 给 定 问题 的 原 假 设 和 备 择 假 设 . 
按 题 意 需 在 显著 性 水 平 a 二 0.05 下 检验 ;在 不 同时 间 下 颗粒 状 物 含量 的 均 
什 有 无 显著 差异 ,在 不 同 地 点 下 颗粒 状 物 含量 的 均值 有 无 显著 差异 , 即 需 检验 假 
设 ( 见 第 九 章 8 2(2. 25),(2. 26) 式 ). 
Hy :aa 一 as 一 … 和 一 ww 一 0， 
万 :alyaz ar 不 全 为 零 . 
Ho f =h == 
Hi ihe iB, 不 全 为 零 . 
2 打开 Excel THR. 将 数据 输入 A1l:F5. 
3” RRAK LR” “数据 分 析 ”, “方差 分析 :无 重复 双 因 素 分 析 ” 和 “ 确 
定 ”, 跳 出 对 话 杠 . 
4? 在 对 话 框 中 键入 变量 的 输入 范围 *Al:F5”, 单 击 “ 标 志 ”, 规 定 a0. 05, 
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一 -一 一 一 -二 一 一 一 


单 击 “确定 ”. 显示 结果 有 两 张 表 ,后 面 的 一 张 是 本 题 的 方差 分 析 表 ,如 下 所 示 : 


3t 5r iS. SS df MS F P-value F crit 
fT ] 182, 95 3 394, 316 7 10. 722 41 0. 001 033 3. 490 295 
列 1 947.5 4 486. 875 13. 239 29 0. 000 MU. x e. (259187 
误差 441. 3 12 36. 775 mM i 
总 计 3 571.75 " DUM 


5^ 结果 分 析 临界 值 法 .下 二 10. 722 41 大 于 下 crit —3. 490 295, F= 
13. 239 29 大 于 下 crit—3.259 167, 故 拒绝 Ha R Hos. 即 认为 不 同时 间 下 颗粒 状 
物 含量 的 均值 有 显著 差异 ;认为 不 同 地 点 下 颗粒 状 物 含量 的 均值 有 显著 差异 .也 
可 以 用 p 值 来 判别 . C 


(二 ) 双 因 素 等 重复 试验 的 方差 分 析 


现在 用 Excel 来 求解 第 九 章 $2 例 2 的 双 因素 等 重复 试验 的 方差 分 析 问 题 . 
做 法 如 下 : 

1” 建立 给 定 问题 的 原 假设 和 备 择 假设 . 

按 题 意 需 在 显著 性 水 平 =0. 05 下 检验 . 热处理 温度 .时 间 以 及 这 两 者 的 交 
互 作 用 对 产品 强度 是 否 有 显著 的 影响 , 即 需 检验 假设 ( 见 第 九 章 (2.6),(2.7)， 
(2.8) 式 ) 


Hi :a sas，""* ya, 不 全 为 零 . 
Ho :f 77 f 一 及 一 0， 
人 
万 : Yn = Ye =e = Yy, = Ô, 
il Ye stt Ys ARN. 
2" 打开 Excel 工作 表 , 将 数据 输入 Al:C5. 
3 ”依次 单 击 " 工 具 ”",“ 数 据 分 析 ”, “方差 分析 :可 重复 双 因 素 方 差分 析 ” 和 
“确定 ”, 跳 出 对 话 框 . 
4 在 对 话 框 中 键 人 变量 的 输入 范围 *Al;C5”, 再 键入 “每 一 样本 的 行 数 ” 
为 "2”. 规定 a 二 0.05, 单 击 “ 确 定 ”, 即 显示 本 题 的 方差 分 析 表 如 下 : 


$5 一 元 线性 回归 。297 >» 


ERR SS df MS F P-value F crit 
样本 L6 — 1 162 1.408696 0.300945 7.708647 - 
列 11. 52 ] 11.52 10.017 39 0.034 02 7. 708 647 
交互 54. 08 1 54. 08 47.026 09 — 0.002 367 7.708 647 
内 部 4. 6 4 1. 15 
总 计 71. 82 7 


5 ” 结果 分 析 由 于 pp 值 =0. 300 945 大 于 a 二 0.05, 故 接受 Ho ,认为 时 间 
对 强度 的 影响 不 显著 ;由 于 p 值 =0.034 02 小 于 a0. 05. WdE Ho ,认为 温 
度 对 强度 影响 显著 ;由 于 p 值 二 0.002 367 小 于 a 二 0.05, 故 拒绝 Ho, ,认为 交互 
作用 的 影响 显著 . O 


$5 一 元 线性 回归 


我 们 以 例题 来 说 明 用 Excel 求解 一 元 线性 回归 问题 的 做 法 . 

例 1 将 冰晶 放 人 一 容器 内 ,容器 内 维持 固定 的 温度 (一 5 'C) 和 固定 的 湿 
BE. 观察 和 目 冰 晶 放 人 的 时 刻 开 始 计算 的 时 间 T 以 s 计 ) 和 晶体 生长 的 轴 向 长 度 
ACH um 计 ) ,得 到 43 对 观察 数据 如 下 . 


100 100 100 105 105 


2 17 22 25 28 21 25 31 25 30 23 .33 3 J 


A SS — 
—— M M—— —— a a 


110 110 115 115 115 120 120 1230 125 130 130 135 135 


设 题 目 符 合 回 归 模 型 所 要 求 的 条 件 . 
(1) 画 出 散 点 图 ; 


(2) 求 线性 回归 方程 A=& 十 6T， 

(3) 检验 假设 H, :5 二 0, Hiib750. 

f 1 打开 Excel 工作 表 , 将 数据 输入 单元 格 A1:A44 和 Bl:B44. 

2^ 依次 单 击 “ 插 入 ”,“ 图 表 ”,“XYY 散 点 图 ”,“ 下 一 步 ”, 弹 出 对 话 框 . 在 框 
中 “数据 区 域 " 键 入 *Al;B44”, 在 “系列 产生 在 ”认定 “ 列 ”, 单 击 "* 下 一 步 ”, 弹 出 
“图 表 选 项 ”对 话 框 ,在 这 一 对 话 框 的 “图 表 标 题 * 键 入 “冰晶 长 度 一 时 间 ”, 在 “XX 
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轴 ” 键 入 “A2:A44”, 在 “Y 轴 ” 键 人 “B2:B44”. 单 击 “ 完 成 ”, 即 显示 散 点 图 ,如 图 
11 一 4 所 示 .， 


m —-M 


(En 


Cn — 
A2:A44 
图 11 一 4 
3” 重新 打开 Excel 工作 表 , 将 数据 输入 单元 格 Al :B44. 依次 单 击 “工具 ”， 
“数据 分 析 ”, “回归 ”和 “确定 ”弹出 对 话 框 . TE" Y 值 输入 区 域 " 框 键入 “Bl: 
B44”, 在 “X 值 输入 区 域 " 框 键入 “Al:A44”, 单 击 “ 标 志 ”, 认 定 置信 水 平 为 95%%， 
“输出 选项 ” 选 定 “ 新 工作 表 组 ”, 单 击 “ 确 定 ”, 即 得 计算 结果 表格 . 输出 的 表格 共 
三 张 ， 本 题 的 结果 载 于 最 后 一 一 张 表格 上 ,如 下 所 示 : 


Lower Upper FE ER 

^. 95% 95% 95% 95% 

Intercept 14. 410 65 2.149 358 6.70463 4,31E—08 10.069 93 18.751 36 10.069 93 18.751 36 
T 0.130768 0.0176 7.430176 4.1E—09 0.095 225 0.166 312 0.095 225 0.166 312 


Coefficient ME t Stat P— value 
误差 


我 们 得 到 以 下 的 结果 ， 

(1) 表 中 Coefficient 一 栏 中 载 有 Intercept: 14. 410 65, T:0. 130 768. 它们 
分 别 是 a,b 的 估计 , 即 4= 二 14. 410 65,5—0. 130 768. 于 是 得 A XT. T 的 回归 方 
程 为 

A=14. 410 654-0. 130 768T. 

(2) 表 中 p-value pido T:4. IE—09, e AN GM 

H. :b=0, H, :0 天 0 (MF JL E 8 3(3. 19) AO. 
的 户 值 .由 于 4. 1E—09-—a-—0. 05, 故 拒绝 Ho i 28 IBLEDRCR i ERU. 

(3) 表 中 9526 F IR — FP XC. T:0. 095 225; We que o T, 


0.166 312. 这 表示 如 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 为 T 
(0.095 225.0. 166 312). L] 


$6 bootstrap DE E, VBA « 293 。 


$6 bootstrap 方法 、 宏 、VBA 


我 们 在 Excel 环境 中 求解 bootstrap 问题 . 
Excel 虽然 功能 强大 ,但 不 可 能 直接 处 理 各 种 各 样 的 具体 问题 . 很 多 情况 下 
需要 读者 自 编 称 为 * 宏 (Macro) ”的 程序 以 解决 问题 . 
“ 宏 " 是 包括 了 一 连 串 指令 的 一 个 小 程序 . 编写 宏 要 使 用 VBA (Visual Basic 
for Application) i& zi . VBA 是 Office 软件 包 中 的 标准 语言 . 
本 书 没有 篇 幅 介 绍 宏和 VBA 本身, 请 读者 参阅 有 关 书 籍 ,本 书 将 围绕 
bootstrap 方法 应 用 的 例子 作 有 关 的 说 明 ， 
现在 给 出 一 个 宏 以 解决 如 下 的 问题 . 
问题 ” 设 金属 元 素 铂 的 升华 热 是 具有 分 布 函数 下 的 连续 型 随机 变量 ,下 的 
中 位 数 9 是 未 知 参 数 , 测 得 以 下 的 数据 (以 kcal/mol 计 )， 
133.2 134.1 134.3 134.4 134.5 134.7 134.8 134.8 134.8 
134.9 134.9 135.0 135.0 135.2 135.2 135.4 135.4 135.8 
135.8 136.3 136.6 141.2 143.3 146.5 147.8 148.8 
(数据 已 经 过 排序 ) 
(1) 以 样本 中 位 数 M 作为 总 体 中 位 数 9 的 估计 4. 


(i) 求 估计 量 6 的 标准 误差 mi 一 VD(6) 的 bootstrap fitt. 

Gi) 求 均 方 误差 MSE-— E[ CM — 0)! ]R bootstrap 估计 . 

(iii) Ki b— ECM— 00 f] bootstrap 估计 . 

(2) 以 样本 中 位 数 作为 总 体 中 位 数 9 的 估计 ,. 求 总 体 中 位 数 9 的 bootstrap 
置信 和 区间; 以 样本 20% 截 尾 均值 作为 总 体 20% 截 尾 均 值 w 的 估计 , 求 截 尾 均值 
p 的 bootstrap 置信 和 区间. 

以 下 是 求解 上 述 问题 的 宏 : 

Sub Macro9() 

Dim i As Integer. j As Integer. m As Integer, n As Integer 
Dim Shu As Single, Temp As Single, Sum As Double. Squ As Double 
Fori = 1 To 10000 
Forj = 1 To 26 

Shu = Rnd * 26 

3 If Shu <= 1# Then 
Cells(i, j + 5) = 133.2: GoTo 5 
Elself Shu <= 2# Then 


Cells(i, j 十 5) — 134.1; 


Elself Shu <= 3# Then 


Cells(i, j 十 5) = 134.3; 


Elself Shu <= 4# Then 


Cells(i, j 十 5) = 134.4; 


Elself Shu <= 5# Then 


Cells(i, j + 5) = 134.5; 


Elself Shu <= 6# Then 


Cells(i, j 十 5) = 134. 7; 


Elself Shu <= 9# Then 


Cells(i, j + 5) = 134. 8i 


Elself Shu <= 11# Then 


Cells(i, j + 5) = 134.9; 


Elself Shu <= 13# Then 


Elself Shu <= 15# Then 


Cells(i, j + 5) = 135.24 


Elself Shu <= 17 # Then 


Cells(i, j + 5) = 135.4: G 


Elself Shu <= 19# Then 


Cells(i, ] 十 5) = 135. 8， 


Elself Shu <= 203t Then 


Cells(i, j + 5) = 136.3, 


Elself Shu <= 2143: Then 


Cells(i, j + 5) = 136.6; 


Elself Shu <= 22 # Then 


Cells(i, j + 5) = 141.2; 


Elself Shu <= 23 # Then 


Cells(i, j + 5) = 143.3; 


Elself Shu <= 24# Then 


Cells(i, j + 5) = 146.5, 


Elself Shu <= 25# Then 


Cells(i, j + 5) = 147.8;. 


Else 
Cells(i. j + 5) = 148.8 
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GoTo 5 


GoTo 5 


GoTo 5 


GoTo 5 


GoTo 5 


GoTo 5 


GoTo 5 


GoTo 5 
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5 End If 
Next ] 
8 For j = 7 To 31 
For n = 6 Toj— I 
If Cells(i, j) < Cells(i, n) Then 
Temp = Cells(i, }) 
For m = j — 1 To n Step —1 
Cells(i, m + 1) = Cells(i, m) 


Next m 
Cells(i, n) = Temp: GoTo 10 
End If 
Next n 
10 Next j 


Cells(i, 1) = (Cells(i, 18) + Cells(i, 19)) / 2 
Cells(i, 3) = WorksheetFunction. Average (Cells(i, 11), Cells(i, 
12), Cells(i, 13), Cells(i, 14), Cells(i, 15), Cells(i, 16), Cells(i, 17), 
Cells(i, 18), Cells(i, 19), Cells(i, 20), Cells(i, 21), Cells(i, 22), Cells(i, 
23). Cells(i, 24), Cells(i, 25), Cells(i, 26)) 
Cells(i. 2) = Cells(i, 1) 
Cells(i, 4) = Cells(i, 3) 
Next 1 
20 Sum 一 0# 
For i = 1 To 10000 
Sum = Sum + Cells(i, 1) 
Next 1 
Cells(2, 5) = Sum / 10000 
Sgu = 0: 
For i = 1 To 10000 
Squ = Squ + (Cells(i, 1) 一 Cells(2, 5)) -2 
Next 1 
Cells(4, 5) Squ / 9999 
Cells(6, 5) Sqr(Cells(4, 5)) 
Cells(8, 5) = Cells(2, 5) — 135.1 
Squ = 0# 
For! = 1 To 10000 


| 
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Squ = Squ + (Cells(i, 1) 一 135,12 - 2 


Next 1 
30 CellsC10, 5) = Squ / 10000 
End Sub 

对 这 个 宏 ,说 明 如 下 : 


L. 对 于 一 个 Excel 的 工作 表 ,设计 为 :使 用 工作 表 的 第 1 至 第 10 000 行 、 第 
1 £531 列 (A,B,…,Z,AA,…,AE 列 ). 用 单元 格 F1: AEIO 000 存放 boot- 
strap 样本 ,单元 格 Al;Al0 000 存放 由 bootstrap 样本 求 出 的 中 位 数 . 单元 格 
C1:C10 000 存放 由 bootstrap 样本 求 出 的 截 尾 均值 . 单元 格 E2、E4.、E6、E8.、E1l10 
分 别 存 放 标 准 误差 , 均 方 误差 ,偏差 的 bootstrap 估计 等 结果 。 

2. 在 宏 中 出 现 的 变量 名 和 数组 要 用 Dim 语句 来 声明 (Dim 是 dimension 的 缩 
E): Integer 表示 整数 值 , 从 一 32 768 至 32 767; Long 表示 大 整数 值 , 从 
一 2 147 483 648 到 2 147 483 647; Single 表示 单 精度 浮 点 数 , 负 数 从 一 3. 402 823E38 
到 一 1. 401 298E 一 45, 正 数 从 1. 401 298E 一 45 到 3. 402 823E38;Double 表示 双 精 度 浮 
点 数 ,负数 从 一 1.797 693 134 862 32E308 到 一 4. 940 656 458 412 47E 一 324, 正 数 从 
4. 940 656 458 412 47E— 324 到 1. 797 693 134 862 32E308, 

3. 使 用 循环 语句 ,以 1 计 工 作 表 中 的 行 (1 一 10 000) ,以 j 计 工 作 表 中 的 列 
(6 一 31) ,以 3 标注 的 程序 行 至 以 5 标注 的 程序 行 , 厌 随机 数 Rnd 所 处 的 范围 来 
产生 bootstrap 样本 ,存放 在 单元 格 Cells(i,j 十 5) 中 . 

本 例 的 原样 本 ,n 一 26,134. 8 出 现 3 05,134. 9,135. 0.135. 2,135. 4,135. 8 
各 出 现 2 次 ,其 余 都 只 出 现 1 次 . 原样 本 的 中 位 数 为 135. 1, 原 样本 20 96 3 FELIS 
值 为 135. 2875. l 

在 Excel 环境 中 ,(0,1) 上 的 均匀 分 布 随机 数 为 RAND, [Rte VBA 环境 中 ， 
(0,1) E8935] H f BE LE Rnd, EÈ HREH Rnd. 

将 Rnd ÆA 26 ,得 Shu. 对 于 某 一 个 确定 的 j0 王 1,2,…,26), 若 0 一 Shu 一 
1 , 则 将 133. 2 赋予 CellsCi.j4-50 # 1 一 Shu< 生 2, 则 将 134. 1 赋予 Cells(i,j 十 5),…， 
fi 6 一 Shu<s9, 则 将 134. 8 赋予 Cells(i,j 十 5),…, 若 25 一 Shu 一 26, 则 将 148.8 赋 
了 Cells(i, 十 5), 数字 之 后 有 # 号 ,表示 该 数 为 浮 点 数 . 

接着 ,对 下 一 个 j, 用 同样 的 做 法 对 Cells(i,j 十 5) 赋 值 , 

这 样 继续 做 下 去 ,就 对 第 11189 26 个 单元 格 Cells(i,j 十 5) 赋 值 , 这 就 得 到 
一 个 容量 为 26 的 bootstrap 样本 ， 

4， 以 8 标注 的 程序 行 到 以 10 标注 的 程序 行 , 对 自 Cells(i,6) 至 Cells(i,31) 
之 间 的 bootstrap 样本 自 左 至 右 , 从 小 到 大 排序 , 例如 ,得 排序 后 的 样本 ， 

133.2 134.1 134.3 134.3 134.3 134.7 134.8 134.8 134.8 

134.8 134.8 134.9 135.2 135.2 135.4 135.4 135.4 135.8 
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135.8 136.6 141.2 141.2 146.5 148.8 148.8 148.8 
X SII» 1S EE 4S 

134.3 134.4 134.7 134.7 134.8 134.9 134.9 135.0 135.0 

135.2 135.2 135.4 135.4 135.4 135.8 135.8 136.3 141.2 

141.2 141.2 143.3 143.3 143.3 146.5 148.8 148.8 

5. 排序 后 ,第 13 个 数 Cells Gi. 180 和 第 14 个 数 Cells Ci. 19) 的 均值 就 是 
bootstrap 样本 的 中 位 数 , 赋 予 Cells(i,1), 即 是 放 人 A F. 

6. 排序 后 , 求 20% 截 尾 均 值 , 它 就 是 自 Cells(i,11) 至 Cells(i,26) 的 均值 . 
这 里 ,要 使 用 Average PR X. Average 函数 在 VBA 中 没有 ,在 Excel 中 才 有 ,在 
宏 中 使 用 ( 即 是 在 VBA 环境 中 使 用 ) 要 在 其 前 面 加 上 “Worksheet Function. " 
(LAE TE VBA 中 没有 而 在 Excel 中 才 有 的 函数 ,在 VBA 环境 中 使 用 ,都 要 如 此 
Ab XR.) 

求 得 的 20 25 3 FE 15] (E. ,赋予 Cells Ci. 32. BD EE A, C 列 . 

7. 将 A 列 数据 作 一 备份 , 放 入 B 列 ; 将 C 列 数据 作 一 备份 , 放 人 DD 列 . 这 是 
为 了 以 后 A 列 和 C 列 数据 按 列 自 小 到 大 排序 ,数据 与 所 处 的 行 的 bootstrap 样 
本 不 再 对 应 ， 

8. 以 20 标注 的 程序 行 至 以 30 标注 的 程序 行 ,对 A 列 数 据 作 计算 . 算出 
10 000 个 bootstrap 样本 的 中 位 数 Mr (i==1,2,…,10 000) 的 均值 M* = 


10 000 
l 


15:095 XM? = 二 135. 143 8. 将 它 放 人 单元 格 E2. 计算 各 中 位 数 与 135. 143 8 
pem] . 


之 差 的 平方 和 , 除 以 9 999,18 0. 068 133 , 放 人 单元 格 E4. 计算 0. 068 133 的 平 
方 根 得 0. 261 023 , 放 人 单元 格 E6 ,于 是 E6 中 的 数 是 


. 10 000 


> M; —M: " — 0. 261 023, 


9 
这 就 是 我 们 要 求 的 以 样本 中 位 数 作为 TET GUICIS EET PR US boot- 
strap 估计 . 

计算 135. 143 8 与 135. 1 之 差 得 0.043 783 ,将 它 放 人 单元 格 E8 ,计算 各 中 
位 数 与 135. 1 之 差 的 平方 的 均值 ,得 0.070 043 , 放 人 单元 格 E10. 于 是 E10 中 的 
数 是 


] 10 poo . — 
10 000 之 M. — 135. 1)? = 0.070 043. 
它 是 以 样本 中 位 数 作 为 总 体 中 位 数 的 估计 ,其 均 方 误差 的 bootstrap fttt.. 
E8 中 的 数 是 


1o 900 


l DT £ 
10 000 27M: 135. 1 = 0. 043 783. 
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它 是 以 样本 中 位 数 作为 总 体 中 位 数 的 估计 ,其 偏差 的 bootstrap 估计 . (以 上 内 
容 请 参见 第 10 章 81 例 1、 例 2、 例 3). 

9. 程序 运行 结束 ,运算 结果 呈现 以 后 ,依次 将 光标 指向 A 列 列 标 和 工具 
“ 名”, 单 击 鼠 标 左 键 ,根据 屏幕 提示 ,在 “扩展 选 定 区 域 " 和 “以 当前 选 定 区 域 排 
序 ” 二 者 之 间 选 定 后 者 ,再 单 击 “排序 ”; 即 可 将 列 数据 自 上 而 下 按 从 小 到 大 排序 . 
然后 ,依次 将 光标 指向 C 列 列 标 和 工具 “五 同 ", 作 同上 的 操作 , 即 可 将 C 列 数据 
自 上 而 下 按 从 小 到 大 排序 . 

排序 以 后 ,可 以 读 出 下 列 数据 : 


行 号 | 1 | 250 | 500 1000. | 5000 | 9000 | 9500 | 9 750 | 10 000 
中 位 数 | 134.6 | 134.8 |134. 85| 134.9 | 135.1 | 135.4 | 135.6 | 135.8 | 141.8 
截 尾 均值 1134.55|134. 85| 134. 9 134. 95711135. 2571/1136. 32861136. 62861136. 9214/1139. 7786 


”从 而 得 


(134.8, 135.8) (134. 85, | 135. 6) 
截 尾 均值 (034.85. 136. 9214) | (134.9， 136.6286) | 


下 面 是 求解 本 书 第 十 章 $ 2 BU 
Sub Macro7() 
Dim i As Integer. j As Integer. k(1 To 10) As Double. kk As Double 
For i = 1 To 5000 
kk = 08 
For j = 1 To 10 
k(j) = 100.0696 * Sqr(— WorksheetFunction. LnCRnd)) 
Cells(i, 3 + D = kg) 
kk = kk T kG) * kp) 
Next j 
Cells(i, 1) = Sqr(kk / 10) 
Cells(i, 2) = Cells(i, 1) 
Next i 
End Sub 
读 了 前 面 的 说 明 以 后 ,这 里 不 需要 作 更 多 的 说 明 . 
bootstrap 样本 容量 为 10 ,共产 生 5000 £f. 


(134.9, 135.4) 


置信 
区 间 


(134, 9571. .136. 3286) 
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样本 1: 59.0988 79.329 3 73.91327 111.4051 109.506 5 
50.555 22 206.7216 52.332 21 45.329 77 58.679 22 
n! —96.528 8 


样本 5 000: 45.357 72 66.2563 108. 903 47.129 5 163.166 
90. 971 14 83.4439 52.360 29 43.647 44 81.822 15 
Tjs 000 = 85. 867 12 


程序 运行 结束 ,结果 显示 以 后 ,点 击 A 列 列 标 ,再 点 击 工具 “区 


数据 自 上 到 下 ， ea o fF: 
ibt. Ai 2 500 


1 
47. 274 63 73. 257 36 9. 036 52 177. F 5 


即 到 heso — 73. 257 36 Jam — 79.036 52, AMERRE FH 2 例 1(2) 的 中 间 
结果 . 


"将 A 列 
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本 章 首先 从 随时 间 演 变 的 随机 现象 引入 随机 过 程 的 概念 和 记号 . BUS ,一般 
地 介绍 随机 过 程 的 统计 描述 方法 . 最 后 ,作为 示例 ,从 实际 问题 抽象 出 两 个 着 名 
的 随机 过 程 , 并 介绍 它们 的 统计 特性 . 


$1 随机 过 程 的 概念 


随机 过 程 被 认为 是 概率 论 的 “动力 学 ”部 分 . 意思 是 说 , 它 的 研究 对 象 是 随时 
间 演 变 的 随机 现象 . 对 于 这 种 现象 ,一 般 来 说 ,人 们 已 不 能 用 随机 变量 或 多 维 随 
机 变量 来 合理 地 表达 ,而 需要 用 一 族 ( 无 限 多 个 ) 随 机 变量 来 描述 . 现在 来 看 一 个 
具体 例子 . 

热 噪声 电压 ”电子 元 件 或 器 件 由 于 内 部 微观 粒子 (如 电子 ) 的 随机 热 骚动 所 
引起 的 端 电压 称 为 热 噪声 电压 , 它 在 任 一 确定 时 刻 t 的 值 是 一 随机 变量 , 记 为 
V(t) .不 同时 刻 对 应 不 同 的 随机 变量 ,当时 间 在 某 区 间 , 璧 如 [0, 十 cc) 上 推移 
时 , 热 噪声 电压 表现 为 一 族 随机 变量 , 记 为 {TV(t) ,t 宇 0}. 在 无 线 电 通讯 技术 中 ， 
接收 机 在 接收 信号 时 ,机 内 的 热 噪声 电压 要 对 信号 产生 持续 的 于 扰 , 为 要 消除 这 


种 干扰 (假设 没有 其 他 干扰 因素 ) ,就 必须 掌握 o 
热 噪声 电压 随时 间 变 化 的 过 程 . 为 此 ,我 们 通过 
某 种 装置 对 元 件 ( 或 器 件 ) 两 端的 热 噪声 电压 进 erret: 
行 长 时 间 的 测量 ,并 把 结果 自动 记录 下 来 ,作为 y 
一 次 试验 结果 , 便 得 到 一 个 电压 一 时 间 函 数 ( 即 | | 
电压 关于 时 间 上 的 函数 )w (it 全 0, 如 图 12 一 LSU AL 
1 ,这 个 电压 一 时 间 函 数 在 试验 前 是 不 可 能 预先 
确 知 的 ,只 有 通过 测量 才能 得 到 . 如 果 在 相同 条 
件 下 独立 地 再 进行 一 次 测量 , 则 得 到 的 记录 是 
不 同 的 .事实 上 ,由 于 热 骚 动 的 随机 性 ,在 相同 
条 件 下 每 次 测量 都 将 产生 不 同 的 电压 一 时 间 函 
数 . 这 样 ,不 断 地 独立 重复 地 一 次 次 测量 就 可 以 
得 到 一 族 不 同 的 电压 一 时 间 函 数 ,这 族 函 数 从 “| 
另 一 角度 刻画 了 热 噪声 电压 . 

现 以 上 述 例 子 为 背景 ,引入 随机 过 程 的 mu 
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概念 ， 
议 了 是 一 无 限 实数 集 .我们 把 依赖 于 参数 :ET 的 一 族 ( 无 限 多 个 ) 随 机 变 
量 称 为 随机 过 程 , 记 为 {XX(z),tET), 这 里 对 每 一 个 1E T,X(1) 是 一 随机 变量 ,TT 
叫做 参数 集 . 我 们 常 把 i 看 作为 时 间 , 称 久 (t) 为 时 刻 t 时 过 程 的 状态 ,而 X(ti)= 
x( 实 数 ) 说 成 是 t= 时 过 程 处 于 状态 x. 对 于 一 切 :ET, 久 (1) 所 有 可 能 取 的 一 
切 值 的 全 体 称 为 随机 过 程 的 状态 空间 . 

对 随机 过 程 {X(z) ziE 了 进行 一 次 试验 ( 即 在 工 上 进行 一 次 全 程 观测 ), 其 
结果 是 上 的 函数 , 记 为 x(1) ,t€ET, 称 它 为 随机 过 程 的 一 个 样本 函数 或 样本 曲线 . 
所 有 不 同 的 试验 结果 构成 一 族 ( 可 以 只 包含 有 限 个 结果 , 见 本 节 例 1) 样 本 函数 . 

随机 过 程 可 以 看 作 是 多 维 随机 变量 的 延伸 . 随机 过 程 与 其 样本 函数 的 关系 
就 像 数理 统计 中 总 体 与 样本 的 关系 一 样 . 

依照 上 面 的 说 法 , 热 噪 声 电压 的 变化 过 程 {VY(i ,三 0) 是 一 随机 过 程 , 它 的 
状态 空间 是 (一 co ,十 ce) ,一 次 观测 到 的 电压 一 时 间 函 数 就 是 这 个 随机 过 程 的 一 
A EE AS PA RT. 

1E UL fai I HASUVR HP 7 fé foe 3$ D. XCO «(€ T don BG ULSEER. 在 上 下 文 不 
致 混 清 的 情形 下 ,一 般 略 去 记号 中 的 参数 集 T. 

例 1 抛 痢 一 枚 硬币 的 试验 ,样本 空间 是 S—UH.T) , 现 借 此 定义 
| [cos ut, EAM H, 

Ls 当 出 现 工 ， 
其 中 PCOHO)—PCGD —1/2. 对 任意 固定 的 1:,X(1) 是 一 定义 在 S 上 的 随机 变量 ;对 
不 同 的 +,X(t) 是 不 同 的 随机 变量 ( 见 图 12 一 2) ,所 以 {外 (1) ,1E (一 co0, 十 co)}) 是 
一 族 随 机 变量 , 即 它 是 随机 过 程 . 另 一 方面 ,做 一 次 试验 , 若 出 现 囊 , 样 本 函数 为 
xı (t) cos zt ULL T EE BRUN xs (王妃 所 以 该 随机 过 程 对 应 的 一 族 样 
KRM AE E AAAA: (cos xt t). 显然 这 个 随机 过 程 的 状态 空间 为 
(—o2, 1-00). E 


| 


X (D) pL -—805-08]4 


例 2 考虑 
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X(G) a cos(ot--8), t€ (一 cc ,十 ce)， (1. 1) 

AF a 和 w 是 正常 数 ,@ 是 在 (0,2r) 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 . 

显然 ,对 于 每 一 个 固定 的 时 刻 £45. XGj 7a cosCo t; 2-00 dé — A B8 BLA 
量 , 因 而 由 (1. 1) 式 确定 的 XX(z) 是 一 个 随机 过 程 ,通常 称 它 为 随机 相位 正弦 波 . 
它 的 状态 空间 是 [一 a,aj. 在 (0,2w) 内 随机 地 取 一 数 9, 相应 地 即 得 这 个 随机 过 
FE RJ — T FF 2s BR C 

xr; -—acos(Qwt--0;)). 06€ C0,20). 

图 12— 3 中 画 出 了 这 个 随机 过 程 的 两 条 样本 曲线 ， 


图 12 一 3 


O 

例 3 ÆW sis sh HARRES F EURA A A e CO RRE Z c 的 测 

At Vx 25 M d — AENA. 当 目 标 随 时 间 z 按 一 定 规律 运动 时 ,测量 误差 e(z) 
也 随时 间 i 而 变化 , 换 句 话说 ,e(z) 是 依赖 于 时 间 :的 一 族 随 机 变量 , 亦 即 {e(1)， 
t 宇 0} 是 一 随机 过 程 . 且 它 们 的 状态 空间 是 (一 co ,十 ce)， O 
例 4 设 某 城市 的 120 SER is ARRES ae N, A XORI 
EA COs 2 ] P3 E | P9] ef | ACC CEAL, HERE 220. X CO 
不 同 的 随机 变量 . 于是, {X(z),t 宇 0} 是 一 随机 过 程 . 且 它 的 状态 空间 是 10,1， 
2e}, [] 
例 5 EWR- MRTA. COE X, R58 n YO D BE CL X4] 

于 ?一 1,2,… 的 不 同 值 ,X。 是 不 同 的 随机 变量 ,因而 {XX,,n 主 1}) 构 成 一 随机 过 
程 , 称 为 伯 努 利 过 程 或 伯 努 利 随 机 序列 . GO UE Y, JB n 次 抛掷 中 出 现 的 最 大 点 
JC CY, ,mn 之 1} 也 是 一 随机 过 程 . 它们 的 状态 空间 都 是 {1,2,3,4,5,6)}. 口 
工程 技术 中 有 很 多 随机 现象 ,例如 ,地 震波 幅 、 结 构 物 承受 的 风 荷 载 .时 间 间 

阳 (0,tj 内 船舶 甲板 * 上 浪 ” 的 次 数 、 通 讯 系 统 和 自控 系统 中 的 各 种 噪声 和 于 扰 ， 
以 及 生物 群体 的 生长 等 等 变化 过 程 都 可 用 随机 过 程 这 一 数学 模型 来 描绘 . 不 过 ， 
这 些 随 机 过 程 都 不 能 像 随机 相位 正弦 波 那 样 ,很 方便 、 很 具体 地 用 时 间 和 随机 恋 
量 (一 个 或 几 个 ) 的 关系 式 表 示 出 来 , 其 主要 原因 在 于 自然 界 和 社会 产生 随机 因 
素 的 机 理 是 极为 复杂 的 ,甚至 是 不 可 能 被 观察 到 的 . 因而 ,对 于 这 样 的 随机 过 程 
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(实际 中 大 多 是 这 样 的 随机 过 程 ) ,一 般 来 说 ,我 们 只 有 通过 分 析 由 观察 所 得 到 的 
样本 函数 才能 掌握 它们 随时 间 变 化 的 统计 规律 性 

随机 过 程 的 不 同 描述 方式 在 本 质 上 是 一 致 的 . 在 理论 分 析 时 往往 以 随机 变 
量 族 的 描述 方式 作为 出 发 点 ,而 在 实际 测量 和 数据 处 理 中 往往 采用 样本 函数 族 
的 描述 方式 .这 两 种 描述 方式 在 理论 和 实际 两 方面 是 互 为 补充 的 . 

随机 过 程 可 依 其 在 任 一 时 刻 的 状态 是 连续 型 随机 变量 或 离散 型 随机 变量 而 
分 成 连续 型 随机 过 程 和 离散 型 随机 过 程 . 热 噪声 电压 、 例 2 和 例 3 是 连续 型 随机 
过 程 , 例 1.49] 4 和 例 5 是 离散 型 随机 过 程 . 

随机 过 程 还 可 依 时间 ( 参 数 ) 是 连续 或 离散 进行 分 类 . 当时 间 集 T RARR 
JG BR px [a] PRX) ,1ET} 为 连续 参数 随机 过 程 ( 以 下 如 无 特别 指明 ,“ 随 机 过 
程 " 总 是 指 连 续 参 数 而 言 的 ). 如 果 工 是 离散 集合 ,例如 了 ={10,1,2,…}, 则 称 
UXCO t€ T} 为 离散 参数 随机 过 程 或 随机 序列 ,此 时 常 记 成 {X, ,n= 二 0,1,2,"…) 
等 ,如 例 5. 

有 时 ,为 了 适应 数字 化 的 需要 ,实际 中 也 常 将 连续 参数 随机 过 程 转化 为 随机 
夺 列 处 理 . 例如 ,我 们 只 在 时 间 集 T= 二 {At,2At,… ntn) ERI Ha EE DAL ES 
Æ V) ,这 时 就 得 到 一 个 随机 序列 

(TY 

其 中 V, 一 VCnAbt). 显然 , 当 At 充分 小 时 ,这 个 随机 序列 能 够 近似 地 描述 连续 时 
间 情 况 下 的 热 噪 声 电压 . 

最 后 指出 ,参数 上 虽然 通常 解释 为 时 间 , 但 它 也 可 以 表示 其 他 的 量 , 诸 如 序 
号 ,距离 等 . 例如 ,在 例 5 中 ,我 们 假定 每 隔 一 段 单 位 时 间 抛 抑 骨 子 一 次 ,那么 第 
n 次 抛掷 时 仍 子 出 现 的 点 数 ,就 相当 于 上 一 ?时 骨 子 出 现 的 点 数 . 
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随机 过 程 在 任 一 时 刻 的 状态 是 随机 变量 ,由 此 可 以 利用 随机 变量 (一 维和 多 
维 ) 的 统计 描述 方法 来 描述 随机 过 程 的 统计 特性 . 


(一 ) 随机 过 程 的 分 布 阔 数 族 


给 定 随机 过 程 {X(i) ,zE T). 对 于 每 一 个 固定 的 (€ 工 ,随机 变量 XCO 的 分 
布 函 数 一 般 与 + 有关 , 记 为 
FxCr,D0-—P(Q(XGOzx)b.r€R,. 
称 它 为 随机 过 程 {(X(z) ,zE T) 的 一 维 分 布 函数 ,而 {Fx Crt) tE TCR — 85 
布 函 数 族 . 
一 维 分 布 函 数 族 刻画 了 随机 过 程 在 各 个 个 别 时 刻 的 统计 特性 . 为 了 描述 随 
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机 过 程 在 不 同时 刻 状 态 之 间 的 统计 联系 ,一 般 可 对 任意 n (nz 一 2,3,…) 个 不 同 
I EST ZI] ti t2 t€ T.SLA n EEEE GO K G) XG,00 它 的 分 布 
ROCA 
Flai sast s Taib stas, = PXD SL XG x sn XA ET,), 
ER, i—l.2,,n. 

对 于 固定 的 n, RAIER (Ey CEs Erts Tni tistzs ttt) ,tT 为 随机 过 程 
(XCO ,tT 的 nn 维 分 布 函 数 族 . | 

14 nn 充分 大 时 ,n HEA A BRE BE 9S XT DL d S B DLE TEBUSETPTRPE. 5 
$8 «n REAR. IM n ESA PELO dS YS e OLE EE B RR PE dL E se 3E. 一 般 , 可 以 
指出 CELZR 3 X, 7 RE) :有 限 维 分 布 函数 族 , 即 1Fyv (x ras El ras" 
t,).n—1,2.-.t € T) ,完全 地 确定 了 随机 过 程 的 统计 特性 . 

TE E.— T5 ,我 们 曾 将 随机 过 程 按 其 状态 或 时 间 的 连续 或 离散 进行 了 分 类 . 然 
而 ,随机 过 程 的 本 质 的 分 类 方法 访 是 按 其 分 布 特 性 进行 分 类 . 具体 地 说 ,就 是 依 
照 过 程 在 不 同时 刻 的 状态 之 间 的 特殊 统计 依赖 方式 ,抽象 出 一些 不 同类 型 的 模 
型 ,如 独立 增 量 过 程 , 马 尔 可 夫 过 程 , 平 稳 过 程 等 , 我 们 将 在 以 后 的 章节 中 对 它们 
作 不 同 程度 的 介绍 . 


(一 ) 随机 过 程 的 数 子 特征 


随机 过 程 的 分 布 图 数 族 能 完善 地 刻画 随机 过 程 的 统计 特性 ,但 是 人 们 在 实 
际 中 ,根据 观察 往往 只 能 得 到 随机 过 程 的 部 分 资料 (样本 ) ,用 它 来 确定 有 限 维 分 
布 函 数 族 是 困难 的 ,甚至 是 不 可 能 的 . 因而 像 引 和 人 随机 变量 的 数字 特征 那样 ,有 
必要 引 人 和 人 随机 过 程 的 基本 的 数字 特征 一 一 均值 函数 和 相关 函数 等 . 我 们 将 会 看 
到 ,这 些 数 字 特 征 在 一 定 条 件 下 是 便于 测量 的 .下 面 就 依次 来 介绍 . 
2E BRBLIDERUXCO «€ T) GE t€ T. XCO d& — MEEA, E EB 
与 :有关 , 记 为 
ux (D = ELXOGO T, (2.15 
我 们 称 ux D AMERI XO) GET) 的 均值 函数 
注意 ,yx (t) 是 随机 过 程 的 所 有 样本 函数 在 时 刻 t 的 函数 值 的 平均 值 ,通常 
称 这 种 平均 为 集 平均 或 统计 平均 ,以 区 别 将 于 第 十 四 章 中 引入 的 时 间 平 均 概 念 ， 
均值 函数 jx (#) 表 示 了 随机 过 程 X(2) 在 各 个 时 刻 的 摆动 中 心 , 如 图 12 一 4 
所 示 ， 
其 次 ,我 们 把 随机 变量 X(2) 的 二 阶 原点 矩 和 二 阶 中 心 矩 分 别 记 作 
C OSET X? (zr)] (2.2) 


ex (D = Dx G) — Varl XG) ]- E(UX GO — px G2]! ) , (2. 3) 
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并 分 别称 它们 为 随机 过 程 {(7) ,t+€E T) 89 33 75 f& e& 28080 77 25 ER 9I. 方差 图 数 的 
算术 平方 根 ox CO PRA BÉ BL IET H tr A 35 K. E eon B BL xL RS X CO TERT ZU] t 
对 于 均值 ux (2) 的 平均 偏离 程度 . 见 图 12— 4. 

ME ORAT 


234 0VAÀ 


9 的 从 | | 
D XN NINN 
LENA NI 


A 


图 12—4 
LRE Ls ET. SHdBBEELA E XOM XC B — Bt E A IRA A ie dE 
Ryxx GC; st) “ELX ) XC  ]. (2. 4) 


并 称 它 为 随机 过 程 {X(CotET)} 的 自 相关 函数 ,简称 相关 函数 . 记号 Rxx (11 ,ts) 
在 不 致 混 清 的 场合 常 简 记 为 Rx Gi st). 

类 似 地 ,还 可 写 出 X(t) 和 X(t;) 的 二 阶 混 合 中 心 矩 , 记 作 

Cxx (| sta) — Cov[ X(t) XG;)2] 
SEILA UD — pix GOJDX GO — gx GO ]). (2.5) 

并 称 它 为 随机 过 程 {(X(z),tE T} 的 自 协 方 差 函 数 , 简 称 协 方差 函数 . Cxx (ste) 
也 常 简 记 为 Cx (zi sto). 

由 多 维 随机 变量 数字 特征 的 知识 可 知 , 自 相关 函数 和 自 协 方差 函数 是 刻画 
随机 过 程 目 身 在 两 个 不 同时 刻 的 状态 之 间 统 计 依 赖 关 系 的 数字 特征 . 

现 把 (2. 1) 一 (2. 5) 式 定义 的 诸 数 字 特 征 之 间 的 关系 简 述 如 下 : 

由 (2.2) 和 (2.4) 式 知 


Pil) = Ry (t,t). (2. 6) 
Hi C2. 5) 式 展开 ,得 
RD he Mcr 5) — px CO ux Go). (2. 7) 
ERJ. s =t =t 时 ,由 (2.7) 式 ,得 
ox (1 — Cx G,D = Rx (tt) — uk). (2, 8) 
Hi C2. 6) —(2. 8) 式 可 知 , 以 上 诸 数 字 特 征 中 最 主要 的 是 均值 函数 和 自 相关 


从 理论 的 角度 来 看 ,仅仅 研究 均值 函数 和 自 相关 函数 当然 是 不 能 代替 对 整 
个 随机 过 程 的 研究 的 ,但 是 由 于 它们 确实 刻画 了 随机 过 程 的 主要 统计 特性 ,而 且 
远 较 有 限 维 分 布 函 数 族 易于 观察 和 实际 计算 ,因而 对 于 应 用 课题 而 言 , 它 们 常常 
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能 够 起 到 重要 作用 . 据 此 ,在 随机 过 程 的 专著 中 都 着 重 研究 了 所 谓 二 阶 矩 过 程 . 

如 果 对 每 一 个 t+€E T.BEBLIEER(UX CO € T BS — Br EL X^ CO ] 都 存在 , 则 
称 它 为 二 阶 和 矩 过 程 . 

— Br SURE BU TB XX PS PC TE TE. 事实 上 ,由 于 ELX: GOJ ELX GO ]HE E: 
根据 柯 西 一 施 瓦 茨 不 等 式 ( 参 见 第 四 章 习 题 37) 有 

(ELXO XX UOS De ELX GQUXIELX CA ats T. 
即 知 Rx (tist — ELXGA XC) EE TE. 

TE SC B FB A A 8] — Ph PR H3 — BT XB ER 正 态 过 程 . 随机 过 程 {X (2)， 
t€ 了 称 为 正 态 过 程 , 如 果 它 的 每 一 个 有 限 维 分 布 都 是 正 态 分 布 , 亦 即 对 任意 整 
数 nclEA(ÉfEn.uesueT XO XXG oes XG DIREM n 维 正 态 分 布 . 
由 第 四 章 》3、4 知 , 正 态 过 程 的 全 部 统计 特性 完全 由 它 的 均值 函数 和 自 协 方 
差 晒 数 ( 或 自 相 关 函 数 ) 所 确定 . 

例 1 设 A,B 是 两 个 随机 变量 . 试 求 随机 过 程 XO — At - B.E T— 
(—9o,-F oo) B 35 (E. BRL TCR BL TR OR BRL. 如 果 ALB 相互 独立 , 且 A~N(0,1)， 
B-—U(0.2),[8] X) HJHH BR BUR BL TH 2E PR N EER? 

8St X(ti 的 均值 范 数 和 自 相 关 函 数 分 别 为 

ux D —EDXG) ]2 ELA:£-B] —£E[ A]-- EL B], 

Rx (tist) “ECX (t) XX) ]  ELCAt 3- B) Ar, + B) ] 

=A ECA*) T (titt) ELAB) -ECB? ),t 5 € T. 
3£A-—NOSDHBI.ECA) —0,ECA) —1;24 B—U(0,2) i} E(B)=1, E(B ) — 
4/3; X. Bd A.B fir. ik ECAB) — ECA)ECB) —0. 所 以 ,此 时 
ux G1.  RxGit2—1565-4/3,. t €T. O 

例 2 求 随 机 相位 正弦 波 ($ 1 例 2) 的 均值 函数 ,方差 函数 和 自 相 关 函 数 . 
解 ” 由 假设 日 的 概率 密度 为 


1l Occ, R, 
ro 人 
0. ft. 
于 是 ,由 定义 
px = EL XX) ] = ElacosCot 十 回 ) ] 
2m 
| Ecos ABbo . Lao — o, 
" 2n 
"UBSE ES Ej 


RxGi st) = ELX) X(t) ] = E[a'cosCat, + 8) cosCat; + 9) ] 
x 2 
= "2 cosCat, T+ 0 cosCot; +80)» IL 一 cos WT ， 


2 
AP r 一 所 一 二 .特别 , 令 记 一 才 一 刀 即 得 方差 函数 为 
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2 
ok (1) — Ry (t,t) — ik Q) Ry Gs) ==. 口 


例 3 it X(D-—Acos wt 十 Bsin wt tE T—(—9oo,T 0o), HF A, B 是 相互 
独立 , 生 都 服从 正 态 分 布 NC(0,o ) 的 随机 变量 ,w 是 实 常数 . 试 证 明 X O) EES 
过 程 ,并 求 它 的 均值 函数 和 自 相 关 函 数 , 

解 ” 由 题 设 A、B 是 相互 独立 的 正 态 变量 ,所 以 (A,B) 是 二 维 正 态 变 量 , 对 
任意 一 组 实数 hott, ET, 

X(t)= Acos wt; Bsin wt; ,  171,2,.-.n 
都 是 A,B 的 线性 组 合 , 于 是 根据 第 四 章 3 4 n 维 正 态 变量 的 性 质 3. €X Ct D, 
XCG) XEDE n RESER. AA ns t; 是 任意 的 ,由 定义 ,X(t) 是 正 态 过 
程 . 另 由 题 设 ECA) —E(GB) —ECAB) -0,ECA') - ECB) =r ,由 此 可 算得 XO) 
的 均值 函数 和 自 协 方差 函数 ( 自 相关 函数 ) 分 别 为 
ux tt) = Ei Acos wt Bsin wt}=0, 
Cx Cti st) — Ry Cty 8) 
— E| (Acos wt; Bsin wt) CAcos wt; Bsin wt; ) | 
= g" (cos «t, cos wt T sin wth sin wt) 
=ø cos wt; — t). C] 

(三 ) — EDS UN FB TBPRSISURU SUE RE 

实际 问题 中 ,我们 有 时 必须 同时 研究 两 个 或 两 个 以 上 随机 过 程 及 它们 之 间 
的 统计 联系 . 例如 , 某 地 在 时 段 (0,t] 内 的 最 高 温度 X(t) 和 最 低温 度 Y(z) 都 是 随 
机 过 程 ,需要 研究 它们 的 统计 联系 . 又 如 ,输入 到 一 个 系统 的 信和 号 和 嘻 声 可 以 都 
是 随机 过 程 ,这 时 输出 也 是 随机 过 程 ,我 们 需要 研究 输出 与 输入 之 间 的 统计 联系 
等 等 . 对 于 这 类 问题 ,我 们 除了 对 各 个 随机 过 程 的 统计 特性 加 以 研究 外 ,还 必须 
将 几 个 随机 过 程 作为 整体 研究 其 统计 特性 . 

设 X(t) ,Y(t) 是 依赖 于 同一 参数 :ET 的 随机 过 程 ,对 于 不 同 的 1: ET， 
(X(t),Y(2)) 古 不 同 的 二 维 随机 变量 ,我 们 称 {(X(t),Y OD (€ T) — BRL 
过 程 . 

给 定 二 维 随机 过 程 {(XC),Y(D) E Tet sto etusti stt de T pIE 
意 两 组 实数 ,我 们 称 ntm 维 随机 变量 

CX) X Cta) XX SY GOSY(GD a YO) 
B3 ar AR BR ER 
Fr ys Ta Ta gti ota ss ts yis yo Y" a AT 
Tio YER, i=1,2, sn, ];=1,2;" 
为 这 个 二 维 随 机 过 程 的 n 十 m 维 分 布 函 数 或 随机 过 程 久 (2) bs n--m HE 
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合 分 布 函数 . 同样 可 定义 二 维 随 机 过 程 的 ntm 2 rdg RROA A ER ZEE ^7 B BR 
数 族 . 

如 果 对 任意 的 正 整数 nem, ERR nett € Tas ese Tm 维 
随机 变量 (Ct) ,X(t2),… XD 5j m 维 随机 变量 (Y GO Y GD Y GL f 
互 独立 , 则 称 随 机 过 程 X(t1) 和 Y(t) 是 相互 独立 的 ， 

关于 数字 特征 ,除了 X(,Y(b9 和 各自 的 均值 和 自 相 关 函 数 外 ,在 应 用 课题 中 
感 兴 趣 的 是 XCGOdI YOZ Era musm.-iuft 

Ryy (ti sta) — EL XG))YCOS 2 ]. t5 € T, (2. 9) 
并 称 它 为 随机 过 程 XOM YCO B] E 4B2& 88 t. 
类 似 地 ,还 有 如 下 定义 的 X( 和 YY(b) 的 互 协 方差 函数 ， 
Cxy Ct; st) = EU X GO — px GO JOY Gi — py G2) ]) 


= Rxy Gi st) — ux (t )uy G2), hhb El. (2. 10) 
如 果 二 维 随机 过 程 (X(7z),Y(z)) 对 任意 的 ,ts ETEA 
Cyy (t 1 )70, (2. 11) 


则 称 随 机 过 程 XOMYO ERA H. 
由 第 四 章 3 可 以 推 知 ,两 个 随机 过 程 如 果 是 相互 独立 的 , 且 它 们 的 二 阶 算 
存在 . 则 它们 必然 不 相关 .反之 ,从 不 相关 一 般 并 不 能 推断 出 它们 是 相互 独立 的 . 
当 同 时 考虑 n(n 二 2) 个 随机 过 程 或 n 维 随 机 过 程 时 ,我 们 可 类 似 地 引入 它 
们 的 多 维 分 布 , 以 及 均值 函数 和 两 两 之 间 的 互相 关 函 数 (或 互 协 方差 函数 ). 
在 许多 应 用 问题 中 ,经 常 要 研究 几 个 随机 过 程 之 和 (例如 ,将 信号 和 噪声 同 
时 输入 到 一 个 线性 系统 的 情形 ) 的 统计 特性 . 现 考 虑 三 个 随机 过 程 XC(OO Y CO I 
Z(t) 之 和 的 情形 . S 
W(D-—XóD-c-YOD--ZCD. 
T 2A 35 LB PRO 
pw CO — ux (tt) uy Go uz (D, 
而 W CO 8*) E48 2S BR n] LUE 8 35] [8 32s 8 9 JUL A XE eR CR zE. £18 Fl, 
Rww (ti st)  ELW GO 0W C5) ] 
= Rxx Gi 652. Rxy Ct ste) - Ryz 0t st) 
二 Ryx Gi st) HRyy Cti st) HRyz (tista) 
HR a Ch st) Rat t) FR Ctt). 
此 式 表 明 : 几 个 随机 过 程 之 和 的 自 相 关 函 数 可 以 表示 为 各 个 随机 过 程 的 自 相 关 
陋 数 以 及 各 对 随机 过 程 的 互相 关 函 数 之 和 . 
如 来 上 述 三 个 随机 过 程 是 两 两 不 相关 的 , 且 各 自 的 均值 函数 都 为 零 , 则 由 
(2. 11) 式 可 知 诸 互相 关 函 数 均等 于 零 , 此 时 王 (2) 的 自 相 关 函 数 简单 地 等 于 各 个 
过 程 的 自 相关 晴 数 之 和 , 即 
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Eww Cti sts) = Rxy Ct st) - Ryy Ct st) 3 Rzz (5 sta). (2.12) 
特别 地 , 令 评 二 ts 二 1, 由 (2.12) 式 可 得 W(t) 的 方差 函数 (此 处 即 均 方 值 函 数 ) 为 
aw Ct) VG) =r aO HHH C). 
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泊 松 过 程 及 维 纳 (Wiener) 过 程 是 两 个 具体 而 又 典型 的 随机 过 程 ,它们 在 随 
机 过 程 的 理论 和 应 用 中 都 有 重要 的 地 位 ,它们 都 属于 所 谓 的 独立 增 量 过 程 , 所 以 
下 面 首先 简要 地 介绍 独立 增 量 过 程 . 
I XE — MELEX 12:0) ,我 们 称 随机 变量 X CO — XCO 0st Bl 
机 过 程 在 区 间 (s,tj 上 的 增 量 . 如 果 对 任意 选 定 的 正 整数 n 和 任意 选 定 的 OL 
ig C At n MA 
X(n)—X(&S0,X(n2)—XG D XO) —7 XL) 
相互 独立 , 则 称 {X(72),t 宇 0} 为 独立 增 量 过 程 . 直观 地 说 , 它 具 有 “在 互 不 重奏 的 
区 间 上 ,状态 的 增 量 是 相互 独立 的 ?这 一 特征 . 
对 于 独立 增 量 过 程 , 可 以 证 明 : 在 X(0)=0 的 条 件 下 , 它 的 有 限 维 分 布 函 数 
族 可 以 由 增 量 XOS XG) (0 过: 过?) 的 分 布 所 确定 . 
特别 ,者 对 任意 的 实数 及 和 0 过 5s 十 hh 过 tf 十 及, 基 (t 十 及) 一 下 Cs 十 及) 与 芝 (1) 一 
X(s) 具 有 相同 的 分 布 , 则 称 增 量具 有 平稳 性 , 这 时 , 增 量 X G0 — X GO Bg 4T B BR 
数 实际 上 只 依赖 于 时 间 差 1 一 * Coss D ,而 不 依赖 于 上 和。* 本 身 (事实 上 , 令 
hh 二 一 s 即 知 ). 当 增 量具 有 平稳 性 时 , 称 相 应 的 独立 增 量 过 程 是 齐 次 的 或 时 齐 的 . 
接着 ,在 XO =0 和 方差 函数 Dx (zt) 为 已 知 的 条 件 下 ,我 们 来 计算 独立 增 
E RDERUX CO ,t 宇 0} 的 协 方差 肾 数 Cx Gs. D. 
iu YGOo — XXG) 一 x(t), 首先 注意 , 当 久 (1) 具 有 独立 增 量 时 ,Y(1) 也 有 具有 独 
立 增 量 ; 其 次 ,YC(0)==0,E[Y(1)]= 二 0, 晶 方差 函数 Dy CO =EL Y (O0 ] D, CO. I] 
用 这 些 性 质 , 当 0 硅 s 过 1 人 时 ,就 有 
Cx G,D — ELY(s)Y (NN 
—-E(tYCOo—Y(GOJ][CYCO—YGO)0-YC2 ]) 
—E[YG)—Y(Q(CDJELYCO —YCGO ]H- ELY? 65) ] 
= Dy Cs). 
TÆR AU IHE ;,t 宇 0, 协 方差 函数 可 用 方差 函数 表示 为 
Cx G D — Dy (min{s,t})., (3. 1) 


(一 ) 浊 松 过 程 
考虑 下 列 随时 间 推 移 迟 早 会 重复 出 现 的 事件 : 
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O 目 电 子 管 阴极 发 射 的 电子 到 达 阳 极 ; 

GD 意外 事故 或 意外 差错 的 发 生 ; 

GD 要求 服务 的 顾客 到 达 服 务 站 . 此 处 "顾客 "与 “服务 站 ”的 含义 是 相当 广 
iz Bg. 例如 ,“ 顾 客 ” 可 以 是 电话 的 呼叫 , “服务 站 ”是 120 急救 台 ;“ 顾 客 " 可 以 是 来 
领 配件 的 汽车 维修 工 , “服务 站 ”是 维修 站 配件 仓库 的 管理 员 ;“ 顾 客 * 也 可 以 是 联 
网 的 个 人 电脑 , “服务 站 ”是 某 网 站 的 主页 等 等 . 

为 建立 一 般 模型 方便 起 见 ,我 们 把 电子 .顾客 等 看 作 时 间 轴 上 的 质点 ,电子 
到 达 阳 极 .顾客 到 达 服 务 站 等 事件 的 发 生 相 当 于 质点 出 现 . 于 是 抽象 地 说 ,我 们 
研究 的 对 象 将 是 随时 间 推 移 ,陆续 地 出 现在 时 间 轴 上 的 许多 质点 所 构成 的 随机 
的 质点 流 . 

以 NGO (290 表示 在 时 间 则 隐 (0,tj 内 出 现 的 质点 数 ( 如 31 例 4 中 的 呼叫 
BO. (NG) ,三 0) 是 一 状态 取 非 负 整 数 . 时 间 连 续 的 随机 过 程 , 称 为 计数 过 程 . 它 
的 一 个 典型 的 样本 函数 如 图 12 一 5 所 示 , 图 中 ,ts,… 是 质点 依次 出 现 的 时 刻 . 


12—5 


将 增 量 NO) NOS ,0 过 ts 过 t, 它 表示 时 间 间 隔 (4 ,口内 出 现 
的 质点 数 .“ 在 (to ,内 出 现 上 个 质点 ”, 即 {N(to,t) 二} 是 一 事件 ,其 概率 记 为 
Pi Cto 4D —PIUNCS 1t)—= kh) ,k=0,1,2,.., (32) 
现 假设 N(z) 满 足 如 下 条 件 ; 
] 在 不 相 重 礁 的 区 间 上 的 增 量 具有 独立 性 ; 
2 对 于 充分 小 的 At 
Ptt 二 Ai 一 了 (NG 十 At 一 11) 一 AAA 十 ofCAz) ， (3.3) 
其 中 常数 A0 称 为 过 程 NCOO BS BE ,而 oCAD 24. Az—0 时 是 关于 At 的 高 阶 无 
2j /]v; 
3 对 于 充分 小 的 At, 


Sr, (tt HAH) = S PING. tA- At) — j) — o(AD, (3. 4) 
亦 即 对 于 充分 小 的 AEC, 1 ACA HR 2 个 或 2 个 以 上 质点 的 概率 与 出 现 一 
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个 质点 的 概率 相 比 可 以 忽略 不 计 ; 

4° N(0)=0., 

我 们 把 满足 条 件 1 一 4° 的 计数 过 程 {N(7) ,t 宇 0} 称 作 强 度 为 4 的 泊 松 过 程 ， 
相应 的 质点 流 或 即 质点 出 现 的 随机 时 刻 t,t; ,… 称 作 强 度 为 4 的 泊 松 流 . 以 下 
首先 来 求 出 增 量 的 分 布 律 (3. 2). 


对 于 泊 松 过 程 ,我 们 注意 到 DP = 1, 结合 条 件 2709 308 


on 


&—2 
= ] — AAt + oCArUD., (3. 5) 
下 面 就 泊 松 过 程 来 计算 概率 (3. 2. 
首先 确定 Po (to ,t). 为 此 ,对 At 盖 0, 考虑 
P, Gy tT AD=P{N( ,t+ AD —0) 
=P Nih D NG tH AD 70) 
=P{ NCh D =0, NO, 71  AD0), 
由 条 件 1 80. 5) 式 ,上 式 可 写成 
Po Gs st AD — PUNGS,D—0) PING, tH A= 0} 
= P. (tS D[1—AAtT0(AD] 
或 Po(to CAD T Po D 7 — AP GS 4D At-oCAD. 
HA At RERA. HG At 一 0, 即 得 P, (ba ,z) 满 足 的 微分 方程 
dP,Cn,D _ 


i —APs Ct 0. (3. 6) 
因为 NG; « 6) 0, 8k Pu) 一 1. 把 它 看 作 初始 条 件 即 可 从 方程 (3.6) 解 得 
Pts p—e ig? * t. (d. 7) 


再 来 计算 Pi (t,t),k 宇 1. 根据 和 事件 概率 公式 和 条 件 1^ ,有 
Pi NCt tt At)=k}=P{ING D NG,t+ AD = | 


$ 
= X| P{NG,t+ AD = jJÓ) PING D = k— j). 


j-U0 


由 (3. 2) 一 (3.5) 式 ,并 注意 到 


Å x: 
2,P; Gt At) Pai GOD < SP; Gst-- AD — o(AD = 2), 


j-2 jm 


上 式 可 表示 成 


P, (s td At). > PC tt AD PG 


P-0 


=[1 — AAt oCAD Pi C t) + [AM + OAD] Pea Go 4D + olAt) kn). 
将 此 式 适 当 整 理 后 ,两边 除 以 At, 并 令 At->0, 就 可 得 到 Pi (t,t) 满足 的 微分 一 差分 方程 


dP, e^ T3 "€ 
dt 


XB] NE s) = 0 EUR VIS RITE 


—AP C f£) FAP,- Ss * E) 4 tto. (3.8) 
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P(toyto)=0, kl. (3.9) 
于 是 ,在 (3.8)、(3.9) 式 中 令 尼 =1, 并 利用 已 求 出 的 Pu GS 20 BI RT RR H 
P(to st)=A(t— Ne I7. £L. 
如 此 重复 , 即 在 (3. 8) C3. PAPERS b 2,3, BERISGR A TE" Cr ot] PLEBE RITE e" BR 
率 , 即 得 增 量 的 分 布 律 (3. 20 2g 
P, Cto) 7 PÍN Cto D — Ek] 


Boc eT. p». —0,1,2,--; — (3.10) 


由 上 式 易 见 增 量 NOS.0— NCO— NC4OBIBEE A) MESRA AG SR 
泊 松 分 布 , 且 只 与 时 间 差 :一 有 关 , 所 以 强度 为 4 的 泊 松 过 程 是 一 齐 次 的 独立 增 
fil. 

在 有 些 书 中 Be MEER 815 — RUE XXE X. BITE EUSERERUNGO (20) IP 
足下 列 三 个 条 件 : 

(D 它 是 独立 增 量 过 程 ; 

GD 对 任意 的 £246, 20, HÉEE NOD — NOS) — x GG 152); 

(ni) NCO) —0, 
那么 称 {NN(z) ,t 宇 0} 是 一 强度 为 4 的 泊 松 过 程 . 

从 前 面 的 演算 结果 ,不 难看 到 从 条 件 1 一 4 可 以 推出 (一 Gij). 反 之 ,在 (i) 
中 令 :一 加 一 At, 并 利用 e 六 的 泰勒 级 数 展开 式 , 就 能 得 到 条 件 2 和 3 详细 推演 
由 读者 自己 完成 ). 由 此 ,定义 泊 松 过 程 的 两 组 条 件 是 等 价 的 . 

由 (3. 10) 式 ,NO 一 NGC 一 rt 一 如))， £51 20, BEBE UE $1, $2 
AI 

ELN(Ð—NCto)] = VarL NOD — NCA4D ]—AG— t). 

特别 地 , 令 a —0. BT Bc NO) — 0. dc n] TEERU TEL SEE 25] (8. PLURI 7 25 

PK ALT | 2 


E[LN(O ]—-at,. DD = VarL[ NCO ]— åt. (3.11) 
从 (3.11) 式 可 以 看 到 ,A 二 ELN(1) /tj]， RIDERE NE ASSOS TR 
长 时 间 间 隔 内 出 现 的 质点 数目 的 期 望 值 . 


关于 泊 松 过 程 的 协 方差 消 数 , 则 可 由 (3.1)、(3.11) 式 直接 推 得 
Cntsst)=Amin{sst},  s,£250. 
ifi 4H 2& eR X 
Ryu CG D —ED| NGONGD | — AM st Aminlss£) ,s.22—0. 
车 条 件 (3.3) 式 中 的 强度 为 非 均 匀 的 , 即 4 是 时 间 t 的 函数 4 二 4(7) ,t 宇 0. 则 
称 泪 松 过 程 为 非 齐 次 的 . 对 于 非 齐 次 浪 松 过 程 ,用 类 似 的 方法 ,可 得 


t 点 : 
([acoaeT eden 


PIN) — NCh) = k} = EI 
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t> b 20,5 = 0,1,2,7. 


ELNG)] — fade. 


mini s.r] maxi st} 
RyCs,t) = | ACOdr| 1 +| ACOdr |. 
ü ü 


Fili2rf8--IBT LDEUE XB BÉ BLA E BI SERT [EDU ex [8] IR] ER. . L4 CE 
们 的 概率 分 布 . 

在 较 多 的 实际 问题 中 ,通常 对 质点 的 观察 ,不 是 对 时 间 间 隔 (z ,ti;] 中 出 现 的 
质点 计数 ,而 是 对 记录 到 某 一 预定 数量 的 质点 所 需要 的 时 间 进 行 计 时 . 例如 ,为 
研究 含 菜 种 放射 性 元 素 的 物质 , 常 对 它 发 射出 来 的 粒子 做 计时 试验 . 

一 般 , 设 质点 (或 事件 ) 依 次 重复 出 现 的 时 刻 

TE AEE 
是 一 强度 为 4 ÁR NGO ,t 宇 0} 为 相应 的 泊 松 过 程 . 以 惯用 记号 记 
W,-—0,W,-t,.n1,2;.:-. 

W, 是 一 随机 变量 ,表示 第 n 个 质点 (或 事件 第 nn 次 ) 出 现 的 等 待 时 间 ( 见 图 12— 
6). 为 求 出 W, 的 分 布 函数 Fw (1) — PIW, L0). 首先 注意 ,事件 {W, 半 1} = 
(NGE) —n) ,所 以 

Fw,CO = PW, x1) —1— PIW, >S Sl P(N(D «—n) 

= PNO >n} = Se an, qe 0， 

bFyw,0)20, Z0. 

将 它 关 于 1 求 导 , 得 W, 的 概率 密度 为 


型 一 了 
tae fen e, £0, 


fwa (1) = 1 L}! (3.12) 
' 0, 其 他 . 
这 就 是 说 , 注 松 流 ( 泊 松 过 程 ) 的 等 待 时 间 W, BRA D ydp. 特别 ,质点 (或 事件 ) 


六 Y d ES M T, 
O W, Wi W, 1 W, 
12—6 
Ae * -] t0 
f (| (3.13) 
s 0, ”其 他 . 


又 二 T; W,—Wi.,, 17 1,.2,*-. 
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它 也 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 称 为 相继 出 现 的 第 ;一 1 个 质点 和 第 ;个 质点 的 点 
间 间 距 ( 见 图 10 一 6). 下 面 来 求 T; 的 分 布 . BT Ti Wi ,所 以 下 服从 指数 分 布 
(3. 13). 对 于 ;全 2, 我们 先 求 在 第 ;一 1 个 质点 出 现在 时 刻 ti i ti- — 62 ) 的 条 
EFT: 的 条 件 分 布 函 数 ， 
Fr, Gl ti) = PO Stl t-i = aul 
= P{N(t-i H Nt- l| Nt- =i 1} 
(由 Nb 的 定义 ) 
—P(ON(GL i 十 四 一 N(t-1) 之 1}( 由 增 量 的 独立 性 ) 
—]1—P!IN(CGij-,--t)—NGS,)—0) 
—]—PiN(G)—0)—1—e *,r»0CK3gS EISE M. 
Fria Gt, tg. 
从 而 知 相应 的 条 件 概率 密度 为 


fs is, le ) | 
33 153 T.t 23 511 


i (f, ) . i091 I D, 


IO 
to Rt. 


此 处 六 (4 1) 为 6, 的 概率 密度 .将 此 表达 式 关于 4 ,积分 , 即 得 T (i 二 2， 
3 ,的 概率 密度 为 


Ae Ton 
fr (1) == | Ae " f, _] (tı ) d? i == Tal Tia EA )dt-, 
ü 


Ae cU. t>0, 
0, tx 0, 


= Je", t 0, 
fr, CO 一 Q0. Ic D 
Ae 7". £o 
即 e| eL ae 
Ír, i ii iml 《3. 14) 


由 (3.13) 式 及 (3.14) 式 知 , 点 间 间 距 序 列 {T,;} 服 从 同一 个 指数 分 布 . 生还 可 证 
明 ;Ti ,TT;,…,T;,… 是 相互 独立 的 随机 变量 .我们 把 这 些 结论 写成 如 下 的 定理 . 

定理 一 ”强度 为 4 的 泊 松 流 ( 泊 松 这 程 ) 的 点 间 间 距 是 相互 独立 的 随机 变 
量 , 且 服从 同一 个 指数 分 布 (3. 14). 

它 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 ,我 们 不 加 证 明 地 叙述 如 下 : 

定理 二 ”如 朵 任意 相继 出 现 的 两 个 质点 的 点 间 间 距 是 相互 独立 , 且 服 从 同 
一 个 指数 分 布 (3. 14), 则 质点 流 构成 了 强度 为 4 的 泊 松 过 程 . 

这 两 个 定理 刻画 出 了 泊 松 过 程 的 特征 . 定理 二 告诉 我 们 ,为 要 确定 一 个 计数 
过 程 是 不 是 泊 松 过 程 , 只 要 用 统计 方法 检验 点 间 间 距 是 否 独 立 , 且 服从 同一 个 指 
数 分 布 . 
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拟 ) 一 类 重要 噪声 ( 散 粒 噪声 ) 的 基础 . 
CC) 维 纳 过 程 


维 纳 过 程 是 布朗 运动 的 数学 模型 . 英国 植物 学 家 布朗 (Brown) 在 显微镜 下 ， 
观察 漂浮 在 平静 的 液 面 上 的 微小 粒子 ,发 现 它 们 不 断 地 进行 着 杂乱 无 章 的 运动 ， 
这 种 现象 后 来 称 为 布朗 运动 . 以 W(t) 表 示 运 动 中 一 微粒 从 时 刻 上 一 0 到 时 刻 :二 
0 的 位 移 的 横 坐 标 ( 同 样 也 可 以 讨论 纵 坐 标 ), 且 设 W(0)=0, 根据 爱 因 斯 坦 
(Enisten)1905 年 提出 的 理论 ,微粒 的 这 种 运动 是 由 于 受到 大 量 随机 的 ,相互 独 
立 的 分 子 碰撞 的 结果 ,于 是 ,粒子 在 时 段 (3,t] (与 相继 两 次 碰撞 的 时 间 间 隔 相 比 
是 很 大 的 量 ) 上 的 位 移 可 看 作 是 许多 微小 位 移 的 代数 和 . 显然 , 依 中 心 极限 定理 ， 
假定 位 移 W() 一 W(s) 为 正 态 分 布 是 合理 的 . 其 次 ,由 于 粒子 的 运动 完全 是 由 液 
体 分 子 的 不 规则 碰撞 而 引起 的 . 这 样 , 在 不 相 重 到 的 时 间 间 隔 内 ,碰撞 的 次 数 、 大 
小 和 方 回 可 假定 是 相互 独立 的 ,这 就 是 说 位 移 W(t) 具 有 独立 的 增 量 , 另外 , 液 面 
处 于 平衡 状态 ,这 时 粒子 在 一 时 段 上 位 移 的 概率 分 布 可 以 认为 只 依赖 于 这 时 段 
的 长 度 , 而 与 观察 的 起 始 时 刻 无 关 , 即 W(z) Fn 
具有 平稳 增 量 . 

综合 所 述 ,可 引入 如 下 的 数学 模型 ， 

给 定 二 阶 和 矩 过 程 {WW(z),t 宇 0} ,如果 它 


满足 
] 具有 独立 增 量 ， 
2^ 对 任意 的 £2 52:008 BE 图 12 一 7 
W(D—-WGO—NCG,;c G—3)20.H 020; 
3 WCc0)—0, 


则 称 此 过 程 为 维 纳 过 程 .图 12— 7 展示 了 它 的 一 条 样本 曲线 ， 

由 2 可知 , 维 纳 过 程 增 量 的 分 布 只 与 时 间 差 有 关 , 所 以 它 是 齐 次 的 独立 增 
量 过 程 . 它 也 是 正 态 过 程 . 事实 上 ,对 任意 n (n 宇 ]) 个 时 刻 0 二 # 二 二 …< 之 t,( 记 
to 二 0) ,把 W(t) 写成 


È 
Wt) = y3 40» —Wt; 4,2], GOLA M 0o Um 
i=] 


根据 1 一 3 ,它们 都 是 独立 的 正 态 随机 变量 的 和 ,由 第 四 章 $ 4 hy n EAT 
量 的 性 质 3 TIEAL OW (0 W C2, WADE n EIE SEE LBBL(W (GO £0) RE 
正 态 过 程 .因此 ,其 分 布 完 全 由 它 的 均值 函数 和 自 协 方差 函数 (或 自 相 关 函 数 ) 所 
确定 . 

根据 条 件 2 ,3 可知,W(z)~N(0,gt), 由 此 可 得 维 纳 过 程 的 均值 与 方差 函 
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数 分 别 为 
FIW(t)]=0, Dw(D-ct. 
其 中 a 称 为 维 纳 过 程 的 参数 , 它 可 通过 实验 观察 值 加 以 估计 . 再 根据 (3. 1) 式 就 
可 求 得 自 协 方差 图 数 ( 自 相关 上 郑 数 ) 为 
Cw Cs, — Ry Gt) =o" min{s,t}, s.£250. 

维 纳 过 程 不 只 是 布朗 运动 的 数学 模型 ,前 面 讲 到 的 电子 元 件 或 器 件 在 恒温 
下 的 热 噪声 也 可 归结 为 维 纳 过 程 . 

让 松 过 程 和 维 纳 过 程 的 重要 性 ,不 仪 是 因为 实际 中 不 少 随时 间 演 变 的 随机 
现象 可 以 归结 为 这 两 个 模型 ,而 且 在 理论 与 应 用 中 常 利用 它们 构造 出 一 些 新 的 
重要 的 随机 过 程 模型 . 

E 


B BL iE E B5 9T S SE: BESTE [8] DECIES A5 B ULL SR. 简单 地 说 ,随机 过 程 就 是 依赖 于 参数 
的 一 族 ( 无 限 多 个 ) 随 机 变量 , 记 为 {X(1),tE T} ,TT 为 参数 集 . 把 t 看 作 时 间 , 固 定 1, 称 随机 变 
景 X(t) 为 随机 过 程 在 1 时 的 状态 .对 于 一 切 tET, 状 态 的 所 有 可 能 取 的 值 的 全 体 称 为 随机 过 
程 的 状态 空间 . 

对 随机 过 程 进行 一 次 试验 ( 即 在 上 进行 一 次 全 程 观 测 ) ,其 结果 称 为 样本 函数 或 样本 
曲线 . 所 有 不 同 的 试验 结果 为 一 族 ( 可 以 是 有 限 个 ,如 例 1) 样 本 函数 ， 

随机 过 程 统计 描 述 方法 的 基点 是 :对 每 一 个 固定 的 1tE T,XX(t) 是 一 个 随机 变量 . 我 们 知 
道 n 维 随机 变量 可 以 用 它们 的 联合 分 布 来 完整 地 刻画 其 统计 特性 . 作为 m 维 随机 变量 延伸 的 
随机 过 程 则 必须 用 有 限 维 分 布 函 数 族 才能 完整 地 刻画 其 统计 特性 . 

计算 随机 过 程 {(X(#) ,iE T} 的 各 种 数字 特征 的 方法 与 概率 论 中 的 方法 完全 一 样 ,只 要 把 
出 现 的 参数 i, ,ts 等 视 为 常数 即 可 . 随机 过 程 最 重要 的 数字 特征 是 均值 函数 ux (1) = 
E[XCGO ].c€ T FRE HAE PR R: Gst ELX XG) ]-6 ,ts ET. 其 他 的 数字 特征 ,如 均 
方 值 函 数 方差 函数 ,标准 差 函 数 和 自 协 方差 函数 都 可 用 均值 函数 和 自 相 关 函 数 表 出 . 计算 数 
字 特 征 在 随机 过 程 的 理论 和 应 用 中 仍 占 重要 地 位 . 希望 读者 重 温 并 熟练 掌握 第 四 章 8$ 1 中 有 


关 均 值 ( 数 学 期 望 ) 运 算 的 种 种 性 质 . 
给 定 一 个 二 维 随 机 过 程 {(X(),Y(2)),tET)}, 随 机 过 程 义 (2) 与 Y(1) 相 互 独立 的 含义 是 . 
对 任意 正 整 数 n,m 和 任意 参数 4,t20 ,ET 和 由 ,1 etn E Ten 锥 随机 变量 (X(L)， 


XC), KODDA m ZEBRELAE dE Y CO Y G0 n Y GLO 48 Rr. 随机 过 程 XCOO SYA) 
不 相关 的 含义 是 它们 的 互 协 方差 函数 : 
Cyr Gi std  E(LXGi0 — ux Gi ILY GO — pr G2] ) 50, 
tists € T. 

最 后 我 们 介绍 了 两 个 都 具有 独立 增 量 过 程 属性 的 具体 模型 : 泊 松 过 程 {N(b 10) 和 维 

HF WG) ,t 宇 0). 从 定义 中 可 看 到 ,它们 的 差异 仅 在 于 ; 当 0 过: 二 时 ,前 者 的 增 量 
NOSNO —z(CG-— 8)); 

而 后 者 的 增 量 


2j 题 339 


WOS We ~ NO (t73). 
它们 的 增 量 的 分 布 都 只 与 时 间 差 上 + 一 有 关 ( 即 增 量具 有 平稳 性 ), 所 以 实际 上 它们 都 属于 齐 
次 独立 增 量 过 程 ， 
读者 还 需 研 究 ,在 XC —0 的 条 件 下 ,怎样 利用 增 量 的 独立 性 ,从 独立 增 量 过 程 1X(2)， 
£220) 的 已 知 方差 函数 Dx CO ,推演 出 它 的 自 协 方差 函数 
Cy Cs, H) = DyG(minis,.t]).  s,t—0, 
并 由 此 获得 泊 松 过 程 和 维 纳 过 程 的 自 协 方差 函数 ( 自 相 关 函 数 )， 
图 重要 术语 及 主题 
随机 过 程 ”状态 和 状态 空间 样本 函数 (样本 曲线 ) 有 限 维 分 布 函数 族 ”均值 函数 
方差 盟 数 目 相 关 函 数目 协 方差 国 数 ESIE 互 协 方差 函数 ”两 个 随机 过 程 的 独立 
性 和 不 相关 ” 齐 次 (时 齐 ) 的 独立 增 量 过 程 ” 泪 松 过 程 ” 维 纳 过 程 


习题 


L 利用 抛掷 一 枚 硬币 的 试验 定义 一 随机 过 程 
» ri， 出 现 H, 


Xt) 二 一 CD 一 tc 十 oo， 
2t EM T, 


假设 PCH) =P. T)— 7 i RE XC f) 
E ME 
(1) — HE ^r dp ER XC F(zi7 ). FG. 


D 二 维 分 布 函数 F( zi ,zz 本 ,1)， 


2. 给 定 随机 过 程 {X(t) tE T) r 是 任 一 实数 ,定义 男 一 个 随机 过 程 
l, XDS, 
0, K zs 
试 将 Y GO 89 29 1&8 eR BURI EL RANE XOEL 9E 48 ER BOE XE. 

3. 设 随 机 过 程 XC —e "10, HP A 是 在 区 间 (0,a) 上 服从 均 句 分布 的 随机 变量 , 试 
X X CO I2] (B. e CR BL TH OE PRÉC. 

4. 设 随机 过 程 XCO- X (随机 变量 ),E(X) =a, DX) — 6 (92200. piok XCO BUS [B eR 
数 和 协 方差 函数 . 

5. 已 知 随 机 过 程 { X(t) ,tE 了 的 均值 函数 px CORRI E PRÉ Cx (t,t;),wlt) 是 普通 的 
函数 , 试 求 随机 过 程 Y(t) 二 XX(1) 十 plz) 的 均值 函数 和 协 方差 函 数 . 

6. 给 定 一 随机 过 程 { 外 (2) ,tE T} 和 常数 a, 试 以 XCGOBS B TB ER E HB BB PLE TRY (GO = 
XG--a) — X0) ET B B BE BR C. 

7. H ZO) — X Yt, — oot ooi O, 8l — HEBRBLSE BE CX 0089 9); 3558 E Jg 


hip 
pmo: ot 
试 求 Z(t) 的 协 方差 函数 ， 
8. 设 入 (2) 二 A 二 BB, 一 2 过 1 之 十 o, 式 中 AB 相互 独立 , 且 都 服从 正 态 分 布 NC(0.0) 的 


vo- | 
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随机 变量 , 试 证 明 XCO E — IE SURE R HUE BORSE A h 25 BO. 

9， 设 随机 过 程 XCOO 5 YCOD t€ T RAX. RAE (E183 251 (E. ER C53 D 73 25 PR PORE s Bl 
机 过 程 

ZG) —a(0 XCGO FbCODY CO H(t . t€ T 

的 均值 函数 和 自 协 方差 函数 ,其 中 aCO ,6b(7) ct 是 普通 的 函数 ， 

10. i XODRI Y GO. (t=>0) 是 两 个 相互 独立 的 ,分 别 具 有 强度 4 和 yj 的 泊 松 过 程 , 试 证 

SiD- XG HY) 

是 具有 强度 4 十 的 泊 松 过 程 . 

11. 设 {1W(7),t 宇 0} 是 以 of 为 参数 的 维 纳 过 程 , 求 下 列 过 程 的 协 方 差 函 数 ，; 

(OD WG)- At (A 为 常数 ). 

(2) WOD + Xt, X 295 QW GO ,t 宇 0} 相 互 独立 的 标准 正 态 变 量 . 

(3) aW(t/a! 2 ,a 为 正常 数 ， 


第 十 三 音 ”马尔 可 夫 链 


本 章 首 先 从 随机 过 程 在 不 同时 刻 状 态 之 则 的 特殊 的 统计 联系 ,引信 人 马尔 可 
夫 (Markov) 过 程 的 概念 .然后 ,对 马尔 可 夫 链 (状态 .时 间 都 是 离散 的 马尔 可 夫 
过 程 ) 的 两 个 基本 问题 , 即 转移 概率 的 确定 以 及 遍历 性 问题 作 不 同 程度 的 研究 和 
^H. 

马尔 可 夫 过 程 的 理论 在 近代 物理 .生物 学 .管理 科学 .经 济 、 信 息 处 理 以 及 数 
字 计 算 方 法 等 方面 都 有 重要 应 用 . 


$1 马尔 可 夫 过 程 及 其 概率 分 布 


在 物理 学 中 ,很 多 确定 性 现象 遵从 如 下 演变 原则 :由 时 刻 t 系统 或 过 程 所 
处 的 状态 ,可 以 决定 系统 或 过 程 在 时 刻 £22, 所 处 的 状态 ,而 无 需 借 助 于 以 前 
系统 或 过 程 所 处 状态 的 历史 资料 . 如 微分 方程 初 值 问 题 上 所 描绘 的 物理 过 程 就 属 
于 这 类 确定 性 现象 . 把 上 述 原 则 延伸 到 随机 现象 , 即 当 一 物理 系统 或 过 程 人 遵循 的 
是 茶 种 统计 规律 时 ,可 仿照 上 面 的 原则 ,引入 以 下 的 马尔 可 夫 性 或 无 后 效 性 :过 
程 ( 或 系统 ) 在 时 刻 t 所 处 的 状态 为 已 知 的 条 件 下 ,过 程 在 时 刻 :二 t。 所 处 状态 
的 条 件 分 布 与 过 程 在 时 刻 c, 之 前 所 处 的 状态 无 关 . 通俗 地 说 ,就 是 在 已 经 知道 
过 程 “ 现 在 ”的 条 件 下 ,其 “将 来 ”不 依赖 于 “过 去 ”. 

现 用 分 布 函 数 来 表述 马尔 可 夫 性 . 设 随 机 过 程 {X(z),tET} 的 状态 空间 为 
I. 如 果 对 时 间 :的 任意 "个 数值 tj 过 ts 过 … 过 ti,n 宇 3,t;ET, 在 条 件 XGOo—m, 
z,€l,i—1,2.-,n—1 F.XGOBUK TIE t ERAS SET TER IE XG, ) xa 
FOXGOBZÍI T kA, B 

P{X (t) Sr, |X (t1) =x X(t) = ts Xha nau) 
—PiX(GOxx,!XG, ;)—r.jbzr,€R, (1.1) 
F, iua Cn stu LE ses Tn ib sta ttt rtu ) Fas Gnst r 

WERirfeUXCGO.r€ T) 具有 马尔 可 夫 性 或 无 后 效 性 ,并 称 此 过 程 为 马尔 可 夫 
过 程 . 

例 1 RIX) 20) EAEE, H XO —0, WEH CX CO ,全 0} 是 一 
个 马尔 可 去 过 程 . 

证 HO. 1) 式 知 , 只 要 证 明 在 已 知 X Ci) =ar WRF XG) 
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XCt).j 1.2, ,n—2 相互 独立 即 可 . 现 由 独立 增 量 过 程 的 定义 知道 , 当 0 一 
Rh Ctr] = l,2, yn 一 2 时 , 增 量 
XGj)—XOQD. 与 Xa) X(t) 
相互 独立 . 根据 条 件 XCO) —0 I XG, 0 xa BIB 
X(t) 与 Kp) Tni 
相互 独立 . 再 由 第 三 章 $4 定理 知 , 此 时 XOG,0 5 Xa), j51,2, n2 相互 
独立 .这 表明 X(t) 具 有 无 后 效 性 , 即 {X(t) ,t 宇 0} 是 一 个 马尔 可 夫 过 程 . O 

由 上 例 知 , 泊 松 过 程 是 时 间 连 续 状 态 离散 的 马 氏 过 程 ; 维 纳 过 程 是 时 间 状 态 
都 连续 的 马 氏 过 程 . 

时 间 和 状态 都 是 离散 的 马尔 可 夫 过 程 称 为 马尔 可 夫 链 ,简称 马 氏 链 , 记 为 
(X,— XG0,2—70,1,2,---),"ERTEUB EERIE T= 二 {0,1,2,…} 上 对 离散 状 
态 的 马 氏 过 程 相继 观察 的 结果 . 我 们 约定 记 链 的 状态 空间 为 [= {a sat), 
aiE 及 .在 链 的 情形 ,马尔 可 夫 性 通常 用 条 件 分 布 律 来 表示 , 即 对 任意 的 正 整 数 
n.r 和 Oxzt; «te t|tm;t.gm.ancmeT,. 

P {X mtn =d; |X. =a » X, 7a, tr X, a; ,X,—ai) 


=P{Xn =a; X, 7a), (1.2) 
其 中 a; € I. WERA MN Pj Gn,m- n) ,我 们 称 条 件 概 率 
忆 (mim tn) 一 书 ( 人 一 Qi | KX, =a} (1.3) 


为 马 氏 链 在 时 刻 m 处 于 状态 a; 条 件 下 ,在 时 刻 m+n 转 称 到 状态 a; 的 转移 
mx. 

由 于 链 在 时 刻 m. 从 任何 一 个 状态 a; 出 发 ,到 另 一 时 刻 m 十 n, 必 然 转移 到 
a, (ds ，"* 诸 状态 中 的 某 一 个 ,所 以 


doe 
2jP;GQ.moqm =1, i= 1,2, (1. 4) 


由 转移 概率 组 成 的 矩阵 POm m o n) — CP; (m,m 十 n)) 称 为 马 氏 链 的 转移 
概率 和 矩阵 . 由 (1. 4) 式 知 , 此 矩阵 的 每 一 行 元 之 和 等 于 1. 

SRBE Pi (m,m 十 n) 只 与 i,j 及 时 间 间 距 n 有 关 时 ,把 它 记 为 P; (n)， 
即 

P; (m,m+t+n)= P, (n), 

并 称 此 转移 概率 具有 平稳 性 . 同时 也 称 此 链 是 齐 次 的 或 时 齐 的 . 以 下 我 们 限于 讨 
论 齐 次 马 氏 链 . 

在 马 氏 链 为 齐 次 的 情形 下 ,由 (1. 3) 式 定义 的 转移 概率 

Pj G0 —P(X,4,7—2a;|X,—2ai) (1.5) 

FROM 5 ICEEI n 2p SEERESE PSPiA n RRR EER. YE DF B] 
论 中 特别 重要 的 是 一 步 转 移 概 率 


8 1 马尔 可 夫 过 程 及 其 概率 分 布 : 321 。 


Pi =P; (1)= P{X m+ =dj Xn =a} 


或 由 它们 组 成 的 一 步 转移 概率 和 矩阵 
Xnr HRE 


Pau * Pij 
Pz ct Py : d 
: —PC1I)——P, 


Bb Om x 


pe Uo Ps 


在 上 述 和 矩阵 的 左 侧 和 上 边 标 上 状态 al ,a;,…, 是 为 了 显示 p ERRA a; 经 一 
步 转移 到 状态 a, 的 概率 . 

例 2(0 一 1 传输 系统 ) 在 如 图 13 一 1 只 传输 数字 0 和 1 的 串联 系统 中 , 设 
每 一 级 的 传真 率 (输出 与 输入 数字 相同 的 概率 称 为 系统 的 传真 率 , 相 反 情 形 称 为 
误 码 率 ) 为 p, 误 码 率 为 g= 二 1 一 p, 并 设 一 个 单位 时 间 传 输 一 级 , XX。 是 第 一 级 的 
HA SX, EP n 级 的 输出 (n 宇 1). EA (X, ,n= 二 0,1,2,…} 是 一 随机 过 程 ,状态 
空间 1— 10,15 ,而 且 当 X,=iiETIT 为 已 知 时 ,Xi 所 处 的 状态 的 概率 分 布 只 与 
X, 一: 有关, 而 与 时 刻 半 以 前 所 处 的 状态 无 关 , 所 以 它 是 一 个 马 氏 链 ,而 且 还 是 
齐 次 的 . 它 的 一 步 转移 概率 和 一 步 转移 概率 矩阵 分 别 为 
p. J 一 1，. 


;^P X, =} X, =i — . 
p (Xa Fj | i} E y 


$5501 


0 1 


图 13—1 


例 3( 一 维 随机 游 动 ) 设 一 醉 汉 Q (或 看 作 一 随机 游 动 的 质点 ), 在 如 图 
13 一 2 所 示 直 线 的 点 集 1 二 {1,2,3,4,5} 上 作 随 机 游 动 , 且 仅 在 1 35.2 秒 等 时 刻 


发 生 游 动 . 游 动 的 概率 规则 是 ;如果 Q 现在 位 — 
Fai (之 i 过 5), 则 下 一 时 刻 各 以 1/3 的 概率 | WB 
问 左 或 向 右 移动 一 格 ,或 以 1/3 的 概率 留 在 原 ^ 一 7 


处 ;如 果 Q@ 现 在 位 于 1 (或 5) 这 点 上 , 则 下 一 
时 刻 就 以 概率 1 移动 到 2 (或 4) 这 一 点 上 , 1 图 13 一 2 
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和 5 这 两 点 称 为 反射 壁 . 上面 这 种 游 动 称 为 带 有 两 个 反射 壁 的 随机 游 动 . 

车 以 X, 表示 时 刻 n 时 QQ 的 位 置 ,不 同 的 位 置 就 是 X. 的 不 同 状态 ,那么 
{Xn 二 0,1,2,…) 是 一 随机 过 程 ,状态 空间 就 是 1, 而 且 当 XX, 二 i,i€E1T 为 已 知 
时 , 义 ,71 所 处 的 状态 的 概率 分 布 只 与 XX, 二 i 有 关 , 而 与 Q@ 在 时 刻 n 以 前 如 何 到 
ihi 是 完全 无 关 的 ,所 以 {XX,,n 二 0,1,2,…} 是 一 马 氏 链 , 而 且 还 是 齐 次 的 , 它 的 
一 步 转移 概率 和 一 步 转移 概率 和 矩阵 分 别 为 


Ijci-ldcll«ie5, 


ps— PX = X, 5i) = i—1.j—2 8 i—5,j—4, 


1 2 3 4 5 

If o 1 0 0 0 

2|11/3 3 1/3 0 00 
P=3| 0 1/3 1/3 1⁄3 0|. 
4| 0 0 1/3 I/3 1/3 
ib 0 0 1 0 

如 果 把 1 这 一 点 改 为 吸收 壁 ,就 是 说 Q 一 旦 到 达 1 这 一 点 , 则 就 永远 留 在 
A l E. 此 时 ,相应 链 的 转移 概率 和 矩阵 只 需 把 P 中 第 1 横行 改 为 (1,0,0,0,0). 总 
之 ,改变 游 动 的 概率 规则 ,就 可 得 到 不 同方 式 的 随机 游 动 和 相应 的 马 氏 链 . X] 

随机 游 动 的 思想 在 数值 计算 方法 方面 有 重要 应 用 0. 

例 4( 排 队 模 型 ) 设 服 务 系统 由 一 个 服务 员 和 只 可 以 容纳 两 个 人 的 等 候 室 
组 成 , 见 图 13 一 3. 服务 规则 是 ; 先 到 先 服务 ,后 来 者 需 在 等 候 室 依次 排队 , 假定 
一 个 需要 服务 的 顾客 到 达 系 统 时 发 现 系统 内 已 有 3 个 顾客 (一 个 正在 接受 服务 ， 
两 个 在 等 候 室 排队 ), 则 该 顾客 即 离 去 . 设 时 间 间 隔 At 内 有 一 个 顾客 进入 系统 的 
概率 为 g, 有 一 原来 被 服务 的 顾客 离开 系统 ( 即 服 务 完毕 ) 的 概率 为 p. 又 设 当 Ai 
充分 小 时 ,在 这 时 间 间 隔 内 多 于 一 个 顾客 进入 或 离开 系统 实际 上 是 不 可 能 的 ,再 


随机 到 达 者 


图 13 一 3 


ET 


王 梓 坤 . 概率 论 基 础 及 其 应 用 . 北京 :科学 出 版 社 ,1979. 


381 马尔 可 夫 过 程 及 其 概率 分 布 . 323 * 


设 有 无 顾客 来 到 与 服务 是 否 完毕 是 相互 独立 的 . 现 用 马 氏 链 来 描述 这 个 服务 系统 . 

设 X, 一 XCAt) 表 示 时 刻 nAt 时 系统 内 的 顾客 数 , 即 系统 的 状态 . {XX, ,nn 王 
0,1,2,…} 是 一 随机 过 程 ,状态 空间 I 二 {10,1,2,3}) ,而且 仿 照例 2、 例 3 的 分 析 ， 
可 知 它 是 一 个 齐 次 马 氏 链 . 下 面 来 计算 此 马 氏 链 的 一 步 转移 概率 . 

po 在 系统 内 没有 顾客 的 条 件 下 ,经 A 后 仍 没 有 顾客 的 概率 (此 处 是 条 
件 概 率 , 以 下 同 ), boo 7 1— q. 

puoi 一 一 系统 内 没有 顾客 的 条 件 下 ,经 AM 后 有 一 顾客 进入 系统 的 概率 ,加 =q. 

pu 一 一 系统 内 恰 有 一 顾客 正在 接受 服务 的 条 件 下 ,经 At 后 系统 内 无 人 的 
概率 , 它 等 于 在 Ac 间隔 内 顾客 因 服 务 完毕 而 离 去 , 且 无 人 进入 系统 的 概率 ， 
Pu—pd-—g. 

Pu 一 一 系统 内 恰 有 一 顾客 的 条 件 下 ,在 Ac 间隔 内 ,他 因 服 务 完毕 而 离 去 ， 
而 另 一 顾客 进入 系统 ,或 者 正在 接受 服务 的 顾客 继续 要 求 服务 ,上 且 无 人 进入 系统 
的 概率 ,pi — pq 十 (1 一 p)(1 一 g). 

pu: 一 一 正在 接受 服务 的 顾客 继续 要 求 服务 ,日 男 一 个 顾客 进入 系统 的 概 
A bis 77 (1— p)q. 

pa 一 一 正在 接受 服务 的 顾客 继续 要 求 服务 , 且 在 At 间隔 内 有 两 个 顾客 进 
人 系统 的 概率 . 由 假设 ,后 者 实际 上 是 不 可 能 发 生 的 ,ps 二 0. 

类 似 地 ,有 ba bs (079) pz — pq p) — g), pa =q p), 
ps=0(|i—j| 宇 2)., 

Pa 一 一 一 人 因 服 务 完毕 而 离 去 且 男 一 人 进入 系统 ,或 者 无 人 离开 系统 的 概 
E, pa = pqp). 

于 是 该 马 氏 链 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 


0 l 2 3 
of 174 q 0 0 
P—l|p(ül—g po 十 (1 一 总 (1 一 9) df(1 一 力 ) 0 [.] 
2| 0 pa-go pg+(1—p)(1—g)  qü-p 
3 0 0 pug Pow | p) 


在 实际 问题 中 ,一 步 转移 概率 通常 可 通过 统计 试验 确定 ,下 面 看 一 实例 . 
例 5 某 计 算 机 机 房 的 一 台 计 算 机 经 常 出 故障 ,研究 者 每 隔 15 分 钟 观察 一 
次 计算 机 的 运行 状态 ,收集 了 24 小 时 的 数据 ( 共 作 97 次 观察 ). 用 1 表示 正常 状 
DH 0 表示 不 正常 状态 ,所 得 的 数据 序列 如 下 : 
1110010011111110011110111111001111111110001101101 
111011011010111101110111101111110011011111100111 
WX, 为 第 n(n 二 1,2,…,97) 个 时 段 的 计算 机 状态 ,可 以 认为 它 是 一 个 齐 次 马 氏 
链 , 状 态 空间 1— (0,1). 96 次 状态 转移 的 情况 是 : 
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0—0,8 1X; 0 一 1,18 次 ， 
1 一 0,18 1X; 115.52 X. 
因此 ,一 步 转移 概率 可 用 频率 近似 地 表示 为 


po — PX, 7001 X, — 0) m. 
pu - PU, 711X, 0) 415 — T5, 
pi — PU —01 X, 1 e; Te 
bo =P{Xm =l X M ELT I. 


例 6( 续 例 5) 已 知 计算 机 在 某 一 时 段 (15 分 钟 ) 的 状态 为 0, 问 在 此 条 件 下 
从 此 时 段 起 此 计算 机 能 连续 正常 工作 3 刻 钟 (3 个 时 段 ) 的 条 件 概 率 为 多 少 ? 
解 由 题 意 , 某 一 时 段 的 状态 为 0 就 是 初始 状态 为 0, 即 Xo = 二 0, 由 乘法 公 
式 、 马 氏 性 和 齐 次 性 得 ,所 求 条 件 概率 为 
P(X,—1.X,—1.X,—1|X,—0) 
—P(X,—0,X, —1, X,—1, X, —1)/P( X,—0) 
—P(X,—0) P(X,—1|X, —0) P(X;—1| X, —1, X, —0) * 
P(X,—1|X;—1,X1—1, X, —0)/P(o X570) 
—P(X,—1|X, —0) P(X; —1| X, 1) PU X, —1| X; —1) 


_ —18,52,52. 
Pa (D PL (Pn (1) 26 " 70 ' 70 0, 387. L 


接着 ,我 们 来 研究 齐 次 马 氏 链 的 有 限 维 分 布 . 首先 , 记 
HOSP iX Sa) aj€l, j=l1,2,.， 
称 它 为 马 氏 链 的 初始 分 布 . 再 看 马 氏 链 在 任 一 时 刻 nET m 1^ f. 
p(n = P(X,=a;}, aEl, j-—1,.2,--. (1. 6) 


显然 ,应 有 245,00 二 1. 又 有 


= SIPI(X, = a, | X» = a))PUG — ai) 


doa 
或 即 p(n) 一 SAOP), j=l, es 
i-1 
一 维 分 布 (1.6) 也 可 用 行 向 量 表 示 成 
PMD —CpiGD. pa GD s b; OD ,nn). (1. 6)' 


XX FF o PRIE ERE CI 是 可 列 无 限 集 时 , 仍 用 有 限 阶 矩阵 乘法 的 规则 确定 矩阵 


$2. 多 步 转移 概率 的 确定 . 325 。 


之 积 的 元 ),(1.7) 式 可 写成 
poo) pO)PG). (1. 7)' 
此 式 表 明 , 马 氏 链 在 任 一 时 刻 n€ T, 时 的 一 维 分 布 由 初始 分 布 p(0) 和 nn 步 转移 
概率 矩阵 所 确定 . 
X OUT FE n PRA) £e Lent ET ARRS Qj s; ttt Hj € I. 
Pix. "^, A, Ta, ttt X, =a; } 
SPARI P A ma A a Ea 
Ip =a A m aA tL Aa = 


i 一 | 


— P! X, =a; IPRA =a; | X, —di, ELE P X, — di, Pom 


一 Qi | } = Pi (4 )P,,, (5 —h) P, 5 (ia J; (1.8) 
由 此 ,并 结合 (1.7) 或 (1.7) 可知 : 马 氏 链 的 有 限 维 分 布 同样 完全 由 初始 分 布 和 
转移 概率 所 确定 . 


总 之 ,转移 概率 决定 了 马 氏 链 运 动 的 统计 规律 , 因此 ,确定 马 氏 链 的 任意 
步 转 移 概率 就 成 为 马 氏 链 理论 中 的 重要 问题 之 一 ， 


$2 多 步 转 移 概率 的 确定 
为 了 确定 齐 次 马 氏 链 的 n 步 转移 概率 P; G0 ,首先 介绍 P, (n) 所 满足 的 基 


本 方程 . 
B UX OD ,72 一 0,1,2…)} 是 一 齐 次 马 氏 链 , 则 对 任意 的 uve T. ,有 


Pacu + o) = ^ Pa (u) Py C sij 一 1, 2 (2. 1) 
k=] 
方程 (2. 1) 就 是 著名 的 切 普 曼 一 科 尔 莫 艾 罗 夫 (Chapman-Kolmogorov) 方 程 , 简 


PC-K 方程 . 
C—K 方程 基于 下 述 事 实 , 即 “从 时 刻 s 所 处 的 状态 a;, 即 和 X(s) Sa 出 发 ,经 
Hj Ez uto 转移 到 状态 aj, 即 XC uw) —a;"ix — 38 fep np 4 BRE" M. XG) Sa; 
出 发 , 先 经 时 段 u 转移 到 中 间 状 态 ai(k 二 1,2,…) ,再 从 as 经 时 段 w 转移 到 状态 
a; 这样 一 些 事件 的 和 事件 ( 见 图 13— 4). 
方程 (2. 1) 的 证 明 如 下 : 先 固定 wwET 和 5s*ET ,由 条 件 概率 定义 和 乘法 定理 ,有 
PiX istut) =a; Xlistu) =a, |X) =a,} 
= P| Xətt =a | X(s)=a)} Pi Xis us) 
=a; |X ist u)=a, X (s)=a;} 
= Pa (u) Py C) ( 马 氏 性 和 齐 次 性 ). (2,95 
X Bi T SEIEZB" X GE i a," 二 1,2,… 构 成 一 个 划分 , 故 有 
Piu t wv) = P{X istut — a; | X(s) ail 
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图 13—4 


S PG -- ua v) = aj Als t uw) = a | XC = al. 
将 (2.2) 式 代入 上 式 , 即 得 所 要 证 明 的 C-K FE. 
C— K 方程 也 可 写成 矩阵 形式 : 
PCud- v) PCuU)PCo. (2.15 
利用 C 一 K 方程 我 们 容易 确定 n PRERE RE E. ED RPS u= 
l.v—n—1.18 3$ EXE 9& : 
Pin) —PC1)PCn—1) — PP(n— 1), 
从 而 可 得 Plin) =P". (2.3) 
E XI KS Rim A on 2E ERE RE EE — 2b e RE PE n 次 方 . 
进而 可 知 , 齐 次 马 氏 链 的 有 限 维 分 布 可 由 初始 分 布 与 一 步 转移 概率 完全 
例 1 设 {X,,n 宇 0} 是 具有 三 个 状态 0,1,2 的 齐 次 马 氏 链 ,一 步 转移 概率 矩 
阵 为 
0 l 2 
0[3/4 1/4 07] 
P=1 T 1/2 ^l 
2L0 3/4 1/4 
初始 分 布 六 (0) — P(UXS 7i) —1/3.17 0.1.2. 试 求 
(PL X,—0,X,—1); 
(1) P{X, = 1}. 
解 ” 先 求 出 二 步 转移 概率 和 矩阵 
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Ü l 2 
0F5/8 5/16 1/16 
P(2)—P—1/|5/16 1/2 v 
213/16 9/16 1/4 
于 是 i)P{iX,。=0,X:; = 二 1}  P(UX4—0) P(X; —11 X, —0) 


t NU FEN 
3 16 48' 


= po (0) Po (2) = 


(ii) 由 (1.7) 式 ， 
Hiner SN 
= po COO Po (OD + 58i COP (2) + p; COO Pa (2) 
md dua bowgi.l 
E ? i6) 24' [] 
例 2 在 81 例 2 中 ,() 设 p—0.9,5R E Bt —2R F6 y E) P RC 5S — UE 
RERE; GD 设 初始 分 布 pb, (O0 — PiX —1) =a, (00 — P(X,—0) —1—a. X 
已 知 系 统 经 n 级 传输 后 输出 为 1, 问 原 发 字符 也 是 1 的 概率 是 和 多少? 
解 ” 先 求 出 nn 步 转移 概率 矩阵 P(n) 二 PP". 由 于 
0 1 


有 相 异 的 特征 值 二 1,X; 二 p 一 g, 由 线性 代数 知识 ,可 将 P 表示 成 对 角 和 矩阵 


[Aj 0]: Fl 0 
Meli ui lo aed: 


的 相似 矩阵 . 具体 做 法 是 : 求 出 和 ,hz 对 应 的 特征 向 量 
， M ie 
p" ` Es 一 . 


1//2 1//2 
今 
H-—[e;.el]-— ie M 
1/42 1//2 


W P-HAH '. 于 是 ,容易 算得 
P'-—(HAH^)'—HA'H ~ 


0 1 
e o3 "EON CNET 
2 z ToP q) ? z (b q) D 
1 1 | 
站 
29 FP" Yy' 03-9 
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Ee 


(D 由 (2.4) 式 可 知 , 当 p 二 0.9 时 ,系统 经 二 级 传输 后 的 传真 率 与 三 级 传输 


后 的 误 码 率 分 别 为 
中 | 


Pj (2 =Po (2) — 7 +5 (0. 9—0. 1)* =0. 820, 
- EE NE he 
P (3) — Pa (3) 7 7: — 5 (0. 9—0. 13 —0. 244, 


GD 根据 贝 叶 斯 公式 , 当 已 知 系统 经 nn 级 传输 后 输出 为 1, 原 发 字符 也 是 1 
的 概率 为 
P{X:=1}P{X,=1|X,=1} 
Ev =L] 
es p0) Pu Ca) 
Po (0) Po (m) t pı (OO) Pi Cn) 


_ ata(p-—q) : 
1 十 (2 一 ]) (加 一 9)” x 


对 于 只 有 两 个 状态 的 马 氏 链 ,一 步 转移 概率 矩阵 一 般 可 表示 为 ， 
0 1 
of li—a a 
| b 1--b 
利用 类 似 于 例 2 的 方法 ,可 得 n Hb HERBES e OS 
0 l 

piu igi 

l Plo (mn) Pio 
1 [^ 4], d1—-a—b"|[ a ~a] _ 
3l. pezese c |-12， dod) 
这 征 解决 两 个 状态 的 马 氏 链 问 题 的 有 用 公式 . 
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对 于 一 般 的 两 个 状态 的 马 氏 链 , 由 (2. DETA, 24 0a. bI Et. Pi CODA 
极限 


P(X,—1|X,71j)— 


P= | Occa.b«]1. 


Pin) = P" = 


Jim Po (n) = lim Pi; (n) "arp Mo. 


; ; 1 WR 
Jim Po (n) — lim Pi, en? ^ à EE ' 


上 述 极 限 的 意义 是 :对 固定 的 状态 ) ,不 管 链 在 某 一 时 刻 从 什么 状态 (i=0 
或 1) 出 发 ,通过 长 时 间 的 转移 ,到 达 状 态 /的 概率 都 趋 近 于 ri ,这 就 是 所 谓 的 遍 
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历 性 . X BL m dom 1. BEDA Gr, n 2m 构成 一 分 布 律 , 称 它 为 链 的 极限 分 
布 . 另 外 ,如 敌我 们 能 用 其 他 简便 的 方法 直接 由 一 步 转移 概率 求 得 极限 分 布 m. 
则 反 过 来 , 当 n1 时 就 可 得 到 nn 步 转 移 概 率 的 近似 值 : P; (n) =x. 
一 般 , 设 齐 次 马 氏 链 的 状态 空间 为 1, 着 对 于 所 有 ana ET, 转移 概率 P; (n) 
存在 极限 
lim P; (n) =x, (不 依赖 于 D 


Ti T2 T, 
ny Pín)—P'————|: : 
(n— tco) 
TI Nez m, 


则 称 此 链 具 有 遍历 性 . 又 若 这 jx 二 1, 则 同时 称 一 (mm,…) 为 链 的 极限 


分 布 ， 

齐 次 马 氏 链 在 什么 条 件 下 才 具 有 遍历 性 ? 如 何 求 出 它 的 极限 分 布 ? 这 问题 
在 理论 上 已 经 圆满 解决 ,但 叙述 它 需 要 较 多 篇 幅 . 下面 仅 就 只 有 有 限 个 状态 的 
链 , 即 有 限 链 的 遍历 性 给 出 一 个 充分 条 件 . 

定理 ” 设 齐 次 马 氏 链 {X, na 三 1 的 状态 空间 为 IS {a asan hP EE 
的 一 步 转移 概率 矩阵 ,如 果 存 在 正 整 数 m, 使 对 任意 的 a,,a,;E1T, 都 有 

Py (m)>0, i,j—1,2,-.N, (3:15 

则 此 链 具 有 遍历 性 , 且 有 极限 分 布 m On sm ,rw), 它 是 方程 组 


x 二 aP BUR; = Sp (3. 2) 
的 满足 条 件 n 
0. Si (3. 3) 
的 唯一 解 . 
证 明 略 . 


依照 定理 ,为 证 有 限 链 是 遍历 的 ,只 需 找 一 正 整数 m, 使 m 步 转移 概率 和 矩阵 
P" 无 等 元 . 而 求 极限 分 布 x 的 问题 ,化 为 求解 方程 组 (3.2) 的 问题 . 注意 ,方程 组 


(3.2) 中 仅 N 一 1 个 未 知 数 是 独立 的 ,而 唯一 解 可 用 归 一 条 件 s = = 1 确定 . 


在 定理 的 条 件 下 ， 马 氏 链 的 极限 分 布 又 是 平稳 分 布 . TR, AH r 作为 链 的 
初始 分 布 , 即 pO) — m. Bl E XETE — E ZU] nET 的 分 布 pGDZKXE 5j xz 一致. 事实 
上 ,由 (1.7) (2.3) 和 (3.2) 式 ,有 
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pin) =p Pin) —azP" —gaP" 7 —--—gP-—g. 
8j 1 试 说 明 81 例 3 中 , 带 有 两 个 反射 壁 的 随机 游 动 是 遍历 的 ,并 求 其 极 
限 分 布 (平稳 分 布 ). 


BE ”为 简便 计 , 以 符号 ”X "代表 转移 概率 和 矩阵 的 正 的 元 . 于 是 ,由 》1 例 3 

中 的 一 步 转移 概率 矩阵 P. 
和 V d QE 
XXX00|xXXxX00 Coco x 
P(2)52P-—|0xxxolj|oxxxoj|-Ixxxxxl|. 
区 oC X 
[0-00 X 0] L0-0-0 X0 EIE 二 
XXX00][xxxoo KAX 


CX AXO|I XXX XXXXX 
P(4)—P'—|XXXXX||XXxxx|2|xxxxx]|, 

0XXXX||OXXXX| |XXXXX 

ooxxxllooxxx] ixxxxxj 


B] P(4) 无 等 元 . HERE. GEI iR ELS. 再 根据 (3. 2) 和 (3.3) 式 , 写 出 极限 分 布 x 一 
Cmi saz va) 满足 的 方程 组 
mi ^(1/3)m, 
a Sm d- (1/322; - C1/32, 
ns —(1/3)m (1/3)n - (01/320. 
z, —(C1/3)m H (1/3), Tm; 
ns = (1/3)x, 
mi 十 rs Ham, Fr, 十 Xs 1. 
先 由 前 四 个 方程 , 解 得 ;3x 二 zx; 二 x 二 x 二 3xs. 将 它们 代入 归 一 条 件 , 即 最 后 一 
个 方程 , 解 之 ,得 唯一 解 :x 二 x 二 1/11 ,x 二 x 二 zr 二 3/11. 所 以 极限 分 布 为 z= 
(1/11,3/11,3/11,3/11,1/11). 这 个 分 布 表明 :经 过 长 时 间 游 动 之 后 , 醉 汉 Q 
位 于 点 i (1 二 15) 的 概率 约 为 3/11, 位 于 点 1 或 5 的 概率 约 为 1/11. L] 
例 2 试 说 明 8 1 例 4( 排 队 模 型 ) 中 的 链 是 遍历 的 ,并 求 其 极限 分 布 . 
解 ” 依 照例 1, 由 31 例 4 中 的 一 步 转移 概率 矩阵 已 ,可 算得 POO-P X 
元 . 根据 定理 , 链 是 遍历 的 . 而 极限 分 布 x 二 (xo em ,rm ) 满 足下 列 方程 组 : 
zo 二 (rp 2) ms 
nı —qzo Tle kT PH ot (1^ 2m , 
m —g(1—20m-lL$g4-QO—2(1—49 ]zm c pO gm. 
z5—g(l—p)oz-lpq-c (1— p) jx;, 
no Hm Fr: Fr, — 1. 
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解 之 ,得 唯一 解 
zm —501—9)/C. m =p glg) C, 
m =p (1—qg) Q —p)/C, m= (1l—p) /C, 
其 中 C= 0- t paLa Hp aoada ad p. 
BEEE, p=q=1/2, M np SETS m — 1/7220. 14,2; 2; = m, — 2/72 
0. 29, 即 此 时 极限 分 布 为 a= (1/7,2/7.2/7,2/7). 这 就 是 说 ,经 过 相当 长 的 时 间 
以 后 ,系统 中 无 人 的 情形 约 占 14% 的 时 间 , 而 系统 中 有 一 人 、 二 人 ,三 人 的 情形 
约 各 占 29% 的 时 间 . | LJ 
例 3 设 一 马 氏 链 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 
0 1/2 0 ]/2 


p= 
0 1⁄2 0 1/2 
1/2 0 1⁄2 0 
试 讨论 它 的 遍历 性 ， 
解 ” 先 算得 
1/2 0 1/2 07 
0 1⁄2 0 1/2 
P(2) 一 P2 一 | 
m 0 1/2 © 
0 1/2 0 


进一步 可 验证 : 当 ?为 奇数 时 ,P(z) 一 P(1) 王 Pin 为 偶数 时 ,P(n) =P). 这 表 
BIXHE — EE jC—1.2,3.4) ,极限 lim Ps (n) 都 不 存在 . 按 定义 ,此 链 不 具 遍 
历 性 . O 

马 氏 过 程 的 内 容 除 了 讨论 最 简 情 形 一 一 马 氏 链 之 外 ,还 研究 状态 离散 .时间 
连续 的 马 氏 过 程 和 状态 .时间 都 是 连续 的 马 氏 过 程 ,它们 都 有 比较 完善 的 理论 ， 
而 且 讨 论 的 主题 也 都 是 从 各 自 场合 的 C 一 K 方程 出 发 ,研究 转移 概率 的 确定 方 
法 和 人 性质 .本 书 除 前 面 介绍 的 泊 松 过 程 和 维 纳 过 程 这 两 个 具体 的 马 氏 过 程 模型 
外 不 再 作 一 般 的 介绍 . 

"yc 


马尔 可 夫 过 程 的 主要 特征 是 它 具 有 无 后 效 性 ( 马 氏 性 ) ,通俗 地 说 ,就 是 在 已 知 过 程 “ 现 
在 "所 处 状态 的 条 件 下 ,其 "将 来 ”状态 的 概率 分 布 不 依赖 于 “过 去 "所 处 的 状态 .读者 应 了 解 无 
后 效 性 的 严格 定义 是 由 条 件 分 布 函数 给 出 的 ， 

泊 松 过 程 是 时 间 连 续 、 状 态 离散 的 马 氏 过 程 ; 维 纳 过 程 是 时 间 状态 都 连续 的 马 氏 过 程 . 

本 章 主要 讨论 时 间 和 状态 都 是 离散 的 马 氏 链 {X,,n 二 1,2,"…*) ,约定 状态 空间 Ida. 
aa 人 了 R 也 可 一 一 对 应 地 用 a, 的 足 标 表示 成 I 二 {1,2,…})). 马 氏 性 可 用 条 件 分 布 律 表 
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示 为 ;对 任意 的 整数 OS S Lec, mmn Ma. EI 
PU Xett |K —a, , X, 7a; ,"*, Ai =h; Xum} 
= P{ Xna =a; | Xn =a}. 
A3 38 3€ 78 E, A f YE BE A m 处 于 状态 a; 条 件 下 ,在 时 刻 mtn 转移 到 状态 a; 的 概率 . 若 这 个 概 
RRAS 1,5 和 时 间 差 n 有 关 , 记 为 Pa GO. Bp 
P, G) — PX 4. =a |X, =a}, 
则 称 链 为 齐 次 马 氏 链 ( 以 下 限于 讨论 齐 次 链 ),P, (n) 为 n 步 转移 概率 ,Pln) 二 (Pi;(n)) 为 n 步 


转移 概率 矩阵 ,这 个 矩阵 的 每 一 行 元 之 和 等 于 1, 即 DOP o = 1, 往 后 可 用 它 来 校 验 计算 


P(n) 的 正确 性 ,特别 重要 的 是 一 步 转移 概率 
ps =P (D= P{ Xnr =a; | X, Sai} 

ARBRE P— POD— (pi). P 8976 py 可 根据 具体 链 从 一 个 状态 经 一 个 单位 时 间 
转移 到 其 他 各 状态 的 概率 来 确定 (包括 统计 估计 方法 ). 

确定 n 步 转移 概率 是 马 氏 链 理论 中 的 关键 问题 , 在 齐 次 链 情 形 , 由 著名 的 C 一 K 方程 可 
推出 

Pln)=[P(1)]"=P", 

B] ” 步 转移 概率 完全 由 一 步 转移 概率 所 确定 . 计算 PP 要 用 到 线性 代数 中 矩阵 对 角 化 的 知识 ， 
也 可 利用 现成 的 计算 软件 ,读者 只 要 对 了 为 二 阶 和 矩阵 的 情形 会 求 就 可 以 了 ( 见 32 公式 
(2. 5)). 

马 氏 链 的 主题 之 一 是 给 出 有 限 维 分 布 律 的 计算 方法 . 

— f r8 8 Lp, C00 — PEXo aj) jo 1,2, OD BG 480, 

pj —PiX,—aj)— S AOP, mj71.2,7. 


i=] 

nEn: IEE n II BIZ] t; e Lent EN Ma. €I, 

Ei Sij rA, à. VUA, bP Ca —h PP, uo ei. 

综合 起 来 看 , 马 氏 链 的 有 限 维 分 布 律 ( 或 者 说 马 氏 链 运动 的 统计 规律 ) 完 全 由 初始 分 布 和 一 步 
转移 概率 所 确定 ， 

马 氏 链 的 男 一 主题 是 讨论 P; OD? nm- 十 ce 时 的 极限 问题 .我们 只 限于 讨论 I lai. 
a:o yan1 妈 有限 链 的 情形 , 如 对 任意 的 anaj € I, TH 

| im P; G0 =r; C53 i 无 关 )， 


就 称 此 链 具有 遍历 性 . 因 是 有 限 链 , 所 以 当 链 又 具 遍 历 性 时 ,对 DOPOD = 1 取 极 限 n -> 
: jm] 


+ co, AA Da; ev l. FÆ 不 = EEE aTa TN) 构成 一 分 布 律 , 称 为 链 的 极限 分 布 或 平稳 


分 布 . 
马 氏 链 的 遍历 性 表示 一 个 系统 经 过 长 时 间 转 移 后 达到 平衡 状态 , 即 当 am > 1 时 ,PCn) 
^om; 与 起 步 状 态 ai 无 关 ， 
有 限 链 具有 遍历 性 的 充分 条 件 是 :存在 正 整 数 m, 使 对 一 切 ai ,ai ET 都 有 
P; (m) —0, 
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或 即 存 在 m, 使 m PRERE PE P Or) — P" 无 零 元 ( 当 P 了 的 阶 数 不 高 时 ,寻求 m 的 方法 见 
$3 例 D ,而 极限 分 布 m mae ,*"** AN ) 是 方程 组 


t= aP. 
» py e = ] 
j=1 
的 唯一 解 ， 
E 重要 术语 及 主题 
无 后 效 性 ( 马 氏 性 ) 齐 次 马 氏 链 7 步 转移 概率 与 2 步 转移 概率 矩阵 C-K 方程 马 


氏 链 的 有 限 维 分 布 律 ”遍历 性 极限 分 布 (平稳 分 布 ) 
习题 


1. 从 数 1,2. N 中 任 取 一 数 , 记 为 六 ;再 从 1.2. X, 中 任 取 一 数 , 记 为 X, nu dt 
续 , 从 1.2. X, ,中 任 取 一 数 , 记 为 X, 说 明 {X,,n 宇 1) 构 成 一 齐 次 马 氏 链 , 并 写 出 它 的 状 
态 空 间 和 一 步 转移 概率 矩阵 、 

2. 说 明 第 十 二 章 $1 例 5 中 的 随机 过 程 都 是 齐 次 马 氏 链 , 并 写 出 它们 的 状态 空间 和 一 - 步 
转移 概率 矩阵 . 

3. X SLX GAX Xi 是 相互 独立 且 都 以 概率 户 (0<p<1) 取 值 1, 以 概率 g=1 


一 户 取 值 0 的 随机 变量 序列 , 令 S, = Sx, ' 证 朋 {S,,n 宇 0) 构 成 一 马 氏 链 , 并 写 出 它 的 状 


态 空 间 和 一 步 转移 概率 矩阵 . 
4. (传染 模型 ) 有 N 个 人 及 某 种 传染 病 ,假设 
C1) 在 每 个 单位 时 间 内 此 六 个 人 中 怡 有 两 人 互相 接触 , 旦 一 切 成 对 的 接触 是 等 可 能 的 ， 
(2) 当 健康 者 与 患 病 者 接触 时 ,被 传染 上 病 的 概率 为 a . 
(D 患 病 者 康复 的 概率 是 0, 健康 者 如 果 不 与 患 病 者 接触 ,得病 的 概率 也 为 0. 
MA X, 表示 第 个 单位 时 间 内 的 患 病人 数 . 斌 说明 这 种 传染 过 程 , 即 {X,,n 三 0} 是 一 
马 氏 链 , 并 写 出 它 的 状态 空间 及 一 步 转移 概率 和 矩阵， 
5. 设 马 氏 链 CX. ,mn 宇 0} 的 状态 空间 为 1 二 11,2,3} ,初始 分 布 为 py 0) =1/4, ps(0)==1/ 
2. p,(0) — 1/4, —Jp SEI MESE HB EE D 
] 2 3 
)[1/4 3/4 0 
P—2|1/3 1/3 1/3 
3 £X —— 374 
(D 计算 PX =l, X2 XN 
(2) 证 明 P( X,—2,X,—2| X, —1) = fio pr. 
(D 计算 P= P(X =S 
(4) 计算 5, (D =P X =h, 
6. 证 明 $ 2 PARC. 5), 
7. 设 任意 相继 的 两 天 中 ,雨天 转 畏 天 的 概率 为 1/ 3, 晴天 转 雨 天 的 概率 为 1/2, 任 一 天 晴 
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或 雨 是 互 为 道 事 件 . 以 0 表示 晴天 状态 ,以 1 表示 雨天 状态 ,XX, 表示 第 nn 天 的 状态 (0 或 1). 
试 写 出 马 氏 链 {X,,n 宇 1 ) 的 一 步 转移 概率 矩阵 . 又 车 已 知 5 月 1 日 为 晴天 , 问 5 月 3 日 为 晴 
天 ,5 月 5 日 为 雨天 的 概率 各 等 于 多 少 ? 
8. 在 一 计算 系统 中 ,每 一 循环 具有 误差 的 概率 取决 于 先前 一 个 循环 是 否 有 误差 .以 0 X 
示 误 差 状 态 , 以 1 表示 无 误差 状态 . 设 状 态 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 
0 1 
0r0.75 0.25 
ac rn T" 
试 证 明 相 应 齐 次 马 氏 链 是 遍历 的 ,并 求 其 极限 分 布 ( 平 稳 分 布 ). 
(D 用 定义 解 ， 
(2) 利用 遍历 性 定理 解 ， 
9. 试 证 第 5 题 中 的 马 氏 链 具 有 中 历 性 ,并 求 其 极限 分 布 ， 
10. 设 齐 次 马 氏 链 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 
q p O0 
P=|g 0 ^. q71— $,0«p« 1. 
0 q P 
WEARERS 38 BT PE TOR EOE ES A. 
LI. 设 马 氏 链 的 一 步 转移 概率 矩阵 为 
1/2 1/2 0] 
P-—uys 172 oj» 
0 0 1 


——— 


试 证 此 链 不 是 遍历 的 ， 


第 十 四 音 ”平稳 随机 过 程 


平稳 随机 过 程 是 一 类 应 用 相当 广泛 的 随机 过 程 .本 竟 在 介绍 平稳 过 程 概念 
后 ,着重 在 二 阶 矩 过 程 的 范围 内 讨论 平稳 过 程 的 各 态 历 经 性 .相关 盟 数 的 性 质 
ehh 普 密 度 函 数 和 它 的 性 质 ， 


$1 平稳 随机 过 程 的 概念 


在 实际 中 ,有 相当 多 的 随机 过 程 , 不 仅 它 现在 的 状态 ,而且 它 过 去 的 状态 ,都 
对 未 来 状态 的 发 生 有 着 很 强 的 影响 . 有 这 样 重 要 的 一 类 随机 过 程 , 即 所 谓 平稳 随 
机 过 程 , 它 的 特点 是 :过 程 的 统计 特性 不 随时 间 的 推移 而 变化 .严格 地 说 ,如 果 对 
T FEX n On—1,2, 72.60, sSt € T MEELA RhA, 5 n he heat 
h€ T ht .n 维 随机 变量 

CXG).XQGjD RE )) 
和 (CX EHR) Gs FA, X G, T À0) (1.1) 
具有 相同 的 分 布 函 数 , 则 称 随机 过 程 {XCi 2€ T} 具 有 平稳 性 ,并 同时 称 此 过 程 
为 平稳 随机 过 程 ,或 简称 平稳 过 程 . 

平稳 过 程 的 参数 集 工 ,一 般 为 (一 cc, 十 cc)、 [o. 十 co)、(0, 士 1, 士 2,…} 或 
(0,1,2,… 上 . 当 和 定义 在 离散 参数 集 上 时 ,也 称 过 程 为 平稳 随机 序列 或 平稳 时 间 序 
列 . 以 下 知 无 特殊 声明 , 均 认 为 参数 集 了 = (一 co ,十 cc)， 

在 实际 问题 中 ,确定 过 程 的 分 布 函 数 , 并 用 它 来 判定 其 平稳 性 ,一般 是 很 难 
办 到 的 . 但 是 ,对 于 一 个 被 研究 的 随机 过 程 , 如 果 前 后 的 环境 和 主要 条 件 都 不 随 
时 间 的 推移 而 变化 , 则 一 般 就 可 以 认为 是 平稳 的 . 

恒温 条 件 下 的 热 品 声 电压 过 程 以 及 第 十 二 章 $1 例 2、 例 3 都 是 平稳 过 程 的 
例子 . 蝇 震 阶段 的 地 震波 幅 .船舶 的 颐 艇 过 程 . 照 明 电网 中 电压 的 波动 过 程 以 及 
各 种 噪声 和 干扰 等 等 在 工程 上 都 被 认为 是 平稳 的 . 

与 平稳 过 程 相反 的 是 非 平 稳 过 程 . 一 般 , 随 机 过 程 处 于 过 渡 阶 段 时 总 是 非 平 
稳 的 , 例如 ,飞机 控制 在 高 度 为 的 水 平面 上 飞行 ,由 于 受到 大 气 淇 流 的 影响 , 实 
际 飞 行 高 度 HOME h zK3E ii E P BRBELUE SJ. HOO UD TE OE A EU [Bie A 
的 时 间 范 围 必须 排除 飞机 的 升降 阶段 (过 渡 阶 段 ), 因 为 在 升降 阶段 内 由 于 飞行 
的 主要 条 件 随时 间 而 发 生变 化 ,因而 入 (1) 的 主要 特征 也 随时 间 而 变化 着 ,也 就 
是 说 在 升降 阶段 内 过 程 HOEF W. 不 过 在 实际 问题 中 , 当 仅 仅 考虑 过 程 
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的 平稳 阶段 时 ,为 了 数学 处 理 的 方便 ,我 们 通常 把 平稳 阶段 的 时 间 范 围 取 
为 一 ce 一 !< 十 co， 

接着 ,考察 平稳 过 程 数 字 特 征 的 特点 . 

设 平稳 过 程 X(i) 的 均值 函数 ELX(CD)] 存 在 .对 ”= 一 1, 在 (1.1) 式 中 , 令 A= 
一 t1 ,由 平稳 性 定义 ,一 维 随 机 变量 XOM XORA. FÆ ELX(1)] = 
ELX(0)j, 即 均值 消 数 必 为 常数 , 记 为 ux. IR) EE X 6O 8325] A (B. BR 28080 75 25 RR 
亦 为 常数 ,分 别 记 为 Wx 和 ox. 据 此 ,依照 图 12—4 的 意义 ,可 以 知道 ,平稳 过 程 
的 所 有 样本 曲线 都 在 水 平 直 线 rt) Su 上 下 波动 ,平均 偏离 度 为 ox. 

又 若 平稳 过 程 Xi 的 自 相 关 函 数 Rx GO 52 — ELXOGUD)OXOGO METTE XE n= 
2, 在 (1.1) 中 , 令 h— — t, hFE, — HEBRBLAE RE CX CO XCDGS D 与 
(XCO , X 一 41)) 同 分 布 . 于 是 ,有 

Rx (Gi, sts)= E[XG4) XX) |= E[XCO) XC; —1)|. 

等 式 右 端 只 与 时 间 差 所 一 总 有关, 记 为 Rx Gi — 60 , BUS 


Rx G4 ,ts) — Rx Gt; — t) (1. 2) 
或 RxG.t-D—EUXGO X(T |= RyCGo. 
这 表明 :平稳 过 程 的 自 相 关 函 数 仅 是 时 间 差 22 一 — c 的 单 变量 函数 ( 换 句 话说 ， 


它 不 随时 间 的 推移 而 变化 ). 
又 由 第 十 二 章 (2.7) 式 , 协 方差 函数 可 以 表示 为 
Cx CO —- E(LXGOO) — px LX Go 0 — ux ]) 2 RxCaO uk. 
特别 地 , 令 rc 二 0, 由 上 式 , 有 
ox — Cy (OO — Ry CO) — uh. 
如 前 所 述 , 要 确定 一 个 随机 过 程 的 分 布 函数 ,并 进而 判定 其 平稳 性 在 实际 中 
是 不 易 办 到 的 . 因此 ,通常 只 在 二 阶 和 矩 过 程 范围 内 ,考虑 如 下 一 类 广义 平稳 过 程 . 
定义 ”给 定 二 阶 矩 过 程 {(XCDrET) ,如 果 对 任意 t,t 十 rET， 
E( XC) ]5 ux (常数 )， 
ELXIGO X(+ ]=Rx(r), 
则 称 {X(oOzE 了 为 宽 平稳 过 程 或 广义 平稳 过 程 . 相对 地 ,前述 按 分 布 函 数 定义 
的 平稳 过 程 称 为 严 平稳 过 程 或 狭义 平稳 过 程 . 
由 于 宽 平 稳 过 程 的 定义 只 涉及 与 一 维 、 二 维 分 布 有 关 的 数字 特征 ,所 以 一 个 
广 平 稳 过 程 只 要 二 阶 定 存 在 , 则 它 必 定 也 是 宽 平 稳 的 . 但 反 过 来 ,一 般 是 不 成 立 
的 .不 过 有 一 个 重要 的 例外 情形 , 即 正 态 过 程 . 因为 正 态 过 程 的 概率 密度 是 由 均 
值 函 数 和 目 相关 因 数 完全 确定 的 ,因而 如 果 均 值 函 数 和 自 相 关 函 数 不 随 时 间 的 
推移 而 变化 , 则 概率 密度 也 不 随时 间 的 推移 而 变化 . 由 此 一 个 宽 平 稳 的 正 态 过 程 
必定 也 是 严 平 稳 的 . 
今后 ,我 们 讲 到 平稳 过 程 一 词 时 , 除 特别 指明 以 外 ,总 是 指 宽 平 稳 过 程 . 
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另外 , 当 我 们 同时 考虑 两 个 平稳 过 程 XGOORU Y O, ni E 40] 85 EA X PR 

数 也 只 是 时 间 差 的 单 变量 函数 , 记 为 Ryy (7), 即 
Ryy Gott - b —ELXGOYGT 2 ]7 Roo». (1. 3) 

那么 我 们 就 称 X(t) 和 和 Y(1) 是 平稳 相关 的 ,或 称 这 两 个 过 程 是 联合 ( 宽 ) 平 稳 的 . 

易 见 ,在 第 十 二 章 中 ,$2 例 2., 例 3 都 是 平稳 过 程 ,由 于 例 3 又 是 正 态 过 程 ， 
所 以 它 也 是 严 平稳 的 . 而 82 例 1 以 及 8 3 中 的 泊 松 过 程 和 维 纳 过 程 都 是 非 平稳 
过 程 .下面 再 举 数 例 . 

例 1 RiX k— 1.2, JÉ HL AH RBS BLAE SE FE 30. HL 下 (Xi) 一 0， 
E(X) =, i 


k=l, 
Rs D=EX,X | 
O0. Rz 
印 相关 函数 只 与 & 有关, 所 以 它 是 宽 平 稳 的 随机 序列 . 如 果 X ,六 ,… ,Xi ,… 又 
是 独立 同 分 布 的 , 则 易 证 序列 也 是 严 平稳 的 . [] 


例 2 sO E-A T HRS. OEEO, T). E BR MLB] p: B9 BR BLAUE 
量 , 称 (四 ) 二 s(t 十 昌 ) 为 随机 相位 周期 过 程 . 试 讨 论 它 的 平稳 性 . 
解 ” 由 假设 ,9 的 概率 密度 为 
ro [7 0 一 0 一 了 ， 
| 0, 其 他 . 
于 是 ,XX(?) 的 均值 函数 为 
E(X(G)] = ELs(t + 8)] = | G0 46 = L[ stode. 
利用 Ce) 的 周期 性 ,可 知 
ECX] = 于 | (Co)do = 常数 . 


[E ESTE 
RxG tr —ELlsGH-8)0sCt49-z4- 0) | 


T 
一 | sa uas tr +0)» Fdo 
ü 


= i| EA de. 


同样 ,利用 ssC2 十 rz) 的 周期 性 ,可 知 自 相关 困 数 仅 与 r 有关, 即 
Ry(lt,t r7 一 L| seoste + odp =R, c) ' 
所 以 随机 相位 周期 过 程 是 平稳 的 . 特别 ,随机 相位 正弦 波 是 平稳 的 (第 十 二 章 $ 2 


例 2). E 
B3. 考虑 随机 电报 信号 .信号 关 (?) 由 只 取 十 1 或 一 1 的 电流 给 出 (图 14 一 1 
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画 出 了 XX(?) 的 一 条 样本 曲线 ). 这 里 
P(X(D0—--Ij2P(XG ——10-—3/2, 


ifj 1E ft 5 xk DX [8] Ct tHo AFERKA NG, x(t) 
上 十 rz) 是 随机 的 , 且 假 设 NO t+) BARBA 4 n rli n m 
分 布 , 亦 即 事件 | p 
A, (NG st 0) =k} | EE 
的 概率 为 LDL p 
P(A ^ 8 e, k0,1,2.:, 
其 中 4 二 0 是 单位 时 间 内 变 号 次 数 的 数学 期 图 14 一 1 


H, 试 讨论 六 (1) 的 平稳 性 . 
E EA ELXG]=0. 现在 来 计算 ELXCGO XC 7-0), A c0.3E 11i 
E ,如果 电流 在 (1,1 十 r) 内 变 号 偶数 次 , 则 关 (1) 矢 (i 十) 必 同 导 且 乘积 为 DP; 
如 果 变 号 奇数 次 , 则 乘积 为 一 下 .因为 事件 
(X(0XGdTo0-r) 
的 概率 为 P(A,) 十 P(A,) 十 P(A,) 十 …, 而 事件 
UXCGCO XG--pD—-— HP) 
的 概率 为 PCA DHPC +e, FE 


Foo ox 
E[XG)XG + 00] = FO PA) — E STPGAGQA) 
k=0 =ü 
— [iux V (— Ar)* L T2, —2àr 
Ie 2 p re 


注意 ,上 述 结果 与 t 无关 . 而 若 r+ 二 0 时 ,只 需 令 1 ==t 十 tc, 则 有 
EI XXGO XXG-- 0 ]- ELX XXG'—0] R| zz 
=P e, 
& ix — FE A) H HAAA 
RxCGO—EL[XGO XCt4-0] 

—[*e 9d : 
t H5 r4 x. 其 图 形 如 图 14 一 2 所 示 . 因此 和 随 图 14 一 2 
机 电报 信号 X(1) 是 一 平稳 过 程 . 


O T 


$2 ADA 


本 节 主 要 讨论 ,根据 实验 记录 确定 平稳 过 程 的 均值 和 自 相关 函数 的 理论 依 
据 和 方法 ， 
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首先 注意 ,如 果 按 照 数 学 期 望 的 定义 来 计算 平稳 过 程 XCOOBBPBCETERAE ai 
需要 预先 确定 X{I) 的 一 族 样本 函数 或 一 维 .二 维 分 布 范 数 , 但 这 实际 上 是 不 易 
办 到 的 . 事实 上 ,即使 我 们 用 统计 实验 方法 ,例如 可 以 把 均值 和 自 相 关 函 数 近似 
地 表示 为 
px 7 ny 


, N 
和 Relta =i) 2e LS n Gn 5, 
N £— 


那 也 需要 对 一 个 平稳 过 程 重 复 进行 大 量 观察 ,以 便 获 得 数量 很 多 的 样本 函数 
x. CO 1,2, ,NN ,而 这 正 是 实际 困难 所 在 

但 是 ,平稳 过 程 的 统计 特性 是 不 随时 间 的 推移 而 变化 的 ,于 是 我 们 自然 期 
明 在 一 个 很 长 时 间 内 观察 得 到 的 一 个 样本 曲线 ,可 以 作为 得 到 这 个 过 程 的 数字 
特征 的 充分 依据 . 本 节 给 出 的 各 态 历经 定理 将 证 实 ; 对 平稳 过 程 而 言 ,只 要 满足 
一 些 较 宽 的 条 件 ,那么 集 平均 (均值 和 自 相 关 函 数 等 ) 实 际 上 可 以 用 一 个 样本 函 
数 在 整个 时 间 轴 上 的 平均 值 来 代替 . 这 样 ,在 解决 实际 问题 时 就 节约 了 大 量 的 工 
EH. | | 

TE AUR e 25s 3 26 Tb 2L BUE 6111 2o 18] 3€ BH Ap ZR — FERA Ze Rb E N aA 3e p 
机 过 程 积 分 的 概念 . 

给 定 二 阶 矩 过 程 {X(D t€ T) ,如 果 它 的 每 一 个 样本 函数 在 [a ,站 CT 上 的 
积分 都 存在 ,我 们 就 说 随机 过 程 X(?) 在 [a,56] 上 的 积分 存在 ,并 记 为 


b 
Y = | xcodr, (2.1) 


但 是 ,在 某 些 情形 下 ,对 于 随机 过 程 的 所 有 样本 函数 来 说 ,在 [a,5] 上 的 
积分 未 必 全 都 存在 . 此 时 ,引入 所 谓 均 方 意义 上 的 积分 , 即 考虑 [a,5] 内 的 一 组 


TA 
a= t oso o a =b, 
H.id 
Åt: Sti hi-o ttt i—1,2:,.m, 
WRA WE 


lim E([Y — X XD An] h} = 0 
i=] 


TAX Ar Ù 
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的 随机 变量 Y 存在 ,我 们 就 称 Y 为 外 (1) 在 [a,5] 上 的 均 方 积分 ,并 仍 以 符号 
(2. 1) 记 之 .可 以 证 明 ;, 二 阶 矩 过 程 祥 (1) 在 [a,65] 上 均 方 积分 存在 的 充分 条 件 是 
自 相 关 函 数 的 二 重 积分 , 即 

| | Rx G«Ddsdr 


Er | ELCxcoga. (2.2) 
就 是 说 ,过 程 X(D 的 积分 的 均值 等 于 过 程 的 均值 函数 的 积分 . 
现在 引 人 和 人 随机 过 程 X(?) 沿 整个 时 间 轴 上 的 如 下 两 种 时 间 平 均 ， 


(XW = lim PM XGOdt (2. 3) 


存在 . 而 且 此 时 还 成 立 有 


和 


(XG)XG-- 0) = lim ap. X OO XUL eui (2.4) 


分 别称 为 随机 过 程 X CO AS EE 08] 25 (CRT ERE T8] T8 2S 88 3. 我 们 可 以 沿用 高 等 数学 中 
的 方法 求 积 分 和 求 极 限 ,其 结果 一 般 来 说 是 随机 的 ， 

以 下 就 来 讨论 时 间 平 均 与 集 平 均 之 间 的 关系 . 先 看 一 个 例子 . 

例 1 计算 随机 相位 正弦 波 X(GOD —acosCot +0) B9 BT IBISE MJ OX C) 
BIOXC(CO X GH 22). 


T 
r2 (XG))— lim P seuri Did 


.. ur... 4cos Osin oT 
= lim 一 一 一 一 一 
| w T 


(XOGOO XG-F 0» 


-—. 


— ]im P a^ cosCct + )cos| w(t c) 4- 8 |dt 


T— orn 


将 例 1 的 结果 与 第 十 二 章 82 例 2 算得 的 结果 比较 ,可 知 
-E[XG J]=(X()), 
Rx GO -E[XCGCO XC ]9 (X() X(t o). 


(D 设 Xi P CP Xu D … 是 一 随机 变量 序列 :如 果 存 在 随机 变量 Xa :使 
lim E{[X,— XoJ*1—0 
则 称 Xo 是 XX 的 均 方 极限 , 记 为 Lim.X 一 Xo. 本 章 出 现 的 涉及 随机 过 程 的 极限 和 积分 都 应 在 均 方 意义 
下 理解 , 但 我 们 约定 仍 以 记号 “lm" 替 代 “1im,”, 请 读者 注意 .有关 这 方面 的 进一步 知识 ( 即 随机 分 析 的 
内 容 ) 超 出 本 书 的 要 求 . 
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iX 3e BH Xt FREDU z LE 52 0» ATE FARF R 05] 25] (EURU EL AR E 
数 是 相等 的 . 这 一 特性 并 不 是 随机 相位 正弦 波 所 独 有 的 .下面 引信 一 般 概念 . 
ENX XOR- FHI, 
1 如 朱 
(XOD —ELXGD ]— ux (2. 5) 
以 概率 1 成 立 , 则 称 过 程 X(Co 的 均值 具有 各 态 历 经 性 . 
2 如 果 对 任意 实数 r, 


(OXCO XC - 0)? — ELXODO R(T) |= Ry (7) (2. 6) 
以 概率 1 成 立 , 则 称 过 程 XCOORBJ B TR eR LRUB frg aE. 特别 当 r= 二 0 时 ， 
称 均 方 值 具有 各 态 历经 性 . 


3 ” 如果 X CO 25] (EUR. ÉL8 2S eR CERE ds EI ES VE LU ER XCOJE CHO $& 
态 历 经 过 程 ,或 者 说 XX(1) 是 各 态 历 经 的 . 

定义 中 “以 概率 1 成 立 ” 是 对 和 (ti 的 所 有 样本 函数 而 言 的 . 

各 态 历 经 性 有 时 也 称 作 遍历 性 或 埃 尔 古 德 性 (ergodicity). 

按 定 义 , 例 1 中 的 随机 相位 正 纺 波 是 各 态 历 经 过 程 . 

当然 ,并 不 是 任意 一 个 平稳 过 程 都 是 各 态 历经 的 . 例如 平稳 过 程 

X(t)=Y, 

其 中 Y 是 方差 异 于 零 的 随机 变量 ,就 不 是 各 态 
pie&st$.sE5E p.OXODO — (Y) — Y , 3e B Bj [8] 
均值 随 Y 取 不 同 可 能 值 而 不 同 . 因 Y 的 方差 异 
于 零 , 这 样 (X(1)) 就 不 可 能 以 概率 1 等 于 常数 
ELXG) ]- ELY ]. RE] 14 一 3. 

一 个 平稳 过 程 应 该 满足 怎样 的 条 件 才 是 各 
仿 历 经 的 呢 ?” 下 面 两 个 定理 从 理论 上 回答 了 这 图 14 一 3 
一 问题 . 

定理 一 (均值 各 态 历经 定理 ) 平稳 过 程 X(7) 的 均值 具有 各 态 历 经 性 的 充 
要 条 件 是 


lim 二 | (1— )tR (r) — zidr- o0 (2. 7) 
To T 站 2T ^ PX z ` 
证 EHA KONISA. 由 (2.3) 式 
EUXGD! = E| ii lim 3. Xde}, 


交换 运算 顺序 ,并 注意 到 ELXO]= ux , 即 有 


E(XG) = lim 3. E[XCG))dt = px. 


if X CO» 的 方差 为 
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DLOXCGD)J]=E{L(X()) — px T) 


im E{ | 去 | xc | jå 


下 -十 oa 


了 
= lim Es]. XGOda| X Gt ) dt |a 
T+ 


im f E[ XXti) XC) dt dt; — px. 
由 XCG HRPSESRSTE.E[ XC XC) ] Rx (C — 52, ERIAS A 
, 1 T T 
DIGG] = lim 二 | | RkG — n)di dr 一 成 (2.8) 


^J f f8 fb Eso m STR AT SI ACIEBUCEERIS n n6 I e =t t6. CAE IS RE RT HE Jaco- 
box E 


| d Lti st) | "E 3 
d(mr sce) Z i 
而 积分 区 域 按 图 14 一 4 转换 . 于 是 (2. 8) 式 中 的 二 重 积分 用 新 变量 可 表 成 
I T 
| | Rx. — t4 di dt; = [Reco i a dr; dr; " (2. 9) 


Ti 


(1) (2) 


图 14—4 


其 中 心 为 图 14—402) Brzn 83 1E Jr 7E. 2: X8 S8] BERE ER (rt; ) 是 rm 的 个 函数 ( 见 下 节 人 性 质 
2 ), 且 与 n 无 关 , 因 而 积分 值 为 图 14 一 4(2) 中 阴影 区 域 G 上 积分 值 的 4 倍 , 即 


T T 
| | Rx. 7 t ^d, dt; = AUR Go) dn dr; 
G 
2T 2T—ry 2T 
一 ?| de | Rx tr )dr = 2| (aT 一 TRy (tr) dr., 


把 这 个 式 子 代 人 (2. 8) 式 就 有 


D[xG»] 7 Jim L| (1 一 否 )Rx(oadr 一 成 
n a 1 E = 
= Jim. 7T], ú — d JER: CO — p jdr. (2. 10) 


由 第 四 章 》 2 方差 的 性 质 4 知道 
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(XG)) 5 E(GXGO»)) 
以 概率 1 成 立 的 充 要 条 件 是 
D[(X(0)]—0. 


但 现 已 算得 E(CGXXQ,EDXOO ].&t Al 
(XA) = ELXCOO] 


以 概率 1 成 立 的 充 要 条 件 是 
D| (Xt)) |=0, (2.11) 
而 由 (2. 103, AE E C2. — 
lim — -去 1 — zr ) [Rx Ce) — ux ]dr = 0, 
由 此 定理 得 证 . C 


推论 在 limRx(r) 存 在 条 件 下 , 若 lim Rx CO = ux M C2. 70 XL 39 (8 
共有 各 态 历经 性 ; 知 lim Rx CO z^ ux WE CZ. 7) XAR RE HATRA RSA 
Tt. GIER) 

注意 ,对 例 1 中 的 随机 相位 正弦 波 而 言 ， lim Rx (7) 不 存在 ,但 它 的 均值 是 
各 态 历 经 的 . 

在 定理 一 的 证 明 中 将 XGO$8IEX XOX a+r), arig 

定理 二 ( 自 相 关 函 数 各 态 历 经 定理 ) 平稳 过 程 XCOOG09 B 4826 ERR Rx CO 
具有 各 态 历 经 性 的 充 要 条 件 是 


lim 于 | ( 1 E. JLBG) — RÅ Cr) Jdr = 0, (2. 12) 
ü 


其 中 Bir WE UR 

在 (2. 12) 式 中 令 c0, RIRIH (8 BUS 1S D ESTER TEE AE. 

WETE BE XOGYG-TOIE XOX a+r), Ru GAUGE Rx (zc) 来 进 
行 讨论 ,那么 还 可 以 相应 地 得 到 互相 关 函 数 的 各 态 历 经 定理 ， 

在 实际 应 用 中 通常 只 考虑 定义 在 0 和 :一 十 ce 上 的 平稳 过 程 . 此 时 上 面 的 所 
有 时 间 平 均 都 应 以 0 科 上 过 十 ce 上 的 时 间 平 均 来 代替 . 而 相应 的 各 态 历 经 定理 可 
表示 为 下 述 形式 : 


定理 三 lim A| XX = ELXGOX] = pa 
以 概率 1 成 立 的 充 要 条 件 是 
. l 5 [4 2 , 
lim L| (1— £)tR«GO 一 p&Jdr = 0. (2. 7) 
定理 四 


T 
lim 示 | XOX + odt = ELXG)XG-- 0] = Ry 
以 概率 1 成 立 的 充 要 条 件 是 
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P 1 T ti 2 4 , 
lim 二 (1— & JEBGO — Rk Gd, zd (2.12) 


Te Tja 

各 态 历经 定理 的 重要 价值 在 于 它 从 理论 上 给 出 了 如 下 保证 :一 个 平稳 过 程 

X(i), 若 0 一 上 二 十 ce ,只 要 它 满足 条 件 (2.7) 和 (2. 122 , 便 可 以 根据 “以 概率 1 

成 立 的 舍 义 ,从 一 次 试验 所 得 到 的 样本 果 数 zx(bo 来 确定 出 该 过 程 的 均 伍 和 目 
TH 2& e EC. HI 


E 
Jim 主 | Tt dt = Hx (ws 13) 
和 
1 fT 
Jim i| rrit + dt = RyGD. (2. 14) 
XX E ds F A Br Bid Aye r. 


如 果 试 验 记 录 z(t 只 在 时 间 区 间 [0,TJ 上 给 出 , 则 相应 于 (2. 13) 和 (2. 14) 
式 有 以 下 无 偏 估计 式 : 


T 
Ex AS Hx 一 一 | r(Ddt. (2. 15) 


x Tir 
Rx(r) & Ry(r) = E rGOrCG + pdt 
— tJo 


T 
= p| Oru 0d50« c« T. (2.16) 


不 过 在 实际 中 一 般 不 可 能 给 出 z(t) 的 表达 式 , 因 而 通常 通过 模拟 方法 或 数 
字 方 法 来 测量 或 计算 估计 式 (2. 15) 和 (2, 160. 现 介绍 如 下 : 

1 模拟 自 相 关 分 析 仪 . 这 种 仪器 的 功能 是 当 输 入 样本 函数 m CO Bf. XY iE 
录 仪 目 动 描绘 出 自 相关 函数 的 曲线 . 它 的 方 框图 如 图 14 一 5 所 示 . 另 有 一 种 求 自 
相关 函数 的 近代 方法 一 一 遍历 转换 技术 ,本 书 不 作 介 绍 . 
zx | < x) (t-r) 


A-F 
WRX 
R(r)Xlc 


图 14—5 
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一 一 一- 一 


2 数字 方法 , 如 图 14 一 6, 把 10,Tj 等 分 为 N 个 长 为 Ac CÓ BEES ,然后 


在 时 刻 n (&— 5 ) ate 2 NAE o COBUSE Lf NES II P ON. 


=1,2 ,…， NO, 把 积分 (2. 15) 近 似 表示 为 基本 区 间 Ar 上 的 和 ,就 有 无 偏 估计 


N N 
"E EE. 
HX 一 T Q At N 22e 


图 14—6 


相应 于 (2. 16) 式 ,我 们 可 以 写 出 当 c rAc BT. AH BERE) ZO TT 


N—r 
sx i 
R« = —————— ; , LU 
x([r,) T DE A 
1 N=—r 
一 N—; 2400 
r—0.1,2,**,m, mc«N. (2. 17) 


由 这 个 估计 式 算 出 自 相关 函数 的 一 系列 近 
似 值 ,从 而 拟 合 出 自 相 关 函 数 的 近似 图 形 ， 
见 图 14 一 7. 图 14 一 7 

最 后 指出 ,各 态 历 经 定理 的 条 件 是 比较 宽 的 ,工程 中 碰 到 的 大 多 数 平稳 过 程 
都 能 够 满足 . 不 过 ,要 去 验证 它们 是 否 成 立 却 是 十 分 困难 的 . 因此 在 实践 中 , 通 
委 事 先 假定 所 研究 的 平稳 过 程 具 有 各 态 历 经 性 ,并 从 这 个 假定 出 发 ,对 由 此 而 
产生 的 各 种 资料 进行 分 析 、 处 理 , 看 所 得 的 结论 是 否 与 实际 相符 . 如 果 不 符 , 则 C 
要 修改 假设 , 另 作 处 理 . 


T 设 函 数 x(D.0xLHELT HA E H Fourie 变换 H Cia B ZEB Bb [| zu. 上 存在 (iw. 为 正常 
数 ) ,而 在 其 他 频率 上 为 等 .依照 抽样 定理 ,应 选取 取样 间隔 Ar ^ i 31 E E WINE C NyquisO EX [8] — 
(或 到 Nz 9 — ) 才 能 保证 km 1.2 N 包含 函数 =(0 在 Occ T. EI RR EE 
“频率 "w 是 角 频 率 , 它 与 实际 的 频率 f£ Zr BP Xe XX iw 2n f. 
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$3 相关 函数 的 性 质 


在 第 十 二 章 832 中 指出 ,用 数字 特征 来 描绘 随机 过 程 , 比 用 分 布 函数 (或 概 
率 密 度 ) 来 得 简便 . 上 一 节 中 又 指出 ,对 于 具有 各 态 历 经 性 的 平稳 过 程 ,可 以 根据 
各 态 历 经 定理 ,对 随机 过 程 的 一 个 样本 图 数 使 用 数学 分 析 的 计算 手续 去 求 它 的 
均值 和 相关 了 鲜 数 .在 这 种 场合 下 ,利用 均值 和 相关 函数 去 人 研究 随机 过 程 更 是 方 
便 . 特别 是 对 于 正 态 平稳 过 程 , 它 的 均值 yx 和 相关 函数 Ry(r) 完 全 刻画 了 该 过 
程 的 统计 特性 . 因此 ,这 两 个 数字 特征 的 重要 性 更 突出 地 显现 出 来 . 为 了 成 功 地 
使 用 数字 特征 去 研究 随机 过 程 ,下 面 着 重 研究 一 下 相关 函数 的 性 质 . 以 下 假设 
X GOL Y CO EFRI, Ryx CO ,Ry(r) 和 Rw(r) 分 别 是 它们 的 自 相 关 函 数 
TI 5 8 X IUE. 

1° RyCO-—E[X'(D] 350. 

这 由 (1. 2) 式 即 可 得 到 .在 下 一 节 将 看 到 , 量 Ry (0) 表 示 平 稳 过 程 X(t) 的 
“平均 功率 ” 

2 Rx( 一 7) 王 Rx(r), 即 Rx COE c If] BS PR. 而 互相 关 函 数 既 不 是 奇 函 数 ， 
也 不 是 偶 图 数 , 但 满足 Rxy C— 0 — Ryx (r). 

这 分 别 可 由 (1.2) 和 (1. 3) 式 得 到 . 依据 这 个 性 质 ,在 实际 问题 中 只 需 计 算 或 
测量 Rx(Crz),RvCr),ReCr) 和 Ryrx(r) 在 r 三 0 的 值 . 

3 关于 自 相 关 函 数 和 自 协 方差 函数 有 不 等 式 ， 

| Rx CO | & R4 CORB Cy GO [x CX (OO — o. 

这 可 根据 自 相 关 函 数 、 自 协 方差 函数 的 定义 以 及 柯 西 一 施 瓦 芯 不 等 式 直 接 
推出 . 

此 不 等 式 表 明 : 自 相关 ( 自 协 方差 ) 函 数 都 在 r=0 处 取 到 最 大 值 @. 

类 似 地 ,可 以 推 得 以 下 有 关 互 相关 函数 和 互 协 方差 函数 的 不 等 式 ， 

| Rxy CO | CRX CO Ry COO RI | Cay CO) | CK COO C, CO). 

应 用 上 还 定义 有 标准 自 协 方差 函数 和 标准 互 协 方差 函数 : 

Cx (r) Cxy Cc) 
«C5 QI E EYES 

由 上 述 不 等 式 性 质 知 ， lox Cc) | «1 和 | oxin | 1. H. 2 oxy Cr) 2x0 BE.XCORI 
YPE. 


Ox (T) = 


D 但 并 不 排除 在 c750 处 也 可 取 到 最 大 值 . 例如 ,随机 相位 正弦 波 的 自 相关 函数 Rx CO = feos wr 


km 


{E r= E £—0,0 1, 2, BEER X E. 
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4° Ry (O ÆJE fA sg B9] . BIRTE E Si H Er sas ttt stn € T HT X 3c (El R A g(t) 
都 有 


2 (t; — tog tog) 之 
事实 上 ， 根据 自 相关 画 数 的 定义 和 均值 运算 性 质 ， 即 有 


» (ti — tg 0g) 一 YEUXCG, )XGj ]g CO gC;) 


i j=l T 


= El S XGOXGOgGDg! 


i=l 
— Ef [91xaGoga) T ]z 0. 
i=] 


对 于 平稳 过 程 而 言 , 自 相关 函数 的 非 负 定性 是 最 本 质 的 . 这 是 因为 理论 上 可 
以 证 明 : 任 一 连续 函数 ,只 要 具有 非 负 定性 ,那么 该 函数 必 是 某 平稳 过 程 的 自 相 
RAX. 

5” 如 果 平 稳 过 程 XCOTEZRIE PUXOGT- T, — XX(0) 二 1, 则 称 它 为 周期 是 
T, 的 平稳 过 程 .周期 平稳 过 程 的 自 相 关 函 数 必 是 周期 函数 , 旦 其 周期 也 是 T. 

SR 3c E.BDERSTE,ELXGO - XGTF T,2]2—0. 又 根据 第 四 章 32 方差 的 性 
质 , 条 件 P{X(t 十 To) 二 外 (1))= 二 1 5 E(CXXGT T)) -XW 20 等 价 . 于 是 ,由 
柯 西 一 施 瓦 茨 不 等 式 

——" 
ED X'CO]E(OLXG-T z2- T2) —XCG-- 2 Jl) 
右 端 为 零 , 推 知 
E(XGOLXGH c£ - Tj) — XCt-0)]) 50, 
展开 即 得 Rx Cr T,) — Ry Co). 

HIEKE rp, ARAFE B dE F1 0] PE DR FCRI T C — rl Li 

DAI X G-- 0f X GO BD 5 3i vr SK AH OE TEA 
lim Rx (r) = lim Cx (r)=0. 
下 面 讲 一 个 应 用 的 例子 . 
设 某 接收 机 输出 电压 V CO Je JA] HB [9 SC 和 噪声 电压 No 之 和 , 即 
VDSS HNG. 
又 设 SOM Nb 是 两 个 互 不 相关 (实际 问题 中 一 般 都 是 如 此 ) 的 各 态 历经 过 
程 , 且 ELNCGO ]—0. 根据 第 十 二 章 (2. 12) 式 ,V(t 的 自 相 关 函 数 应 为 
Ry lr) — Rs CO Ry CÓ). 

由 性 质 5 ,Rs(r) 是 周期 函数 ,又 因为 一 般 品 声 电 压 当 |zr| 值 适当 增 大 时 ,X(C 十 
tc) 和 X(i) 呈 现 独 立 或 不 相关 , 即 有 
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limRy Cc) —0. 
于 是 ,对 于 充分 大 的 z 值 ,我 们 有 
RCTJ) 人 = 有 (Cr)， 
如 果 现 在 将 V(t) 作 为 自 相 关 分 析 仪 (图 14 一 5) 的 输入 , 则 对 于 充分 大 的 
值 ,分 析 仪 记录 到 的 是 周期 涌 数 Rs(r) 的 曲线 ,如 果 只 有 了 曲 声 而 无 信号, 则 对 充 
分 大 的 t 值 ,记录 到 的 Re GO 20. 所 以 从 分 析 仪 记录 到 的 曲线 有 无 明显 的 周期 
成 分 就 可 以 判断 接收 机 的 输出 有 无 周期 信号 . 这 种 探查 信和 号 的 方法 称 为 相关 接 
WE. 
例如 ,特别 假设 接收 机 输出 电压 中 的 信号 和 噪声 过 程 的 自 相 关 函 数 
分 别 为 


2 P 
Rs(r)= cos T» Ry) =b e7 (a0), 


且 咯 声 平 均 功 率 ( 见 下 一 节 (4, 10) 式 )Rv(C0) 王 上 远大 于 信和 号 平均 功率 R,(0)= 
ug. 此 时 , 依 关系 式 R,(r) 


2 
a AT 
Ry Cr) =- cos tot be SEN 


2 
~ costa, t 充分 大 (3. 1) 


来 看 , 自 相 关 分 析 仪 记录 到 的 Ry(r),r 宇 0 
的 图 形 当 rr 充分 大 后 应 呈现 正弦 曲线 , 亦 即 
从 强 品 声 中 检测 到 微弱 的 正弦 信和 号, 如 图 14 一 8 
图 14 一 8. 


OQ T 


84 平稳 随机 过 程 的 功率 谱 密 度 


在 很 多 理论 和 应 用 问题 中 ,常常 利用 傅 里 时 (Fourier) 变 换 这 一 有 效 工 具 来 
确立 时 间 函 数 的 频率 结构 . 本 节 的 目的 就 是 讨论 如 何 运 用 这 一 工具 以 确立 平稳 
过 程 的 频率 结构 一 一 功率 谱 密 度 . 

(一 ) 平 称 过 程 的 功率 谱 密 度 

设 有 时 间 函 数 (D ,一 ce 一 上 一 十 co 是 ,我 们 知道 ,假如 z(o 满 足 狄 利 克 雷 
(Dirichlet) 条件 ,上 且 绝对 可 积 , 即 

N FOI. 5 (4.1) 


D 为 了 便于 理解 诸 物理 术语 ,可 把 x(?) 设 想 为 加 于 1 nn 电 阴 上 的 电压 . 
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. - 一 一 一- 一 一 一 一 -一 一 
ia —À— re P 


那么 xz(1) 的 全 里 叶 变 换 存 在 或 者 说 具有 频谱 
EOE | aoe dr, 
HEA 3 ER. np xi 3E a 
zr) = 去 | F, Co) e^ do. 


F,.Co) REAME, EC PRU Fi w) =F, o0. YE x CO I FL Co zt IB] IR E 
& WE 3E E, ^R CParsevaD S 5X 


jon 十 oa 
| rx (dt = -f | Flw) | dw, 
=j 2m 一 Sm 


等 式 左边 表示 zf 人 (bi 在 (一 ce ,十 co) 上 的 总 能 量 , 而 右边 的 被 积 函 数 |F,(w)|? 
相应 地 称 为 zx(?) 的 能 谱 密 度 . 这 样 , 帕 塞 瓦 尔 等 式 又 可 理解 为 总 能 量 的 谱 表 
m X. 

但 是 ,在 工程 技术 中 ,有 很 多重 要 的 时 间 函 数 总 能 量 是 无 限 的 ,而 且 条 件 
(4. 1) 也 不 满足 .正弦 国 数 就 是 一 例 ,平稳 过 程 的 样本 图 数 一 般 来 说 也 是 如 此 . 这 
时 ,我 们 通常 转 而 去 研究 z(b0 在 (一 ce, 十 ce) 上 的 平均 功率 , 即 


lim. xz x? Dd 
在 以 下 的 讨论 中 ,我们 都 假定 这 个 平均 功率 是 存在 的 
为 了 能 利用 傅 里 叶 变 换 给 出 “平均 功率 的 谱 表 示 式 ”, 我 们 首先 由 给 定 的 
zt 构造 一 个 截 尾 男 数 


(t), ET. 
zo-[ [ere (4. 2) 
0, ll >T., 
易 知 ,zyr(t) 是 满足 条 件 (4. 1) 的 . 现 记 rr) Ir [8 EB up AS 6 y 
Tea T 
F.Co. T) = | xzxr(De "dt -| t (De di, (4. 3) 
J 一 co X 
并 写 出 它 的 帕 塞 瓦尔 等 式 
|. zod = B ^ mo wf. 
E 2 
将 上 式 两 边 除 以 2 了 ,并 注意 到 (4. ka 得 
m 
x. de iz - | F.Go T) NA (4. 4) 
令 人 COHEN D 
1 1 [** 
lim f rde = A lim 2 VR o a (4. 5) 


相应 于 能 谱 密 度 adito 5) 式 右 端 的 被 积 式 称 作 函数 xz(b) 的 平均 功率 谱 密 
度 ,简称 功率 谱 密 度 ,并 记 为 
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AL 


= i 1 : 12 
S. (o) — lim 5z.| Flw T) i (4. 6) 


而 式 (4. DA iE F 25] 7] A B EU XX. 
现在 我 们 把 平均 功率 和 功率 谱 密度 的 概念 推广 到 平稳 过 程 Xi , — eet — 
十 co, 为 此 ,相应 于 (4. 3) 和 (4. 4) 式 写 出 


T 
Fx Go, T) -| X (He "dt (4. 7) 
—T 


和 
x 二 人 | Feta LY lido (4. 8) 
Ad4doT Am J ` 


TE. G. DAC. 8) 式 中 诸 积 分 都 是 随机 的 . 这 时 ,我们 将 (4. 8) 式 左 端的 均值 的 
极限 , 即 量 
lim E[ 55. X coa (4. 9) 

定义 为 平稳 过 程 X(z) 的 平均 功率 . 

交换 (4. 9) 式 中 积分 与 均值 的 运算 顺序 ,并 注意 到 平稳 过 程 的 均 方 值 是 常数 
,于 是 
: 1 | rs | ; ] [* i 3 
lim E( 闻 |_,X (Ddrj— Jim 2T ELX CO ldt = yv, (4. 10) 


即 平 稳 过 程 的 平均 功率 等 于 该 过 程 的 均 方 值 或 Ry (0). 
接着 ,把 式 (4.8) 的 右 端 代 人 (4. 10) 式 的 左 端 ,交换 运算 顺序 后 可 得 
Vi — L| dim LLE( FG, T) |*)do. (4. 11) 
相应 于 (4. 5) 一 (4. 6) 式 ,我 们 把 (4. 11) 式 中 的 被 积 式 称 为 平稳 过 程 XCGO 8g 
功率 谱 密 度 ,并 记 为 Sxx (0 EX Sx Co) , Bi 


ZEE. OM 

Sx (0) = lim zE {| Fx Go, |). (4. 12) 
利用 记号 Sx(o),(4. 11) 式 可 简写 为 
zc 

YA = +f -A (4.13) 
TL — 


此 式 称 为 平稳 过 程 X(t) 的 平均 功率 的 谱 表 示 式 . 

功率 谱 密 度 Sx tw) 通常 也 简称 为 自 谱 密度 或 谱 密 度 了 0D, 它 是 从 频率 这 个 角 
度 描述 X(t) 的 统计 规律 的 最 主要 的 数字 特征 . 由 (4. 13) 式 知 , 它 的 物理 意义 是 
表示 X(t) 的 平均 功率 关于 频率 的 分 布 . 


(D 可 以 指出 ,平稳 过 程 的 总 能 量 为 无 限 ,而 且 能 谱 密 度 也 不 存在 , 故 在 平稳 过 程 理 论 中 “ 谱 密 度 ” 一 
词 总 是 指 功率 谱 密 度 . 
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如 有 我 们 已 知 平 稳 过 程 X(7) 的 谱 密 度 , 那 么 在 任何 特定 频率 范围 (wi ,os*) 
内 的 谱 密 度 对 平均 功率 的 贡献 为 
"m SN i 
TER. S B Sx Go) dw. 


以 上 定义 的 谱 密 度 Sx(w) 又 称 为 "双边 谱 密 度 ”, 意 思 是 对 w 的 正 负 值 都 是 
有 十 义 的 .但 实际 中 负 频 率 是 无 意义 的 ,为 了 适应 实际 测量 ,考虑 定义 在 [0， 
十 ce) 上 的 平稳 过 程 X GO ,并 按 前 面 的 思想 和 步骤 ,定义 “" 单 边 谱 密度 ”: 


[tss TE! ED wb 
T— +F oo . 


Gy (w) = (4. 14) 


1 0, wu, 
T 
此 处 Fx Go, T) =l XQ) e^ dr. 
Q 


可 以 证 明 , 单 边 谱 密度 与 双边 谱 密 度 
的 关系 是 : 
2S5ylw)s w0, 
GG) = | 
0, wO, 
见 图 14 —9 所 示 . 这 相当 于 利用 Sx Co) 的 
偶 函 数 性 质 中 ,把 负 频 率 范 围 内 的 谱 密 度 
折算 到 正 频率 范围 内 . 图 14 一 9 
实用 上 ,从 定义 单 边 谱 密度 的 (4. 14) 式 出 发 ,设计 有 专门 的 仪器 和 计算 方法 


用 以 模拟 平稳 过 程 的 谱 密度 或 进行 数值 计算 . 
(一 ) BOE BUE 


谱 密 度 Sx(o) 有 以 下 重要 性 质 ， 
1 Sylw) Æ w 的 实 的 . 非 负 的 偶 函 数 . 
事实 上 ,在 (4. 12) 式 中 , 量 
| Fx (o, T) |! — Fx (o, T) Fx ( —9, T) 
是 w 的 实 的 , 非 负 的 偶 函 数 , 所 以 它 的 均值 的 极限 也 必 是 实 的 、 非 负 的 偶 函 数 . 
2 Sx(w) 和 自 相 关 函 数 Rx(r) 是 一 傅 里 叶 变换 对 , 即 


Sx(w) = | RC e dr, (4. 18) 


il | 
Rs +| S, (w) er dw. (4. 16) 


它们 统称 为 维 纳 一 辛 钦 (Wiener-Khinchin) 公 式 . 


O 见 本 节 ( 二 ) 中 性 质 1". 


«352 * 第 十 四 章 ”平稳 随机 过 程 


为 了 推导 公式 (4.15) ,我 们 将 (4.7) 式 代入 (4. 12) 式 ,得 
Sx (tw) = Jim 77E (| xc Je dt, [ xe )e wz dr, g 
1Uf& 5 VIR) FLA TEES MERITER 20A A) 53 2 (BL 3 REALE ETE SES EUXGL)0 XC; 1 — 
Ry G; —t 2 BUR 
Sx(o) = lim x E(XGi ) X(t) je ^"?! di dt 
T— 21J-rJ-r 


: 1 T T 
= lim H R g(t; — t Je ws d dr,. 


-T 


Tao 


接着 ,依照 32 EWER , 作 恋 量 赫 代 n5 t f r5 Ht s A pL sl 


aT 
Sx (w) = lim | (1 一 | B | )Rx Oe dr 
T_ -十 ooy —2T 


2T 
= lim| Rinewdr. (4. 17) 
Ed 
1—4 )Rx(r， lrl<2T, 
式 中 riod gp Rr, de 
0, |r “2T. 


当 了 -~ 十 co 时 ,注意 到 Ri OR (rt) 对 每 一 个 r 都 成 立 , 于 是 由 (4.17) 式 就 可 得 到 公式 


T 
Sx Cw) = a Rx Cre dr. 


最 后 一 步 在 理论 上 要 求 | | Rx | dr <+ oo. 


如 此 ,可 以 得 出 如 下 结论 :平稳 过 程 在 自 相 关 函 数 绝对 可 积 的 条 件 下 , 谱 密 
度 就 是 上 日 相关 图 数 的 傅 里 叶 变 换 , 即 维 纳 一 辛 钦 公式 (4. 15) 成 立 . 而 公式 (4. 16) 
则 是 Sx Coo B 8i HB n 336 E P. 

在 (4. 16) 式 中 令 r=0, 再 次 得 到 表示 式 (4. 13). 

此 外 ,由 于 Rx(zr) 和 Sx (w) 都 是 侦 函 数 , 所 以 利用 欧 拉 (Euler) 公 式 , 维 纳 一 
辛 钦 公式 还 可 以 写成 如 下 的 形式 : 

ee 2| RyGOcos i (4. 18) 


om 
Rir) = i| Sx (mo) cos w rdw. (4. 19) 
ü 


维 纳 一 辛 钦 公式 又 称 为 平稳 过 程 自 相关 函数 的 谱 表 示 式 , 它 揭示 了 从 时 间 
角度 描述 平稳 过 程 X(1) 的 统计 规律 和 从 频率 角度 描述 XO 的 统计 规律 之 间 的 
联系 . 据 此 ,在 应 用 上 我 们 可 以 根据 实际 情形 选择 时 间 域 方法 或 等 价 的 频率 域 方 
法 去 解决 实际 问题 . 

维 纳 一 辛 钦 公式 的 计算 一 般 比 较 复 杂 , 常 要 用 到 其 他 门类 的 数学 知识 ,好 在 
已 经 制备 有 傅 里 叶 变换 手册 可 供 查 用 . 表 14. 1 列 出 了 若干 个 自 相 关 函 数 以 及 对 
应 的 谐 密度 . 

例 1 已 知 平稳 过 程 XH B THX PRU 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 — m 


Ry(r)=e “lcos wor, 


求 XCORUÉESE RE Sx Co). 
解 ” 由 公式 (4.15) 和 网 拉 公 式 , 有 


Sy lw) = | e" cos ayr » e "dr 


— ry 


Ten las. T — iwn f 
EN e 一 一 e a exi 
a: | e alrl ( 5 Je wr dr 


十 sm 二 
Z i[[ eh enenmrdg | ER 
这 两 个 积分 分 别 是 e“" 的 健 里 叶 变 换 在 一 ww,w 十 w。 处 的 值 ( 见 表 14.1 第 1 
栏 ), 所 以 
PS 2 La^-- Ga—a 7? EG a 


Z ] --—— 
"ucc cede 
tc R9 ELE ILS 14 一 1 第 3 栏 , 本 题 的 解法 ,实际 上 是 利用 表 14 — 128. 1 栏 的 对 应 


关系 ,验证 第 3 栏 的 对 应 关系 . 口 
表 14 一 1 


—M— —— —— H——vjr—Ó M  P— T— 


sinw T/2) 
Tw? 
a Jj a 
VA EAEE] 
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续 表 


Ryír) Sx(w) 


例 2 已 知 谱 密度 
w 4-109 十 9 ， 
求 平 稳 过 程 X(b 的 自 相 关 函 数 和 均 方 值 . 
E MERTE. AHE Sx (w) 改 写成 部 分 分 式 之 和 
Sr lo 一 fero slantar) 
由 于 傅 里 叶 逆 变 换 (4. 16) 也 是 线性 变换 ,所 以 可 对 上 式 右 端 两 项 分 别 查 表 14 一 1 
第 1 栏 后 相 加 ,经 整理 得 所 要 求 的 自 相 关 郑 数 


1 _ p 
Rx Co — 3s (9e rl Ge lr y. 


Sio) = (4. 20) 


而 均 方 值 为 
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形 如 (4. 20) 的 谱 密 度 属 于 有 理 谱 密 度 . 根据 谱 密度 性 质 1 ,有 理 谱 密 度 的 
一 般 形 式 应 为 
w" J- ao, 29"! d- *** d- ag 
ar" T 5, uw? +-+ b, 
AP S>0: X m T- 3o 397; (EUR R., Br DA B (4. 13) 式 还 要 求 mn B7 BENE XC 
实数 根 . 有 理 谱 密度 是 实用 上 最 常见 的 一 类 谱 密 度 . 

另外 , 当 我 们 已 经 算得 平稳 过 程 的 自 相 关 函 数 的 估计 Rx(z,) ,r= 二 0,1,2,…， 
m 时 ,那么 经 由 维 纳 一 辛 钦 公式 可 以 得 到 谱 密度 的 估计 . 这 种 估计 式 很 多 , 例 
如 ,利用 积分 的 梯形 近似 公式 ,相应 于 (4. 18) 式 可 以 写 出 如 下 谱 密度 的 原始 
估计 : 


E = m-l á = 
Sx lw) = At[ Rx CO) 4-2 >), Rx(r,)cos w r,t Ry (ra) eos w t]; 
r=] 


0 二 ow 生 oc( 式 中 量 r ALI owo 参见 第 345 页 的 2 ), 在 实际 应 用 时 ,还 需 利 用 有 
关 随 机 数据 分 析 方 法 对 原始 估计 作 进 一 步 的 加 工 . 

最 后 需要 指出 的 是 ,在 实际 问题 中 常常 碰 到 这 样 一 些 平稳 过 程 ,它们 的 自 相 
关 函 数 或 谱 密 度 在 常 义 情 形 下 的 傅 里 叶 变 换 或 道 变换 是 不 存在 的 (例如 随机 相 
位 正弦 波 的 自 相 关 函 数 ) ,但 与 通常 频谱 分 析 中 遇 到 的 情况 一 样 , 如 果 人 允许 谱 密 
度 和 目 相 关 函 数 含 有 人 函数 , 则 在 新 的 意义 下 利用 6 函数 的 傅 里 叶 变 换 性 质 , 有 
关 实 际 问题 仍 能 得 到 圆满 解决 . 

上 面 所 说 的 6 函数 是 单位 冲 激 函 数 $(D) 的 简称 , 它 是 一 种 广义 函数 . 狄 拉克 
(Dirac) 最 早 给 出 了 65(1) 的 如 下 定义 ， 

fe- = 0, Æ 0, 


Sx (a = S, 


oc 
| oCpdr = 1, 


通常 用 图 14 一 10 中 的 单位 有 向 线段 来 表示 .8 函数 的 基本 性 质 是 ;对 任 一 在 r= 
0 连续 的 函数 f(r), 有 ó(t) 


BN KoOftodrs JO»). 
RER SOE c c) 连续 ,就 有 
| a fode = Fa) (筛选 性 ) 
据 此 ,可 以 写 出 以 下 傅 里 叶 变 换 对 : 
| sos wde = 1 "T 


K 


© 
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—— 一 一- 一 一 一 一 一 


< 一 > lr) = ES irr e^ dw, (4. Z1) 
ZN 一 
| e dr 一 Bo) -—— zz ] aoe do. (4. 22) 
_- £m AT AT) -o 


(4. 22) 式 表明 ; 当 自 相关 函数 Rx CO — 1 时 , 谱 密 度 Sx Co) 一 2r6(ow). 其 次 ， 
YS uT oR 48. 1E 22 70 B AH 2E PR. Rx CD — acos wr 的 谱 密 度 为 
Sx Co) — anl 66Geo— an) -8CGo-F os ) ]. (4. 23) 
事实 上 ， 
Sx (tw) 一 | acos anre“ dr = Z| (c H e *or)e dr 
-ee 
利用 变换 式 (4. 22) 即 得 (4. 23) 式 . 
由 上 可 见 , 自 相关 图 数 为 常数 或 正弦 型 琐 数 的 平稳 过 程 ,其 谱 密度 都 是 离散 
的 ( 见 表 14.1 第 5.7 ©). 
例 3 KAH AR 


z 
Ry (r) = cos wt be “lr 


[ 见 (3.1) 式 ] 所 对 应 的 谱 密 度 Sy Co). 
E ”利用 傅 里 叶 变 换 的 线性 性 质 , 并 参照 (4. 23) 式 和 表 14.1 第 1 栏 , 即 可 
知道 所 要 求 的 谱 密度 为 


2 
Sy Co) = E LO CGuo— wo) d- Co d^ e ) 1 十 E 


ua 
相应 的 谱 密 度 图 如 图 14 — 11 所 示 . 此 图 说 明了 谱 密 度 是 如 何 表 明 噪 声 以 外 的 周 
期 信号 的 . 


图 14 一 11 


BINE 均值 为 堆 而 谱 密 度 为 正常 数 , 即 
Sx(w)= S, ,— coca -Foo (S,7»0) 
WFH XORA AREE., MARA. 其 名 出 于 白光 具有 均匀 光谱 的 
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缘故 . 
利用 变换 式 (4, 22) ,可 算得 白 噪声 的 自 相关 函数 为 


i dem i EI uat — | 
Rx(r) — — Sx Co) e** dw = 一 e" du = Slr). 
ov — 0} ÒK 一 


见 表 14.1 第 6 栏 . 由 上 式 可 知 , 晶 噪声 也 可 定义 为 均值 为 零 . 目 相 关 函 数 为 8 K 
数 的 随机 过 程 , 且 这 个 过 程 在 二 隆 ts 时 ,X5o) 和 天 (Pa) 是 不 相关 的 . 

曰 号 声 是 一 种 理想 化 的 数学 模型 , 它 的 平均 功率 Rx (0) 是 无 限 的 . 实用 上 ， 
如 果 某 种 噪声 (或 干扰 ) 在 比 实际 考虑 的 有 用 频带 宽 得 多 的 范围 内 具有 比较 " 平 
坦 ” 的 谱 密 度 , 那 就 可 把 它 近 似 地 当 作 日 噪声 来 处 理 . 白 噪 声 在 数学 处 理 上 具有 
简单 .方便 的 优点 . 

与 日 噪声 相关 联 的 另 一 类 所 谓 带 限 白 噪声 ,其 谱 密 度 的 特点 是 仅 在 某 些 有 
限 频 率 范 围 内 取 异 十 零 的 常数 . 例如 低 通 白 噪 声 , 它 就 是 由 下 面 的 谱 密 度 所 定 


X Hl. 
So lol Sn» 
Sol di ERG 
0. lel >w» 
TH ID BJ B TR 2c BRL COS 
Ry(r) = i| Sx (a) e" do) 一 1 i S, e^" do 
2 —o23 AT l 


一 

So wi 
Fin 

So pr 

——— D—— 


Am ir 


* tr 二 0， 


z I Soa (= | 
K 


[uM wa T 


r3Æ£0. 


当 eI VEL x1 2, Rx (r) 0. 这 表明 低 通 白 品 声 XCD) 在 六 一， 一 如 


Bf, X Ga ORI X Co JE AIR OE Bg. 38 14.1 第 4 栏 给 出 了 S,=1 的 图 形 . 
(=) DEBE NEA 
B XOM YCOJEWIT VE ESROS BT IE. 我 们 定义 
Sv (w) — lim 7E {Fx(—w, T) Fv (w, T)) (4. 24) 


为 平稳 过 程 X0 和 Y(bo 的 互 谱 密 度 , 式 中 Fx(w,T) 依 (4,7) 式 确定 . 

由 (4. 24) 式 可 知 互 谱 密 度 不 再 是 o 的 实 的 , 正 的 偶 应 数 , 但 它 具 有 以 
下 特性 ， | 

1° Sxy Co) — Six Co). 即 Syy Co? fll Syx (92 E.g 2E SB ER C. 

2 TE B AHOS IPRC Rsxyr(r) 绝 对 可 积 的 条 件 下 ,还 有 如 下 维 纳 一 辛 钦 公 式 : 


十 em 
Syy (o) = I Rxy Ge “dr, (4. 25) 
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+o | 
ots -f Ss, (o) e do. (4. 26) 


证 明 方 法 与 公式 (4.15) 和 (4. 16) 相 同 . 

3° Rel Syr Cw) 和 Rel Syx Cw) JÆ o I 48 BR C Im Sy (w) A Im Syx Co)? | 是 
w 的 奇 函 数 . 这 里 ReL ”jj 表示 取 实 部 ,Im[ jj 表示 取 虚 部 . 

事实 上 ,把 (4. 25) 式 改写 成 

Sxy Go) = | Recos wr dr 一 | Re co sin wr dr 

即 可 推 知 . 

4 互 谱 密 度 与 自 谱 密度 之 间 成 立 有 不 等 式 

| Ser CoD | X Sy (Cw) Sy Co). 

HE BH ws. 

实际 应 用 中 , 当 考 虑 多 个 平稳 过 程 之 和 的 频率 结构 时 ,要 运用 互 谱 密度 . 例 
如 , 设 Z(01) 二 外) 十 YG2) ,其 中 站 (1) 和 Y(1) 是 平稳 相关 的 . 这 时 ,Z(2) 的 自 相关 
KAE Razr) =Ryx (r) 十 Rxy (7T) 十 Ryx G)- Ry GO RERA- op dx AN X. 
ZGOOBN B EAE BE OS 

Szz (w) = Syy Ca) F Syr Caw) + Syx C) + Syy lw) 
= Sxx Co) F Syy Co) 2Rel Sy (0w) |. 

互 谱 密 度 并 不 像 自 谱 密度 那样 具有 物理 意义 , 引 人 这 个 概念 主要 是 为 了 能 
在 频率 域 上 描述 两 个 平稳 过 程 的 相关 性 (例如 ,对 具有 零 均值 的 平稳 过 程 X(D) 
Tl YCO mz RISE 2',Sx,(Co)20 与 (1) 和 YY(z) 不 相关 是 等 价 的 ). 

相关 函数 和 谱 密 度 的 一 个 重要 应 用 是 分 析 线 性 系统 对 随机 输入 的 响应 , 它 
的 具体 内 容 由 有 关 专 业 课 程 加 以 介绍 . 

小 结 


本 章 讨论 的 平稳 过 程 {X(1) ,+E TT} 是 指 宽 平稳 过 程 , 它 的 特点 是 均值 为 常数 , 自 相 关 函 

数 是 时 间 差 的 单 变 量 函 数 , 即 对 于 任意 1,t 十 rET. 
ELX] = us (常数 )， ELXCOXG-- D ]— Ry (2 

与 + 无关 ;否则 称 过 程 不 具有 平稳 性 或 为 非 平稳 过 程 ,参数 集 丁 取 ( 一 0, 十 coo),[0, 十 oo). 

如 果 两 个 平稳 过 程 X(t) 和 Y(1) 的 互相 关 函 数 只 是 时 间 差 的 单 变 量 函 数 , 即 

E[ XCOYG-- 2 ]= Rxy CO, 

就 称 XX(?) 与 Yt) 是 平稳 相关 的 ,否则 称 两 过 程 不 平稳 相关 ， 

容易 看 出 ,判定 平稳 性 .平稳 相关 性 仅仅 涉及 随机 过 程 的 均值 函数 、 自 相关 函数 和 互相 关 
函数 的 计算 ， 

随机 过 程 的 时 间 均 值 


T 


— ee l 
(XC) = im 2T AX Ddi 


zy 


E . 359.» 
Tür [8] 8 3E p 


(XC) XG 4-0) = lim P XO XG 4 Dd 


一 般 来 说 具有 随机 性 ,它们 的 计算 涉及 随机 过 程 的 极限 运算 与 积分 运算 ,读者 不 必 去 追究 它 
们 的 理论 根据 ,完全 可 以 按 高 等 数学 中 的 方法 来 计算 ,但 在 计算 过 程 中 出 现 的 随机 变量 应 视 
作 常 数 ( 见 $2 例 1). 

利用 集 平 均 来 计算 数字 特征 是 十 分 困难 的 . 为 了 考察 是 否 可 以 从 平稳 过 程 {(X(1) ,+E TI 
的 一 个 样本 函数 中 获取 该 过 程 的 统计 信息 ,我们 引信 了 各 态 历 经 性 . 例如 

P{(X())=px}=1 

成 立时 , 称 均 值 具有 各 态 历经 性 ;还 有 自 相 关 函 数 的 各 态 历 经 性 , 均 方 值 的 各 态 历 经 性 以 及 各 
态 历经 过 程 等 . 

判断 一 个 平稳 过 程 (或 其 数字 特征 ) 是 否 具 有 各 态 历经 性 有 两 种 方法 :一 种 是 根据 各 态 历 
经 性 的 定义 ,直接 计算 ,作出 比较 ,进行 判断 .一 般 来 说 车 时 间 平 均 (，}) 带 有 随机 性 , 则 相应 的 
数字 特征 一 定 没 有 各 态 历 经 性 . 一 种 是 根据 各 态 历经 性 定理 及 其 推论 来 作 判 断 ， 

对 于 各 态 历经 过 程 , 按 定义 可 从 一 个 样本 函数 xz(1) 获 得 数字 特征 (车 参 数 集 为 [0， 
十 co))， 


px = im F|, 0dr, Rx (r) = [lim E rr T rdt. 


相关 上 函数 是 平稳 过 程 在 时 间 域 上 的 主要 数字 特征 ,常用 的 性 质 有 :Rx(0) = E[ X* (0 ]— 
O.Ry ( —D—RxGO.RyyC— O= Ry OUR | Ry COO! E Ry (0) 88, 
PSR: (ORR FEE X(t) 的 平均 功率 ,而 由 平均 功率 的 谱 表 示 式 


1 es 
Vx = 二 | Sx Ca) dw, 
T Jo 


我 们 引 人 了 平稳 过 程 X(D 在 频率 域 上 的 数字 特征 一 一 功率 谱 ( 谱 密度 )Sv Cw). 
谱 密 度 Sx Cao JÉ w KISE RS E 88 BL PR CIE 5 AHAA Re (r) 构 成 健 里 叶 变 换 (FT) 
x1 . Bil 


SG) = | Rode (=2| Rios w edo. 


1 和 ! 1 Ten 
Ry Cr) = zi Syla dw (= lf SxGu cos w rdw). 
Ad — x Jo 


EMARE- 3E X IS XX. 理论 书 上 , 常 以 第 一 式 , 即 Rx (r) 的 FT 直接 定义 谱 密 度 . 除了 
Sx 6o) Z0 外 ,读者 可 从 维 纳 一 辛 钦 公 式 自行 导出 Sx (w) 的 性 质 及 平均 功率 谱 表示 式 , 由 此 认 
识 该 公式 的 重要 性 . 维 纳 一 辛 钦 公 式 揭示 了 时 间 域 上 相关 函数 与 频率 域 上 谱 密 度 之 间 的 转 
IA. 

互 谱 密度 设 有 物理 意义 , 它 仅 仅 是 作为 频率 域 上 的 数字 特征 而 引进 的 . 我 们 主要 掌握 互 
谱 密度 的 维 纳 一 辛 钦 公式 ,并 了 解 互 谱 密度 的 性 质 . 

为 了 计算 平稳 过 程 的 谱 密度 (或 互 谱 密 度 ) ,一般 总 是 先 求 出 相关 函数 ,再 进行 FTOR 
纳 一 辛 钦 公式 ) 得 到 谱 密 度 . 
B 重要 术语 及 主题 

( 宽 ) 平 稳 过 程 ”平稳 相关 ”时间 均值 和 时 间 相 关 函 数 各 态 历经 性 各 态 历 经 过 程 
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相关 函数 及 其 性 质 ”功率 谱 ( 谱 密度 ) 维 纳 一 辛 钦 公式 “ 白 品 声 互 谱 密 度 
E 


1. 设 有 随机 过 程 XCGD — Acos(Gut 4-8) , — eo «t 4- co ,其 中 A 是 服从 瑞 利 分 布 的 随机 变 


量 , 其 概率 密度 为 
fa às, 
fla)=40 
l 0, a0. 
日 是 在 (0,2x) 上 服从 均 句 分布 且 与 A 相互 独立 的 随机 变量 ,w 是 一 常数 , 问 久 (1) 是 不 是 平稳 
过 程 ? 


2. 设 XO) 58 YOE HE für B5 ES SERE. 试 证 以 下 随机 过 程 也 是 平稳 过 程 ; 

(10 Z, (0 XOY. 022 Z,Q0— XXOD YC). 

3, WE (XOD 一 eot too) EFR, R (rt) 是 其 自 相 关 函 数 ,a 是 常数 ,试问 随机 
过 程 

Y(DzXG-4Ta)—X(OD 

是 不 是 平稳 过 程 ? 为 什么 ? 

4. WE (NOD 0)} 是 强度 为 的 泊 松 过 程 ,定义 随机 过 程 Y(t) = NaH Na), Hp 
TAX LI0. BOR Y CO B ES] B eR PRCRI Bi 48 2E BR C 3E [8] Y CO f ds EE e ER? 

5. RFE (XG, oct rco ) 的 自 相关 函数 为 Ry GO me! n! (1 十 a r|), 其 中 
7$ 2 ac-0. mj E[ XCGO ]70. HE XCO BS235 B A 8 RU ES ERSTE? 为 什么 ? 

6. 第 1 题 中 的 随机 过 程 XOGD = 二 Acoslwi 十 全 是 否 是 各 态 历 经 过 程 ” 为 什么 ? 

7. CD 设 Cx (是 平稳 过 程 X CO BS EMT 25 ERI. 试 证 : 若 Cx(r) 绝 对 可 积 , 即 


i | Cy (D | dr 一 十 œ, 


则 (的 均值 具有 各 态 历 经 性 . 

(2) 证 明 第 十 四 章 $1 例 2 中 的 随机 相位 周期 过 程 X(D s(t 十 是 各 态 历经 过 程 . 

8. 设 X(t) 是 随机 相位 周期 过 程 ,下 图 表示 它 的 一 个 样本 函数 (7) ,其 中 周期 了 和 波幅 从 
都 是 常数 ,而 相位 加 是 在 {0,T) 上 服从 均 名 分布 的 随机 变量 . 

GOD GR ux Pi. (2) K XOM X* C). 


9. 设 平稳 过 程 XOOR) B HOS eR SOS Ré GO ,证 明 : 
P(|XG0—XO | Za} &2UR,C) -RyGO]/a^ ， a0, 


3 F . 361 。 


10. 设 XO AFELE. AKKA R CO EVA T, 为 周期 的 函数 .证 明 :X(t) 是 周期 
为 T, 的 平稳 过 程 . 

11, 设 关 ( 四 是 雷达 的 发 射 信和 号 , 遇 目 标 后 返回 接收 机 的 微弱 信和 号 是 aX(G— nal. 
是 信和 号 返回 时 间 , 由 于 接收 到 的 信和 号 总 是 伴 有 了 噪声 的 , 记 品 声 为 N(z), 于 是 接收 到 的 全 信 


号 为 
Y(D-—aX(t—r)T NO). 

(1) E XOM NCO EFRI, EH X COMI Y CO4ESE 8B XC. 

(2) 在 (1) 的 条 件 下 ,假设 NCO RIS BS E H5 X(t) 是 相互 独立 的 , 求 Ryy(r)( 这 是 利用 
互相 关 函 数 从 全 信号 中 检测 小 信号 的 相关 接收 法 ). 

12. ERR SERE (X (0 ,一 oor doo) B) AHA 

R(t) —4e^ "l cos nr+ cos 3r. 

求 :(1) XCOO BUE E. (22. XCO B iE SE HE. 

13. 已 知 平稳 过 程 XCO BU il E HE 


F 
一 一 由 
SIS ugar 


XX XGO 832537; f&. 
14. 已 知 平稳 过 程 XCOO B BL TB 2E bg OS 
so] up. Iure 
0, | =| T, 
求 谱 密度 Sylw). 
15. 已 知 平稳 过 程 XCO BRE E HE A 


so - [r0 la kero 
0, 其 他 ， 
求 X(t) 的 自 相关 函数 . 
16. 记 随 机 过 程 
Y) =X(t)cosleat tA), | —oocte co, 


其 中 X(z) 是 平稳 过 程 , 人 @ 为 在 区 间 (0,2x) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ous 为 常数 ,上 且 XCGO 5; 9 348 
互 独立 . 记 XOH B TRIS IRE Ry GO ,功率 谱 密 度 为 Sy GOD. 试 证 ， 
(1) YCOROF A ZUR B.E 89 EL HAE ERG 


Ry(r)— LR. (T)COS tu; t. 


(2) YCO ff] Zj E iif 9E HE Oy 
Sy (w) =Z [Sx (wan) + Sx (wta )-L 
17. 设 平 稳 过 程 XCO B RE SE HE Sy CoD ,证 明 ;Y(t) — XCO +X- Do B6 i£ 9E Hr E 
Sy (Gu) — 254 (y) Cl + cos wT). 


18. 3 X COL Y COE Bj T OP SUB OR BÉ) SEE. E BH 
Re Syy Cw) = Re Sxy lw) + Im Syx (一 一 Im Sxy (m). 
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19. 设 两 个 平稳 过 程 
X(D=acoslawt tA, YD =bsinlat tO), 一 汪 5 一 1 十 so， 
其 中 a.b. ow 均 为 常数 ,而 外 是 (0,2r) 上 均 习 分 布 的 随机 变量 , 试 求 互 相关 盟 数 Rxy CO, 
Ryx (tT) 和 互 谱 密 度 Sxy (o)，Syx Co). 
20. 设 X(t 和 Y(t) 是 两 个 相互 独立 的 平稳 过 程 ,均值 e 和 jxy BRIDE ,定义 
ZG)T X(T TG), 
试 计 算 Suy tw) 和 Sxz Co). 


选 做 习题 


概率 论 部 分 


1. 一 打靶 场 备 有 5 支 某 种 型 号 的 枪 , 其 中 3 支 已 经 校正 ,2 支 未 经 校正 . 某 人 使 用 已 校正 
的 枪击 中 目标 的 概率 为 pl ,使 用 未 经 校正 的 枪击 中 目标 的 概率 为 p;. 他 随机 地 取 一 支 枪 进行 
射击 ,已 知 他 射击 了 5 次 ,都 未 击 中 , 求 他 使 用 的 是 已 校正 的 枪 的 概率 ( 设 各 次 射击 的 结果 相 
互 独立 )， 

2. 革 人 共 买 了 11 个 水 果 , 其 中 有 3 个 是 二 级 品 ,8 个 是 一 级 品 .随机 地 将 水 果 分 给 ALB. 
C 三 人 ,各 人 分 别 得 到 4 个 .6 个 .1 个 . 

(OD 求 C 未 拿 到 二 级 品 的 概率 . 

(2) 已 知 C 未 拿 到 二 级 品 , 求 ALB 均 拿 到 二 级 品 的 概率 . 

(3) K A,B 均 辣 到 二 级 品 而 C 未 拿 到 二 级 品 的 概率 . 

3. 一 系统 工 由 两 个 只 能 传输 字符 0 和 1 的 独立 工作 的 子 系 统 L, 与 L; 串联 而 成 (如 题 3 
图 ) ,每 个 于 系统 输 人 为 0 输出 为 0 的 概率 为 BOO p MAA 1 输出 为 1 的 概率 也 是 
b. 今 在 图 中 a 端 输 入 字符 10K R BEL 89 5 端 输 


出 字符 0 的 概率 . a b 
4. HZ, BLA AC OLD MRT, f ODE E 

SPRIE G 点 谁 得 胜 ,从 甲 开 始 掷 , 问 甲乙 得 胜 的 题 3 图 

概率 各 为 多 少 ? 


5. 将 一 颗 般 子 丘 两 次 ,考虑 事件 :4 一 “第 一 次 搓 得 点 数 2 或 5”,B 一 “两 次 点 数 之 和 至 少 
HN 7" 3R PCA) PCO) HAR A.B 是 否 相 互 独立 . 

6.4. 昌 两 人 轮流 射击 ,每 次 每 人 射击 一 枪 ,射击 的 次 序 为 4&,B,A,B,A,…, 射 击 直 至 击 
中 两 枪 为 止 . 设 每 人 击 中 的 概率 均 为 p, 且 各 次 击 中 与 否 相 互 独立 . 求 击 中 的 两 枪 是 由 同一 人 
射击 的 概率 . (提示 :分 别 考虑 两 枪 是 由 A 击 中 的 与 两 枪 是 由 B 击 中 的 两 种 情况 ,车 两 枪 是 由 
丰 击 中 的 , 则 射击 必然 在 奇数 次 结束 . 又 当 |z1 志 1 时 ,1 二 2x 十 3 十 … 二 1/(1 一 z)?.) 

7. 有 3 个 独立 工作 的 元 件 1, 元 件 2, 元 件 3, 它 们 的 可 靠 性 分 别 为 pis ,ps. 设 由 它们 组 
成 一 个 “3 个 元 件 取 2 个 元 件 的 表决 系统 ”, 记 为 2/3[G] 
这 一 系统 的 运行 方式 是 当 且 仅 当 3 个 元 件 中 至 少 有 2 个 正 | v Lh 

Les 

s. A 


常 工作 时 这 一 系统 正常 工作 . 求 这 一 2/3[G] 系 统 的 可 — 4 
8. 在 如 题 8 图 所 示 的 桥 式 结构 的 电路 中 ,第 i 个 继 电 


器 触 点 闭合 的 概率 为 p; ,i=1,2,3,4,5. e Hk ST EHE 题 8 图 
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独立 , 求 : 

(1) 以 继电器 触 点 1 是 否 闭 合 为 条 件 , 求 A 到 B 之 间 为 通路 的 概率 . 

(2) BA A $J B Ai PES AR FE P HET dU 3 是 闭合 的 概率 . 

9. 进行 非 学 历 考试 ,规定 考 甲 . 乙 两 门 课程 ,每 门 课程 考试 第 一 次 未 通过 都 只 允许 考 第 二 
K. 考生 仅 在 课程 甲 通过 后 才能 考 谋 程 乙 , 如 两 门 课程 都 通过 可 获得 一 张 资 格 证 书 . 设 某 考生 
通过 课程 甲 的 各 次 考试 的 概率 为 加 ,通过 课程 乙 的 各 次 考试 的 概率 为 ps , 设 各 次 考试 的 结果 
相互 独立 . 又 设 考生 参加 考试 直至 获得 资格 证 书 或 者 不 淮 于 再 考 为 止 . 以 表示 考生 总 共 需 
考试 的 次 数 , 求 X 的 分 布 律 . 

10. CDD 5 只 电池 ,其 中 有 2 只 是 次 品 , 每 次 取 一 只 测试 ,直到 将 2 只 次 品 都 找到 . 设 第 
2 只 次 品 在 第 XXX 一 2,3,4,5) 次 找到 , 求 和 的 分 布 律 ( 注 :在 实际 上 第 5 次 检测 可 无 需 进 
TI. 

(2) 5 只 电池 ,其 中 2 只 是 次 品 ,每 次 取 一 只 ,直到 找 出 2 只 次 品 或 3 只 正品 为 止 . 写 出 需 
要 测试 的 次 数 的 分 布 律 ， 

11. 向 某 一 目标 发 射 炮弹 , 设 炮 弹 弹 着 点 离 目 标的 距离 为 RR (单位 :10 m), R 服从 瑞 利 分 
布 , 其 概率 密度 为 


0, rz. 
若 弹 着 点 离 目 标 不 超过 5 个 单位 时 ,目标 被 摧毁 . 
(1) 求 发 射 一 枚 炮弹 能 摧毁 目标 的 概率 . 
(2) 为 使 至 少 有 一 枚 炮弹 能 摧毁 目标 的 概率 不 小 于 0. 94, 问 最 少 需 要 独立 发 射 包 少 要 


ELTS, r>0， 
fa (r) 94 79 


炮弹 . 
12. 设 一 枚 深水 炸弹 击 沉 一 潜水 艇 的 概率 为 1/3, 击 伤 的 概率 为 1/2, 击 不 中 的 概率 为 
1/6. 并 设 击 伤 两 次 也 会 导致 潜水 艇 下 沉 . 求 施放 4 枚 深水 炸弹 能 击 沉 潜水 艇 的 概率 . (提示 : 
先 求 击 不 沉 的 概率 . ) | 

13. -- 盒 中 装 有 4 只 白 球 ,8 只 黑 球 ,从 中 取 3 只 球 ,每 次 一 只 , 作 不 放 回 抽样 . 

(1) 求 第 1 次 和 第 3 次 都 取 到 白 球 的 概率 . (提示 :考虑 第 二 次 的 抽取 . ) 

(D RER 1 次 取 到 白 球 的 条 件 下 ,前 3 次 都 取 到 白 球 的 概率 . 

14. 设 元 件 的 寿命 工 (以 小 时 计 ) 服 从 指数 分 布 ,分 布 函 数 为 

1 e" 1 >0, 


F(t) = 
SR 


CD 已 知 元 件 至 少 工作 了 30 小 时 , 求 它 能 再 至 少 工作 20 小 时 的 概率 . 

(2) 由 3 个 独立 工作 的 此 种 元 件 组 成 一 个 2/3[G] 系 统 ( 参 见 第 7 题 ). 求 这 一 系统 的 寿 
f X20 的 概率 . 

15. CD 已 知 随机 变量 X 的 概率 密度 为 fx Gr) m e .—oco« r«co,GR X BJ^rdB 


图 数 . 
(2) 已 知 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 Fx(Cz), 另 有 随机 变量 
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l, X0, 
ETE 
WR Y 的 分 布 律 和 分 布尔 数 . 
16. 1) 设 随机 变量 X 服从 泊 松 分 布 , 其 分 布 律 为 
P(X-4)—M S, 4209,1,2,, 


k!’ 
[n] 35 k RAAR P XSh ARR. 
(2) 设 随机 变量 和 服从 二 项 分 布 ,其 分 布 律 为 
=b = " k] — 和平 在 一生 = Zr 
P(UX—k) (i) a 


间 当 点 取 何 值 时 PiX= 上 为 最 大 ， 
17. 符 离 散 型 随机 变量 X. 具有 分 布 律 


ER X 服从 取 值 为 1,2,…,n 的 离散 型 均匀 分 布 . 对 于 任意 非 负 实数 z, 记 [zj] 为 不 超过 zx 的 最 
大 整数 . 设 U-U(GO,.D.uEBE X—[nU]--1 服从 取 值 为 1,2,…,n 的 离散 型 均匀 分布. 

18. 设 随 机 变量 X—UC— 1.2 ok Y | 多 | 的 概率 密度 . 

19. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 


ro. r0, 
1 
1 pe 
2" l&r, 


R Y—- M BERE. 


20. 设 随机 变量 X 服从 以 均值 为 1/4 的 指数 分 布 . 验证 随机 变量 Y=[X] 服 从 以 参数 为 
1 一 e“ 的 几何 分 布 .这 一 事实 表明 连续 型 随机 变量 的 函数 可 以 是 离散 型 随机 变量 . 
21. 投掷 一 枚 硬币 直至 正面 出 现 为 止 , 引 人 随机 变量 
区 三 投 丘 总 次 数 . 
ojl 著 首次 投掷 得 到 正面 ， 
2040, 车 首次 投掷 得 到 反面 ， 
CD R XAY 的 联合 分 布 律 及 边缘 分 布 律 . 
(2) 求 条 件 概率 P(X—1|Y—1), P(Y—2| X—1). 
22. 设 随机 变量 X —x0O ,随机 变量 了 一 max{X,2). 试 求 X 和 的 联合 分 布 律 及 边缘 分 
布 律 . 
23. i XY 是 相互 独立 的 泊 松 随机 变量 ,参数 分 别 为 A RAE XY 9n 的 条 件 下 
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X 的 条 件 分 布 . 

24. 一 教授 将 两 篇 论文 分 别 交 给 两 个 打字 员 打 印 . A XY 分 别 表 示 第 一 篇 和 第 二 篇 论文 
的 印刷 错误 , 设 X00. Y —nGO AX Y 相互 独立 . 

COD 求 X.Y 的 联合 分 布 律 ， 

(2) 求 两 篇 论文 总 共 至 多 1 个 错误 的 概率 ， 

25. 一 等 边 三 角形 AROT( 如 题 25 图 ) 的 边 长 为 1, 在 三 
角形 内 随机 地 取 点 Q(X,Y) ( 意 指 随机 点 (X,Y) 在 三 角形 
ROT 内 均匀 分 布 )， 

(OD 写 出 随机 变量 (X,Y 耻 ) 的 概率 密度 . 

(2) 求 点 Q@ 到 底 边 OT 的 距离 的 分 布 函 数 . 

26. 设 随 机 变量 (X,Y) 具 有 概率 密度 


Fe usu. 
fic. y) = 


ETE 其 他 . 题 25 
(OD 求 边缘 概率 密度 fy (xz), fy Cy). 


D 求 条 件 概 率 密度 FxivCr| y), fix Cy | x). 
27. 设 有 随机 变量 U 和 V, 它 们 都 仅 取 1, 一 1 两 个 值 .已 知 
P(U = 1} = 1/2, 
P{V = 1|U = 1)2 1/3 = P(V —— 1|U =- 1). 

COD GR U A V. 的 联合 分 布 律 . 

(D 求 荆 的 方程 z 十 Uz 十 V=0 至 少 有 一 个 实 根 的 概率 ， 

(3) K r 的 方程 x 十 (U 十 V)z 二 +U 十 V=0 至 少 有 一 个 实 根 的 概率 ， 

28. 未 图 市 馆 一 天 的 读者 人 数 X — 800 , 任 一 读者 借 书 的 概率 为 pce EE IE S SHE 
独立 . 记 一 天 读者 借 书 的 人 数 为 Y, 求 XX 和 Y 的 联合 分 布 律 . 

29. 设 随 机 变量 X,Y 相互 独立 , 且 都 服从 均匀 分 布 U(0,1), 求 两 变量 之 一 至 少 为 男 一 变 
量 之 值 之 两 倍 的 概率 . 

30. 一 家 公司 有 一 份 保单 招标 ,两 家 保险 公司 竞标 . 规定 标书 的 保险 费 必须 在 20 万 元 至 
22 万 元 之 间 . 若 两 份 标书 保险 费 相 差 2 千 或 2 千 以 上 ,招标 公司 将 选择 报价 低 者 ,否则 就 重 
新 招标 . 设 两 家 保险 公司 的 报价 是 相互 独立 的 , 且 都 在 20 万 至 22 万 之 间 均 句 分布 . 试 求 招标 
公司 需 重新 招标 的 概率 . 

31. 设 随 机 变量 X — NCOO.0)0,Y — NO, 0D, B. X,Y 相互 独立 , 求 概率 

Pioo X—aY-2o10:]. 

32. NBA 篮球 赛 中 有 这 样 的 规律 ,两 支 实力 相当 的 球 队 比赛 时 ,每 节 主 队 得 分 与 客队 得 
分 之 差 为 正 态 随机 变量 ,均值 为 1. 5, 方 差 为 6, 并 且 假 设 四 节 的 比分 差 是 相互 独立 的 . [8] . 

(1) 主队 胜 的 概率 有 多 大 ? 

(2) 在 前 半 场 主队 落后 5 分 的 情况 下 ,主队 得 胜 的 概率 有 多 大 ? 

(3) 在 第 一 节 主 队 廉 5 分 的 情况 下 ,主队 得 胜 的 概率 有 多 大 . 

33. 产品 的 某 种 性 能 指标 的 测量 值 X 是 随机 变量 , 设 X 的 概率 密度 为 
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测量 误差 了 一 CU( 一 sye),X, 了 相互 独立 . 求 Z— X-Y 的 概率 密度 fz), 3E 3S E 
PZdg- i|. cda: 


34. 在 一 化 学 过 程 中 ,产品 中 有 份额 X 为 杂质 ,而 在 杂质 中 有 份额 了 是 有 害 的 ,而 其 余部 
分 不 影响 产品 的 质量 . 设 X~U(0,0.1),7Y 一 0U(0,0.5), 且 X 和 YY 相互 独立 . 求 产 品 中 有 害 杂 
质 份额 Z 的 概率 密度 . 

35. 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 

Vise e, Uc or« ys 
0 其 他 ， 

CD 求 (X,7) 的 边缘 概率 密度 ， 

(2) 问 X,Y 是 否 相互 独立 ， 

(D R XHY 的 概率 密度 fxev). 

(4) 求 条 件 概率 密度 fxy Gr] y». 

(5) 求 条 件 概率 PUX I 31Y —5). 

(6) 求 条 件 概率 PUX 2 3|/Y —5). 

36. 设 某 图 书馆 的 读者 借阅 甲 种 图 书 的 概率 为 p, 借 阅 乙 种 图 书 的 概率 为 a, 设 每 人 借阅 
甲乙 图 书 的 行动 相互 独立 ,读者 之 间 的 行动 也 相互 独立 . 

OD 某 天 恰 有 nn 个 读者 , 求 借阅 甲 种 图 书 的 人 数 的 数学 期 望 . 

(2) ERRA n 个 读者 , 求 甲乙 两 种 图 书 中 至 少 借 阅 一 种 的 人 数 的 数学 期 望 ， 

37. 某 种 鸟 在 某 时 间 区 间 (0,t,] 下 蛋 数 为 1~5 只 ,下 只 蛋 的 概率 与 r 成 正比 .一 个 收 抬 
鸟 蛋 的 人 在 时 刻 n AKESE BERS EPET 只 人 蛋 时 才 从 中 取 走 一 只 蛋 . 在 某 处 有 
xt Ri 5 B3 $5 6 个 (每 个 鸟 帘 保 存 完好 ,各 鸟 帘 中 蛋 的 只 数 相互 独立 )., 

(D 写 出 一 个 岛 窜 中 岛 蛋 只 数 X 的 分 布 律 . 

(2) 对 于 指定 的 一 个 岛 帘 , 求 拾 蛋 人 在 该 乌 寓 中 拾 到 一 只 和 蛋 的 概率 . 

《3) 求 抬 蛋 人 在 65 个 鸟 窝 中 抬 到 和 蛋 的 总 数 Y 的 分 布 律 及 数学 期 望 . 

(4) R PIY<=4),P{Y>4). 

(5) 当 一 个 拾 蛋 人 在 这 6 个 鸟 窝 中 拾 过 和 蛋 后 , 紧 接 着 又 有 一 个 拾 蛋 人 到 这 些 鸟 窝 中 拾 
蛋 , 也 仅 当 乌 寅 中 多 于 3 HEN AR- RE RAO AREA ARAE S Z 的 数学 期 望 . 

38. HRPA 只 白 球 ,N 一 r 只 黑 球 .在 得 中 取 球 n(n 三 r) 次 ,每 次 任 取 一 只 作 不 放 回 抽 
样 ,以 Y 表示 取 到 白 球 的 个 数 , 求 E(Y). (提示 : 引 人 随 机 变量 : 

_ JLRS i KRAH, 
^ l0,3558 i KRIER, 

ll Y=X +X tet X, 

39. ii — 85 BE 3 ECL. ex CR DU AE RARR Y 的 数学 期 望 .( 提 示 : 令 
Xi 一 1,Xa 一 第 一 点 得 到 后 ,等 待 第 二 个 不 同 点 所 需 的 等 待 次 数 ,X; = 第 一 二 两 点 得 到 后 ,等 
待 第 三 个 不 同 点 所 需 的 等 待人 次数,Xi ,Xes X 类 似 , 则 了 一 X 十 Xe 十 … 十 和 .又 几何 分 布 


—]1,2,-:.n, 
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P(X—k) — (0— p) p,k—1,2,- B BcOE NR EB EOD -—. 


40. 设 随 机 变量 X. Y 相互 独立 . 且 X,Y 分 别 服从 以 lya,1/8 为 均值 的 指数 分 布 . 求 
E(X? -Ye^? ). 

41. 一 酒吧 间 柜 台 前 有 6 张 革 子 , 服 务 员 预测 ,车 两 个 陌生 人 进来 就 座 的 话 , 他 们 之 间 至 
少 相隔 两 张 合子 . (提示 : 先 列 出 两 人 之 间 至 少 隔 两 张 癸 子 的 不 同情 况 D 

COD 着 真有 两 个 陌生 人 人 内 ,他 们 随机 地 就 座 , 间 服务 员 预 言 为 真 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 设 两 位 顾客 是 随机 就 座 的 , 求 顾 客 之 间 舒 子 数 的 数学 期 望 . 

42. 设 随机 变量 X Xo se ,Io 相互 独立 , 且 都 服从 (0,1), 又 设 Y 了 二 和 tX tt Xo: 
求 概率 PY-—107 7) 893r foL f. 

43. 来 目 某 个 城市 的 长 途 电 话 呼唤 的 持续 时 间 X( 以 分 计 ) 是 一 个 随机 变量 , 它 的 分 布 函 
数 是 


(其 中 [二 J] 是 不 大 于 与 的 最 大 整数 ). 


(1) mii F(z) 的 图 形 . 

(2) 说 明美 是 什么 类 型 的 随机 变量 . 

(D R 已 {X 一 4}) , PUX—3) ,PUX A4) , PUX796). (提示 :P{X=a}==F(a) 一 F(a 一 0).) 

44. 一 汽车 保险 公司 分 析 一 组 (250 人 人) 签约 的 客户 中 的 赔付 情况 . 据 历史 数据 分 析 ,在 未 
来 的 一 周 中 一 组 客户 中 至 少 提出 一 项 索赔 的 客户 数 X h 1096. 写 出 四 的 分 布 , 并 求 X250 
X0.12( 即 XX 汪 30) 的 概率 .设备 客户 是 否 提 出 索赔 相互 独立 . 

45. 在 区 间 (0,1) 随 机 地 取 一 点 X. EX Y — min( X,0. 75). 

(1) 求 随 机 变量 Y 的 值 域 . 

(2) oR Y 的 分 布 孙 数 , 并 夯 出 它 的 图 形 . 

(3) 说 明 Y 不 是 连续 型 的 随机 变量 ,Y 也 不 是 离散 型 的 随机 变量 . 


数理 统计 部 分 


46. X, .X, 是 数学 期 望 为 6 的 指数 分 布 总 体 X 的 容量 为 2 的 样本 , 设 Y= XL X; , 试 
证 明 E(4-) =e. 
47. 设 总 体 X— NGos0 Xi Xie X, 是 一 个 样本 .X,S: 分 别 为 样本 均值 和 样本 方差 ， 


试 证 ELS! ]- (£5) (295). (提示 ;注意 到 X 与 5* aaay B DS 


1 
x (n—1). ) 
48. 设 总 体 X 具有 概率 密度 
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ft ) [e Mm UOCE 
x = 
Ü, IZ 0, 


其 中 00 为 未 知 参数 X Xon X, 是 来 自 X 的 样本 ,zz en en, 是 相应 的 样本 观察 值 . 

(1) 求 8 的 最 大 似 然 估计 量 . 

(2) sk 0 i^g fi Bb. 

(3) 问 求 得 的 估计 量 是 否 是 无 偏 估计 量 . 

49. Xi. Xo ee Xa ARY, Yt Y, 为 分 别 来 自 总 体 NG ,0 ) 与 NCps o0 BRE, 
且 它 们 相互 独立 .py ,ps o^ 均 未 知 , 试 求 jw ,wo o^ BOCK DL AR iT HR 

50. 为 了 研究 一 批 贮 存 着 的 产品 的 可 靠 性 ,在 产品 投入 贮存 时 , 即 在 时 刻 思 一 0 时 ,随机 
地 选 定 n 件 产品 ,然后 在 预先 规定 的 时 刻 4 ,ts ,…,t 取出 来 进行 检测 (检测 时 确定 已 失效 的 
去 掉 ,将 未 失效 的 继续 投入 贮存 ), 今 得 到 以 下 的 寿命 试验 数据 : 


Tar WM mg CH) t ta kids t, 
[X [8] Cz;., 2; ] (0,5 | Ct ste ] idu (tj-1 sÉ] (f, 00) 
TE Git] à 
mes d d; uia d, 5 2,4 十 一 天 


这 种 数据 称 为 区 间 数 据 . 设 产品 寿命 工 服从 指数 分 布 ,其 概率 密度 为 


tius Aet, £0, 
ft a 其 他 ， ) 盖 0 RH. 
OD 试 基于 上 述 数 据 写 出 4 的 对 数 似 然 方程 . (提示 :考虑 事件 “n 只 产品 分 别 在 区 间 (0， 
tils C ste) Gui st )AC didi sd, RITE n Xs 只 未 失效 ”的 概率 .) 
(2) 议 dd 二 nw,s<<n, 我 们 可 以 用 数值 解法 求 得 4 的 最 大 似 然 估计 值 , 在 计算 机 上 计算 是 
容易 的 . 特别 , 取 检 测 时 间 是 等 间隔 的 , 即 取 t; m it i 1.2. b. 验证 ,此 时 可 得 的 最 大 亿 


MR hit 


51. 设 某 种 电子 器 件 的 寿命 (以 小 时 计 ) 工 服从 指数 分 布 ,概率 密度 为 
pe > t>0, 
0, 其 他 ， 
其 中 4 二 0 未 知 . 从 这 批 器 件 中 任 取 n HERA 2 0 时 投入 独立 寿命 试验 . 试验 进行 到 预定 
时 间 T 结束 . MGE] A k (0 二 过 nn) 只 器 件 失效 , 试 求 4 的 最 大 似 然 估计 . (提示 ;考虑 “试验 直 
至 时 刻 T 为 止 , 有 上 只 器 件 失效 ,而 有 ?一 上 只 未 失效 "这 一 事件 的 概率 ,从 而 写 出 和 的 似 然 
方程 . ) 

32. 设 系统 由 两 个 独立 工作 的 成 败 型 元 件 串 联 而 成 (成 败 型 元 件 只 有 两 种 状态 ,正常 工作 
或 失效 ). 元件 1 元件 2 的 可 靠 性 分 别 为 pi ,ps ,它们 均 未 知 . 随机 地 取 N 个 系统 投入 试验 ， 


f(t)= 
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当 和 系统 中 至 少 有 一 个 元 件 失效 时 系统 失效 , 现 得 到 以 下 的 试验 数据 :x 一 仅 元 件 1 失效 的 系 
统 数 ;m 一 仅 元 件 2 失效 的 系统 数 ;m1s 一 元 件 1, 元 件 2 至少 有 一 个 失效 的 系统 数 ;s 一 未 失效 
的 系统 数 . m tm Hna dos NL 这 里 ns 为 隐蔽 数据 ,也 就 是 只 知 系 统 失效 ,但 不 能 知道 是 由 
元 件 ] 还 是 元 件 2 单 独 和 失效 引起 的 ,还 是 由 元 件 1,2 均 失 效 引 起 的 , 设 隐 项 与 系统 失效 的 真 
正 原 因 独 立 . 

OD 试 写 出 pis po 的 似 然 函 数 ， 

(2) 设 有 系统 寿命 试验 数据 N—20.n,—5,m —3,ms —1.s— 131. 试 求 fis po 的 最 大 似 然 
估计 . GR 1 bi 应 满足 方程 (pi 一 1)(12pi 十 ]1pi 一 14) 一 0. ) 

53. CD 设 总 体 X FUB rin i 


pn Ü Ü 1—28 
0 二 0 未 知 , 今 有 样本 
11132132212232113 
试 求 2 的 最 大 似 然 估 计 值 和 矩 估 计 值 . 
(2) 设 总 体式 服从 工分 布 , 其 概率 密度 为 


1 b icu 
foci pup a 
0, 其 他 . 
其 形状 参数 a7 0 为 已 知 ,尺度 参数 97-0 未 知 , 今 有 样本 值 z ,zs*,…,zr, 求 8 的 最 大 似 然 估 
计 值 . 


54. (1) it Z=ln X— NGso2 BI X BRA CSPÉCIE 25 4) M s ,验证 EX) — exp (p+ o ). 


(2) 设 自 (1) 中 总 体 久 中 取 一 容量 为 n 的 样本 工 / ,x2,… R ECOO BECK ID fh hi. 
此 处 设 u.c 均 为 未 知 . 
(3) BAIE XC^E SERE IB 4883€ An Intelligent Woman's Guide To Socialism》 一 书 中 ,一 个 句 
子 的 单词 数 近似 地 服从 对 数 正 态 分 布 , 设 产 及 of 为 未 知 . 今 自 该 书 中 随机 地 取 20 个 句子 . 这 
些 句 子 中 的 单词 数 分 别 为 
Sead /A5.25/ 0155 820953 26 16 32 
7 33 238 14 7 29 10 6 59 30 
问 这 本 书 中 ,一 个 句子 单词 数 均 值 的 最 大 似 然 估 计 值 等 于 多 少 ? 
55. 考虑 进行 定数 截 尾 寿命 试验 ,假设 将 随机 抽取 的 件 产 品 在 时 间 1=0 时 同时 投入 试 
验 .试验 进行 到 m Om) P^ Si A TÉCISEPR AE «m. 件 失效 产品 的 失效 时 间 分 别 为 
0 志和 
t, 是 第 m 件 产品 的 失效 时 间 . 设 产品 的 寿命 分 布 为 韦 布尔 分 布 ,其 概率 密度 为 


fX ) 17 r0, 
X = 


0, 其 他 . 
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其 中 参数 8 已 知 . 求 参数 了 的 最 大 似 然 佑 计 . 
56. 设 某 大 城市 郊区 的 一 条 林 荫 道 两 旁 开设 了 许多 小 商店 ,这些 商店 的 开设 延续 时 间 ( 以 
月 计 ) 是 一 个 随机 变量 , 现 随机 地 取 30 家 商店 ,将 它们 的 延续 时 间 按 自 小 到 大 排序 , 选 其 中 前 
8 家 商店 ,它们 的 延续 时 间 分 别 是 
3.2 3.9 5.9 6.5 16.5 20.3 40.4 50.9 
假设 商店 开设 延续 时 间 的 长 度 是 韦 布尔 随机 变量 , 其 概率 密度 为 


[pres 10. 
fG)-47 

0, 其 他 ， 

其 中 , 8—0.8. 

OD 试用 上 题 结 果 , 写 出 7 的 最 大 似 然 估计 ， 

(2) 按 (1 的 结果 求 商 店 开 设 延 续 时 间 至 少 为 2 年 的 概率 的 估计 . 

57. 设 分 别 自 总 体 Nm o0 0. NO so) 中 抽取 容量 mm ,ma 的 两 独立 样本 ,其 样本 方差 分 
别 为 Si ,Si. 试 证 ,对 于 任意 常数 a,4b (a 十 5b 二 1) ,2Z 二 aSi 十 bSi 都 是 的 无 偏 估计 ,并 确定 党 
数 a,5, 使 D(Z) 达 到 最 小 . 

58. 设 总 体 X~ Niu), X ， 久 ,，*… ,是 来 自 不 的 样本 .已 知 样本 方差 5: = 
LNX- 是 a 的 无 偏 估计 . 验证 样本 标准 差 S 不 是 标准 差 v 的 无 偏 估计 . (提示 ; 


n— 1 


im j 


s o5 1)58* b 2 T. 
w YS gM Y~ G-D.Ri S-———wY E Y 9i URUB y (n 一 1) 的 概率 密度 


F "EP [| à l'(n/2)a 
NEED (ZN n—1 Tn—D/2)* ^ 


59. Gr AR X BR MU t, HERRERA 


fü) [n 220, 
T) = 


0, 其 他 . 
9 二 0 未 知 . 从 总 体 中 抽取 一 容量 为 ”的 样本 X Xe Xn. 
(1) EAX Y co, 


(2) 求 8 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 单 侧 置信 下 限 . 

(3) 某 种 元 件 的 寿命 (以 h 计 ) 服 从 上 述 指数 分 布 , 现 从 中 抽 得 一 容量 n=16 的 样本 , 测 
得 样本 均值 为 5010 h, 试 求 元 件 的 平均 寿命 的 置信 水 平 为 0. 90 的 单 侧 置信 下 限 . 

60. Ut X—U(G,0,Xi X. X, REB X HEE. 

(1) StuE Y — max( Xi X; X.) B 2r B ER CS 


b y, 
Fy m4 y' /8", Syt, 
B" yz. 


(2) 验证 U—Y /0 的 概率 密度 为 
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DLE EE eia eum m m 


n E 
ku) = 
ft i 其 他 


(3) £ GE IE C a0 al RU 的 分 布 的 上 a/2 分 位 点 hs 以 及 上 1—a/2 分 位 点 Risus. 

(4) 利用 (2),(3) 求 参数 6 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 和 区间， 

(5) 设 某 人 上 班 的 等 车 时 间 X~U(0,90) ,9 未知. 现在 有 样本 xm 4.2,2; —3. 5,24 — 
1.7,z 一 1.2,zs 一 2.4, 求 0 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 . 

61. I iH X Bg MS S rn ,概率 密度 为 


1 -we, 二 人 0， 
f(z}=4 0 0>0., 
0, 其 他 ， 


设 Xis Xot X, GEB XH 


验 统 计量 ,检验 假设 Ha :8= Wh » Hi :83250,. 取 显 著 性 水 平 为 af 注意 EOD 0). 
设 某 种 电子 元 忻 的 寿命 (以 小 时 计 ) 服 从 均值 为 6 的 指数 分 布 ,随机 取 12 只 元 件 测 得 它 


们 的 寿命 分 别 为 
340 430 560 920 1380 1520 1660 1770 2100 2320 2350 2650 


试 取 显著 性 水 平 a=0.05, 检 验 假设 Ho :0—1450. H, 16251450. 

62. 经 过 十 一 年 的 试验 ,达尔 文 于 1876 年 得 到 15 对 玉米 样品 的 数据 如 下 天 ,每 对 作物 除 
授粉 方式 不 同 外 ,其 他 条 件 都 是 相同 的 . 试用 逐 对 比较 法 检验 不 同 授粉 方式 对 玉米 高 度 是 否 
有 显著 的 影响 (a 二 0.05). 问 应 增设 什么 条 件 才 能 用 逐 对 比较 法 进行 检验 ? 


qM | 


20 8 x» 22 


授粉 方式 


5 PR BUBL IS TET E E C) 


"e" = 让 直下 


同 株 授粉 的 作物 高 度 (y) | 15 63 | 2 15 


63. 一 内 科 医 生 声称 ,如 果 病 人 每 天 傍晚 聆听 一 种 特殊 的 轻音乐 会 降低 血压 (舒张 压 ， 
以 mmHg 计 ). 今 选取 了 10 个 病人 在 试验 之 前 和 试验 之 后 分 别 测 量 了 血压 ,得 到 以 下 的 


数据 ， 
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病人 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
试验 之 前 (zx;) 86 92 . '95 84 80 78 98 95 94 96 
试验 之 后 (y;) | 84 83 81 78 82 74 86 85 80 82 


& D,—X,—Y;G-—1,2,-,10) JD BL IESS d [E Nun ,ob ) 的 样本 ,po «ob 均 未 知 . 试 检验 是 否 
可 以 认为 医生 的 意见 是 对 的 ( 取 a — 0. 05). 


64. 以 下 是 各 种 颜色 的 汽车 的 销售 情况 , 
颜色 | 红 黄 蓝 绿 棕 
车 辆 数 40 64 46 36 14 


试 检 验 顾客 对 这 些 颜 色 是 否 有 偏爱 , 即 检验 销售 情况 是 否 是 均匀 的 ( 取 a 0. 05). 
65. 某 种 闪光 灯 ， 每 芒 灯 含 4 个 电池 ,随机 地 取 150 慢 灯 ,经 检测 得 到 以 下 的 数据 ; 


— s AT 15 3 8 Ha, LC or 0 1 2 3 4 


ER 


灯 的 芝 数 26 51 47 16 10 


试 取 a—0.05 检验 一 益 灯 损坏 的 电池 数 X —5(4.00 CO S ID. 
66. 下 面 分 别 给 出 了 革 城 市 在 春季 (9 周 ) 和 秋季 (10 周 ) 发 生 的 案件 数 . 


试 取 a 一 0.03 用 秩 和 检验 法 检验 春季 发 生 的 案件 数 的 均值 是 否 较 秋季 的 为 多 . 

67. 临界 内 烁 频率 (cfft) 是 人 眼 对 于 闪烁 光源 能 够 分 辨 出 它 在 闪烁 的 最 高 频率 (以 Hz 
计 ). 超过 cff 的 频率 ,即使 光源 实际 是 在 闪烁 的 ,而 人 看 起 来 是 连续 的 (不 闪烁 的 ). 一 项 研究 
冒 在 判定 cff 的 均值 是 和 否 与 人 眼 的 虹膜 颜色 有 关 , 所 得 数据 如 下 ; 


临界 闪烁 频率 (cff) 
虹膜 颜色 棕色 绿色 EE 
26.8 26.3 — 26.4 29.1 - 25.7 29.4 
27.9 24.8 24. 2 27.2 28.3 
23.7 25. 28.0 29.9 


29.0 24.5 26. 9 28.5 
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试 在 显著 性 水 平 0.05 下 ,检验 各 种 虹膜 颜色 相应 的 cff 的 均值 有 无 显著 的 差异 . 设 各 个 总 体 
服从 正 态 分 布 , 且 方差 相等 ,不 同 颜色 下 的 样本 之 间 相 互 独立 . 

68. 下 面 列 出 了 挪威 人 自 1938—1947 年 间 年 人 均 脂肪 消耗 量 与 患 动脉 里 样 硬化 症 而 死 
亡 的 死亡 率 之 间 相 关 的 一 组 数据 . 


年 份 1938 1939 1940 1941 1942 1943 1944 1945 1946 1947 
脂肪 消耗 量 x 
14.4 16.0 11.6 11.0 10.0 9.6 92 10.4 11.4 12.5 


(千克 /人 年 ) 
死亡 率 y 


29.1 29.7 29.2 26.0 24.0 23.1 23.0 23.1 25.2 26.1 
(1/(10* 人 年 )) 


设 对 于 给 定 的 rY 为 正 态 变量 , 且 方 差 与 x 无关 . 

(OD 求 回 归 直 线 方程 yat bz. 

(2) 在 显著 性 水 平 w=0.05 下 检验 假设 Ho :5b—0. Hi :5 天 0. 

(D 求 ? | :1. 

(4) K x 13 处 p(x) 置 信和 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 . 

(5) R z=13 Ab Y 的 新 观察 值 Y。 的 置信 水 平 为 0. 95 的 预测 区 间 ， 

69. 下 面 给 出 1924—1992 年 奥林匹克 运动 会 女子 100 米 仰 泳 的 最 佳 成 绩 ( 以 s 计 ),( 其 
中 1940 年 及 1944 年 未 举行 奥运 会 ) 


年 份 1924 1928 1932 1936 1948 1952 1956 1960 


m 83. 2 82.2 79.4 78.9 74.4 74.3 72.9 | 69.3 
年 份 1964 1968 1972 1976 1980 1984 1988 1992 


成 绩 67. 7 66.2 65. 8 61.8 60. 9 62.6 60. 9 60. 7 


(1) 画 出 散 点 图 . 
(2) 求 成 绩 关 于 年 份 的 线性 回归 方程 . 
(3) 检验 回归 效果 是 否 显 著 ( 取 a=0.05). 


随机 过 程 部 分 


70. 设 在 时 间 区 间 (0,t] 内 来 到 某 商 店 的 顾客 数 N(t) 是 强度 为 4 的 泊 松 过 程 . 每 个 来 到 
商店 的 顾客 购买 某 些 货物 的 概率 是 p, 不 买 货 物 就 离 去 的 概率 是 1 一 p, 且 各 个 顾客 是 否 购 买 
货物 是 相互 独立 的 . 邻 Y(2) 为 (0,t] 内 购买 货物 的 顾客 数 , RUE (Y CO ,: 宇 0) 是 强度 为 A b 的 泊 
松 过 程 . 

71. 设 随机 过 程 


随机 过 程 部 分 * 3/5 7 


XD -7acos(Qt- H8), —co te Too, 
其 中 a 是 常数 ,随机 变量 OUO, 2:0 ,随机 变量 Q 具有 概率 密度 FO , 设 fFOGDiESE BS TB 
p.05 gar. iwuEXCOJDER ILE BS SE Su -—a' nfl. (提示 :要 运 
FH 6 g& ci roe P.) 
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(一 ) 随机 数 和 伪 随 机 数 


在 概率 统计 的 应 用 中 , 常 需要 模拟 各 种 分 布 的 随机 变量 , 即 需要 产生 各 种 分 布 随机 变量 
的 简单 随机 样本 的 样本 值 . 某 一 分 布 随机 变量 的 样本 值 ,就 称 为 这 一 分 布 的 随机 数 . 例如 指数 
分 布 随机 变量 的 样本 值 就 称 为 指数 分 布 随机 数 . 特别 ,区 间 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 的 样 
本 值 称 为 均匀 分 布 随机 数 , 简 称 随机 数 . 我 们 先 来 考虑 如 何 产生 均匀 分 布 随机 数 , 其 他 分 布 随 
机 数 ,一 般 可 以 由 均匀 分 布 随机 数 通过 变换 得 到 , 

产后 均匀 分 布 随机 数 的 方法 很 多 一 目前 使 用 最 广 证 的 方法 是 在 计算 机 上 利用 数学 的 递 
推 公式 来 产生 . 这 种 按 确定 性 算法 得 到 的 序列 ,不 可 能 是 真正 来 自 区 间 (0,1) 上 均匀 分 布 的 独 
立 同 分 布 样本 值 序 列 ,我 们 称 它 为 伪 随 机 数 . 

在 大 多 数 计算 机 中 都 装 有 产生 伪 随 机 数 序列 的 算法 程序 ,我 们 都 是 假设 由 这 些 程 序 产生 
的 伪 随 机 数 序 列 能 通过 独立 性 和 均匀 分 布 检验 ,可 作为 随机 数 序列 来 使 用 ,需要 时 用 特定 的 
命令 加 以 调用 就 是 . 


(二 ) 产生 离散 型 随机 变量 桂 本 值 的 万 法 
设 离散 型 随机 变量 X. 具有 分 布 委 


P(X—z)-—b, i=l, *ih-l C) 
现在 来 产生 X 的 随机 数 . g 
先 产生 伪 随 机 数 u, € 
[Tis u pis 
[T2 iS u< p tps 
X24 i x2) 


Tis a sm. 
j=ì j=l 
由 于 A 
[一 ] E 
PIX = x} = P| AA U 255] 
j=l j=1 
1 m] 


| 
M 
- 
| 
> 
| 
~ 
1 


所 以 XX 具有 给 定 的 分 布 律 ， 

产生 随机 变量 X 的 样本 值 也 叫做 对 随机 变量 X. 进行 模拟 或 抽样 ,上 述 模 拟 离散 型 随机 
变量 的 方法 的 算法 为 ; 

产生 伪 随 机 数 u. 

Aup F Xsan ;停止 ， 
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H uSp tp: X—xnmab. 
车 uc py ps T £3 I KX=z; ;停止 . 


例 1 设 随机 变量 六 具有 分 布 律 
XI 1 2 3 4 


试 产生 X 的 样本 值 . 
解 ” 取 算法 为 :产生 伪 随 机 数 u. 
Zr «<0, 20, 令 X 一 1 停止. 
O4 u0.35.7 X22, f& IE. 
车 uc0.60,42- X—3,.G iE. 


否则 , 令 X 一 4 o 
H2 设 随机 变量 X 具有 分 布 律 
P(X-i)-—. jm 1,2, 7,2; (94) 

试 产 生 X 的 样本 值 (XX 称 为 取 值 为 1,2,…,n 的 离散 型 均匀 分 布 随 机 变量 ). 

解 在 (* Ox mhil mpm mm pa LS AERE CH Ost RB 
(《#*z) 式 的 最 后 一 个 式 子 ,得 

# 0x JqWe X=, 
BUzi—leiuciH-Rx-—i-—-ns]tktl:i-1.2,-.n. 


8013. 试 产生 以 n.p 为 参数 的 二 项 分 布 bp(n,p) 的 样本 值 . 
R U U: oe U, 相互 独立 . 且 它 们 都 在 区 间 (0,1) 上 服从 均匀 分 布 . 令 
X= 1, US p, 
^ (0 Up, 
则 有 P(X,—11I —P(U;—p)l—p,P(Xi;—0) —1— p.i X; b», p). M. ER U, n EP prt :Us 相互 


i=] 2 


独立 . 故 有 不 一 24 — b. p). 据 此 ,只 要 产生 AP DSBRELÉC S; usu, ,统计 其 中 使 得 
up (i—1,2. 1) 的 个 数 为 上 , 则 得 X 的 样本 值 为 上 . 


(二 ) 玉生 连续 型 随机 变量 样本 值 的 方法 


先 证 明 一 个 定理 . 
定理 设 随机 变量 QU 一 U(0,1),F(z) 是 某 一 随机 变量 的 分 布 函数 ,是 F(x) 为 严格 单调 
增加 且 连 续 的 晤 数 , 则 随机 变量 下 (D) 具 有 分 布 函数 FCD UB FC GOJÉ F(x) 的 反 函 数 . 
证 由 于 F(z) 严 格 单调 增加 且 连 续 ,因此 其 反 函 数 F GO TETECBI F[ F^ (2). 
且 严 格 单调 增加 连续 , 即 得 随机 变量 FI(U) 的 分 布 函 数 为 
P(F (Dr)}=P{FLF- (CU) J& FC x) ) 
= PIUS Fir) = Fir). C] 
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由 定理 ,车 要 产生 以 F(z)(F(7Y) 严 格 单 调 增加 且 连 续 ) 为 分 布 钞 数 的 随机 变量 X Hm 
产生 UU 一 U0,1), 令 六 = 二 了 (0) 就 行 了 .又 着 要 产生 站 的 样本 值 x, 只 需 产 生 U 的 样本 值 w， 
令 7 二 "(ww) 即 得 ,这 一 产生 的 样本 值 的 方法 , 称 为 地 变换 法 . 这 种 方法 在 随机 变量 具有 
严格 单调 增加 旦 连续 的 分 布 函 数 FOX BL F^? (xz) 能 够 用 显 式 表示 时 ,都 能 使 用 . 

要 说 明 在 上 述 定 理 中 对 F(x) 在 (一 oe ,so) 上 的 严格 单调 连续 的 要 求 可 放宽 为 P(r) 在 某 
一 区 间 ( 有 限 或 无 限 ) 上 取 值 从 0 到 1, 且 在 此 区 间 上 严格 单调 增加 且 连 续 即 可 . 


例 4 设 随机 变量 X 具有 指数 分 布 , 其 分 布 函 数 为 
l—e 7^? 站 r0, 
Fix) | 


070, 
0, 其 他 ， 


试 产生 随机 变量 X. 

解 ” 设 U~U(00,1), 令 U=1 一 e-*”, 解 得 

X=—0n(1—U). 
因为 当 U~U(0,1) 时 ,也 有 1 一 U 一 CC0,1) ,从 而 
= — ln U 

就 是 所 要 产生 的 指数 分 布 的 随机 变 重 . 若 有 伪 随 机 数 w%, 就 有 和 的 随机 数 一 bln u. 

例 5 设 随机 变量 X 具有 韦 布尔 (Weibul) 分 布 , 其 分 布 函数 为 

FG) = dd au £20,470. 

0, 其 他 ， 

试 产生 随机 变量 X. 

解 ” 设 U~U(0,1), 令 U=1 一 e-‘*% 解 得 

X— y) —In(1—U)]'*. 
因为 1 一 U 一 U(0,1) , 故 
X- q[ — In UJ”. 

就 是 所 要 产生 的 韦 布 尔 分 布 随机 变量 . 

例 6 正 态 随 机 变量 的 产生 

标准 正 态 变量 的 分 布 函数 B(x) 的 反 函 数 不 存 在 显 式 , 故 不 能 用 道 变换 法 产生 标准 正 态 
变量 .下 面 介 绍 一 种 近似 方法 . 

设 Di 一 U00,1),i 一 1,2,…,n, 且 它们 相互 独立 ,由 于 EQU,.) —1/2, D(U,) — 1/12, H rot 
极限 定理 , 当 n 较 太 时 近似 地 有 


> 2 

= EM 
l 

Mafia 


Z- Su, — 6 ~ N(0,1), 
这 就 是 说 ,只 需 产生 12 个 伪 随 机 数 usu ,uis ,将 它们 加 起 来 ,再 减 去 6, 就 能 近似 地 得 到 
标准 正 态 变量 的 样本 值 了 . 这 样 做 是 很 方便 的 . | 
Xd; X—N(Geo60.Z—N(O,D ,利用 关系 式 
X7 ud oZ 
就 能 得 到 一 般 的 正 态 随机 变量 X 的 样本 值 . " 


FA ~ N(0,1), 
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几 种 常用 的 概率 分 布 表 


附 表 1 
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几 种 常用 的 概率 分 布 表 


附 表 1 
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附 表 2 标准 正 态 分 布 表 


rz E pg 
$)— | ——e' dt - 


~ Vi 


0. 07 0. 08 0. 09 
5359 


0.0 [0.5000 | 0. 5040 | 0. 5080 | 0. 5120 | 0. 5160 0. 5279 | 0. 5319 | 0. 

0.1 10.5398 | 0. 5438 | 0. 5478 | 0,5517 | 0. 5557 0. 5675 | 0,5714 | 0.5753 
0.2 |0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0, 5910 | 0. 5948 0. 6064 | 0. 6103 | 0.6141 
0.3 |0.6179 | 0.6217 | 0.6255 10. 6293 | 0. 6331 0. 6443 | 0. 6480 | 0. 6517 
0.4 |0.6554 | 0.6591 | 0. 6628 | 0. 6664 | 0. 6700 0. 6808 | 0. 6844 | 0. 6879 
0.5 10.6915 | 0. 6950 | 0. 6985 | 0. 7019 | 0. 7054 0. 7157 | 0. 7190 | 0. 7224 
0.6 [0.7257 | 0. 7291 | 0. 7324 | 0. 7357 | 0. 7389 0. 7486 | 0. 7517 | 0. 7549 
0.7 |0.7580 0.7611] 0. 7642 | 0. 7673 | 0, 7704 0. 7794 | 0. 7823 | 0. 7852 
0.8 |0.7881 | 0, 7910 | 0. 7939 | 0. 7967 | 0. 7995 0. 8078 | 0. 8106 | 0. 8133 
0.9 |0.8159|0.8186 | 0. 8212 | 0. 8238 | 0. 8264 0. 8340 | 0. 8365 | 0. 8389 
1.0 |0. 8413 | 0. 8438 | 0. 8461 | 0, 8485 | 0. 8508 0. 8577 | 0. 8599 | 0. 8621 
1.1 |0.8643 | 0.8665 | 0. 8686 | 0. 8708 | 0. 8729 0. 8790 | 0. 8810 | 0. 8830 
1.2 |0.8849 | 0. 8869 | 0. 8888 | 0. 8907 | 0. 8925 0. 8980 | 0, 8997 | 0, 9015 
1.3 |0.9032 | 0. 9049 | 0. 9066 | 0. 9082 | 0. 9099 0. 9147 | 0. 9162 | 0. 9177 
1.4 |0.9192|0.9207 | 0. 9222 | 0. 9236 | 0. 9251 0. 9292 | 0. 9306 | 0. 9319 
1.5 | 0.9332 | 0.9345 | 0. 9357 | 0, 9370 | 0. 9382 0. 9418 | 0. 9429 | 0, 9441 
1.6 |0.9452]|0. 9463 | 0. 9474 | 0. 9484 | 0. 9495 0. 9525 | 0. 9535 | 0. 9545 
1.7 |0.9554| 0.9564 | 0, 9573 | 0. 9582 | 0. 9591 0. 9616 | 0. 9625 | 0. 9633 
1.8 |0.9641]| 0. 9649 | 0. 9656 | 0, 9664 | 0. 9671 0. 9693 | 0. 9699 | 0. 9706 
1.9 |0.9713| 0. 9719 | 0. 9726 | 0, 9732 | 0. 9738 0. 9756 | 0, 9761 | 0. 9767 
2.0 |0.9772|0.9778 | 0. 9783 | 0. 9788 | 0. 9793 0. 9808 | 0. 9812 | 0. 9817 
2.1 |0.9821/|0.9826 | 0. 9830 | 0, 9834 | 0. 9838 0. 9850 | 0, 9854 | 0. 9857 
2.2 |0.9861]|0.9864 | 0. 9868 | 0, 9871 | 0. 9875 0. 9884 | 0. 9887 | 0. 9890 
2.3 | 0.9893 | 0.9896 | 0, 9898 | 0. 9901 | 0. 9904 0. 9911 | 0. 9913 | 0. 9916 
2.4 |0.9918 | 0. 9920 | 0. 9922 | 0. 9925 | 0. 9927 0. 9932 | 0, 9934 | 0. 9936 
2.5 (0.9938 | 0. 9940 | 0, 9941 1 0. 9943 | 0. 9945 0. 9949 | 0. 9951 | 0. 9952 
2.6 |0.9953 |0. 9955 | 0. 9956 | 0, 9957 | 0. 9959 0. 9962 | 0. 9963 | 0. 9964 
2.7 |0. 9965 | 0. 9966 | 0. 9967 | 0. 9968 | 0. 9969 0. 9972 | 0. 9973 | 0. 9974 
2.8 | 0.9974 | 0.9975 | 0. 9976 | 0. 9977 | 0. 9977 0. 9979 | 0, 9980 | 0. 9981 
2.9 |0. 9981 | 0. 9982 | 0. 9982 | 0. 9983 | 0. 9984 0. 9985 | 0. 9986 | 0. 9986 
3.0 [0.9987 | 0. 9987 | 0, 9987 | 0. 9988 | 0. 9988 0. 9989 | 0. 9990 | 0. 9990 
3.1 |0.9990 | 0. 9991 | 0. 9991 | 0. 9991 | 0. 9992 0. 9992 | 0. 9993 | 0. 9993 
3.2 |0.9993 | 0. 9993 | 0, 9994 | 0. 9994 | 0, 9994 0. 9995 | 0. 9995 | 0. 9995 
3.3 |0.9995 | 0. 9995 | 0, 9995 | 0. 9996 | 0. 9996 0. 9996 | 0. 9996 | 0. 9997 
3.4 |0.9997 | 0.9997 | 0. 9997 | 0. 9997 | 0. 9997 0. 9997 | 0, 9997 | 0. 9998 
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HRS 泊 松 分 布 表 


Fh e 
f 


PX) -2,t 
点 过 总 g 


0. 0. 0. 0. 0821 | 0 0 0 
0. 0. 0. 0. 2873 | 0 Q 0 
0. 0. 0. 0. 5438 | 0 0 0 
0. 0. 0. 0.7576 | 0 0 0 
0. 0. JU, 0.8912 | 0.8153 | 0 Ü 
0. 0. 0. 0.9580 | 0.9161 | 0 0. 
0. 0. 0. 0. 98858 | 0. 9665 | 0 Q 
l. 0, 0. 0. 9958 | 0. 9881 | 0 0 
l. 0. 9998 | 0. 9989 | 0, 9962 | 0.9901 | 0 

l. 0. 9997 | 0. 9989 | 0. 9067 | O 

0. 0. 9997 | 0. 9990 1 0 

l. 0. 9999 | 0. 9997 | 0 

] 0.9999 | 0 


I^ 
c 
e 
c 
C 
cad 
e| 
= 
= 
c 
c 
LI 
- 
C 
= 
b 


0. 0009 0. 
0. 0073 | 0. 0047 | 0. 0030 | 0. 0019 | 0. 
0.0296 | 0.0203 | 0.0138 | 0. 0093 | 0. 
0.0818 | 0.0591 | 0.0424 | 0.0301 | 0. 
0. 1730 | 0. 1321 | 0.0996 | 0.0744 | 0. 
0. 3007 | 0. 2414 | 0. 1912 | 0. 1496 | 0. 
0. 4497 | 0, 3782 | 0. 3134 | 0. 2562 | 0. 
0.5987 | 0.5246 | 0. 4530 | 0. 3856 | 0. 
0. 7291 | 0. 6620 | 0. 5925 | 0.5231 | 0. 
0. 8305 | 0. 7764 | 0. 7166 | 0.6530 | 0. 
0. 9015 | 0. 8622 | 0. 8159 | 0. 7634 | 0. 
0. 9466 | 0. 9208 | 0. 8881 | 0. 8487 | 0. 
| 0. 9730 | 0. 9573 | 0. 9362 | 0. 9091 | 0. 
0. 9872 | 0. 9784 | 0. 9658 | 0.9486 | 0. 
0.9943 | 0. 9897 | 0. 9827 | 0.9726 | 0. 
0.9976 | 0. 9954 | 0.9918 | 0. 9862 | 0. 
0. 9990 | 0. 9980 | 0. 9963 | 0. 9934 | 0. 
0. 9996 | 0. 9992 | 0. 9984 | 0. 9970 | 0, 
0. 9999 | 0. 9997 | 0.9994 | 0.9987 | 0. 
1. 0000 | 0. 9999 | 0. 9997 | 0.9995 | 0. 
1 0. 
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0. 0000 
0. 0005 
0. 0028 
0. 0103 
0. 0293 
0. 067] 
0. 1301 
0. 2202 
0, 3328 
0. 4579 
0. 5830 
0. 6968 
0. 7916 
| 0. 8645 
0. 58165 
0. 9513 
0. 9730 
0. 9857 
0. 9928 
0. 9965 
0. 9984 
0. 9993 
0. 9997 
0. 5999 
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0. 0000 
0. 0002 
0. 0009 
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0. 0076 
0. 0180 
0. 0374 
0. 0699 
0. 1185 
0. 1848 
0. 2676 
0. 3632 
0. 4657 


| 0. 5681 


0. 664] 
0. 7489 
0. 8195 
0. 8752 
0, 9170 
0. 9469 


| 0. 9673 


0. 9805 
0. 9888 
0. 9938 
0. 9967 
0. 9983 
0. 999] 
o. 9996 
0. 9998 
0.3589 
1. 0000 
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附 表 4 上 分 布 表 
Cx 
P{litm >t in) } =a Lin) 
i 0. 20 0. 15 0. 10 0. 05 0. 025 0.01 0. 005 
|] 1. 376 1.963 3.0777 6.3138 12.7062 31.8207 63.6574 
2 1. 061 1.386 1.8856 2.9200 4.3027 6.9646 9.9248 
3 0, 978 ]. 250 1.6377 2. 3534 3. 1824 4. 5407 5. 8409 
4 0 941 1.190 1.5332 2.1318 2.7764 37469 4.6041 
5 0. 920 1.156 1.4759 2.0150 2.5706 3.3649 4.0322 
& 0. 906 1. 134 1. 4398 1. 9432 2.4469 3, 1427 3. 7074 
7 0. 896 1.109 . 1.4149 1.8946 2.3646 2.9980 3.4995 
8 0. 889 1.108 1.3968 1.8595 2.3060 2.8965 3.3554 
9 0. 883 1.100 1.3830 1.8331 2.2622 2.8214 3.2498 
10 0. 879 1.093 1.3722 1.8125 2.2281 2.7638 3.1693 
11 0. 876 1.088 1.3634 1.7959 2.2010 2.7181 3.1058 
12 0. 873 1.083 1.3562 1.7823 2.1788 2.6810 3.0545 
13 0. 870 1.079 1.3502 1.7709 2.1804 2.6503 3.0123 
14 0. 868 1.076 1.3450 1.7613 2.1448 2.6245 2.9768 
15 0. 866 1.074 1.8406 1.7531 2.1315 2.6025 2.9467 
16 0. 865 1.071 1.3368 1.7459 2.1199 2.5835 2.9208 
17 0. 863 1.069 1.3334 1.7396 2.1098 2.5669 2.8982 
18 0. 862 1. 067 1. 3304 1. 7341 2. 1009 2.5524 2.8184 
19 0. 861 1.066 . 1.3277 1.7291 2.0930 2.5395 2.8609 
20 0. 860 1. 064 1.3253 1.7247 2.0860 ^ 2.5280 2.8453 
21 0.859 1. 063 1. 3232 1.7207 2.0796 à. 5177 2, 8314 
22 0. 858 1.061 1.3212 1.7171 2.0739 2.5083 2.8188 
23 0. 858 1.060 1.3195 1.7189 2.0687 2.4999 2.8073 
24 0. 857 1.059 — 1.3178 1.7109 2.0639 2.4922 2.7969 
25 0. 856 1.058 1.3163 1.7081 2.0595 2.4851 2.7874 
26 0. 856 1.058 1.3150 1.7056 2.0555 2.4786 2.7787 
27 0. 855 1.057 1.3137 1.7033 2.0518 2.4727 2.7707 
28 0 855 1.056 — 1.3125 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633 
29 0. 854 1.055 1.3114 1.6991 2.0452 2.4820 2.7564 
30 0. 854 1.055 . 1.3104 1.6973 2.0423 2.4573 2.7500 
31 0. 8535 1.0541 1. 3095 1, 6955 2.0395 2. 4528 2. 7440 
32 0.8531 1.0536 1.3086 1.6939 2.0369 2.4487 2.7385 
33 0.8527 . 1.0531 1.3077 1.6924 2.0345 2.4448 2.7333 
34 0.8524 1.0526 1.3070 1.6909 . 2.0322 2.441] 2.7284 
35 0.8521 1.0521 1.3062 1.6896 2.0301 2.4377 2.7238 
36 0.8518 . 1.0516 1.3055 1.6883 2.0281 2.4345 2.7195 
37 0.8515 . 1.0512 1.3049 1.6871 2.0262 2.4314 2 7154 
38 0.8512 1.0508 1.3042 1.6860 2.0244 2.4286 2.7116 
39 0. 8510 1. 0504 1. 3036 1. 6849 d. 0227 2.4258 e. 71079 
40 0.8507 1.0501 1.3031 1.6839 2.0211] 2.4233 2.7045 
4l 0.8505 . 1.0498 1.3025 1.6829 2.0195 2.4208 2.7012 
42 0.8503 1.0494 1.3020 1.6820 2.0181 2.4185 2.6981 
43 0.8501 . 1.0491 1.3016 1.681] 2.0167 2.4183 2.6951 
44 0.8499 1.0488 1.3011] 1.6802 2.0154 2.4141 2 6923 
45 0.8497 1.0485 1.3008 1.6794 2.014] 2.412] 2.6898 
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附 表 5 y 分 布 表 


Mí n-40 M toD za 2n— 1 ). 


0, 05 


3. 843 
5. 992 
7, 815 
9, 488 
11. 070 


12. 592 
14. 067 
15. 507 
16. 919 
18, 307 


19. 675 
21. 026 
22. 362 
23. 685 
24. 996 


26. 296 
27.587 
26. 869 
30. 143 
31. 410 


32. 670 
33. 924 
39. 172 
36. 415 
37. 652 


38. 885 
40. 113 
41. 337 
42. 587 
43. 773 
44, 985 
46. 194 
47. 400 
48. 602 
49. 802 


90. 998 
52, 192 
53. 384 
54. 572 
55, 758 


xn) 


0. 025 


5. 025 
7.378 
9. 348 
11, 143 
12. 832 


14. 440 
16. 012 
17. 534 
19. 022 
20. 483 


21. 920 
Z3. 33T 
24. 735 
26. 119 
271.488 


28. 845 
36. 190 
31. 526 
32. 852 
34. 170 


35. 478 
36. 781 
38. 075 
39. 364 
40. 646 


41. 923 
43. 194 
44, 461 
45. 772 
46. 979 


48. 231 
49. 480 
50, 724 
51. 966 
53. 203 


904. 437 
95, 667 
56. 896 
58. 119 
59. 342 


0. 01 


6. 637 
9. 210 
11. 344 
13. 277 
15. 085 


16, 812 
18, 474 
20. 090 
2]. 665 
23. 209 


24. 724 
25, 217 
27.687 
29. 141 
30. 577 


32. 000 
33. 408 
34. 805 
36. 190 
37. 566 


38. 930 
40. 289 
41. 637 
42. 980 
44, 313 


45. 642 
46. 962 
48. 278 
49. 586 
50. 892 


52. 190 
53. 486 
904. 774 
56. 061 
07.9340 


58. 619 
59, 891 
61. 162 
62. 426 
63. 691 


0. 005 


7. 882 
10. 597 
12. 837 
14, 860 
16. 748 


18. 548 
20. 276 
21. 954 
23. 907 
25. 188 


26. 755 
28. 300 
29. 817 
31. 319 
32. 799 
34. 267 
35.716 
37. 156 
38. 580 
39. 997 


41, 399 
42. T96 
44. 179 
45. 558 
46. 925 


48. 290 
49. 642 
50. 993 
92, 333 
94, 672 


55. 000 
56. 328 
57. 646 
58. 964 
60. 272 


61. 581 
62. 880 
64. 181 
65. 473 
66. 766 
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Mix 6 下 分 布 表 


É a 
— EM GCC CCGG CC 


DUI ZI IL TEL OCT Pe Tt I2 | co 
6L'L 92'T 2ZE'L J;£'I TPIT GL 021 
62'T SE'I OPI ht SV'T 64 09 
SE'I ZP'I AF'TI IS'I P81 y8 0T 
9vY'I OS'I YvS']I ST 19'T 88 0£ 
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8Fr'IL 2S'I 9S'I 6S'I £9 g 82 
GPT £S'l GT O9'l $v9'I 6 L2 
OS^I F$S'I 89°T TI9'I S9'I 6 97 
eS'I 99'T 68'I £9'1 99'I 6 S2 — 
8S9 T ZS'I I9'I $9'[I 4Z9'T yz 
SS'I 6S5'I 29'] 99'I 69'I EZ 
S'I 09°T PoT 49'I OZA4'I "i 
6S'I z9'l 99'1 69'I ZL |t: 
T9'IL v9'[ 89'I TT PL'I oz 
£9°T 9T QOL'I PLI 9%2'I 6I 
99'T 69°T ZA4'I SA'I 8 MT 8T 
69'I ZA'I SA'I SA4'I ISI "ki 
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均值 的 上 检验 的 样本 容量 
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附 表 8 均值 差 的 :检验 的 样本 容量 
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附 表 9 秩 和 临界 值 表 
括号 内 数字 表示 样本 容量 tn D 
(2,4) (4.4) (6,7) 
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次 品 ,1 表示 正品 ， (4) S—-(G.y Ix y! c1). 


. (D ABC. (2 ABC. (3) AUBUC. (4) ABC. (5) ABC. 


(6 ABUACUBC. (7) AUBUC. (8) ABUACU BC. 


. (D PCAUBUC) —5/8, 


(2) PCAUB)=11/15, PCAB) —4/15, PCAUBU C) — 17/20, PCABO) —3/20, PCA B 
C)—7/60, P(A B UO) — 7/20. 
(3) (D PGAB) — 1/2, GD PCAB) —3/8. 


113 1 l 1 206 
. Cl) 126' (2) iz 6. (12 12 (2) 29' 7. 2431' 
(C) C) C) 
90 / M10 | 200 1 / 199 13 
(1) (89 (2) 1 BE. 2E 009.5 10. 0. 000 002 4. 
200 200 
, 记 久 为 最 大 个 数 ， P(X=1)= $, PX-2-., P{X 一 JE 
| 4 10, ] ] 1 
- 1960 13. (1) 33: (2) — 14. (120.25. (2) FE 15. 4 16. 0. 18. 
28 ] 16 
. 《1) 15 (2) ag .3 一 48' (4) — 18. (12 0.3. C25 0. 6, 
N--1 m N 
a S^ "— MINH 53/98. 
20 E 2p 196 
.3/5. 21, 2] 24. (D-2 z P Is. . (2) RR 23. 197 24. (15 0. 4, (2) 0. 4856. 
Z. 26. (12 0.785. (2) 0.372. 


. (D P(AB)=0.72. (2) PCAU B)—0.98. (3) 0,26. 

. (1) 0.57. (2) 0.0481. (3) 0.0962. (4) 0. 6864, 

. CD 必然 错 , (2) 必然 错 . (3) 必然 错 . (4) 可 能 对 . 32. p=0. 5043. 
. OO pi pepa t bia bipoebspu. (2) 2 大 十 2 入 —5p* 2p. 
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Za bi 
39. 0.8731,0.1268,0,0001. 40. E Ee! 
I X 20 5 0 


(2) X | 1 2 


4. (1) P(X—k) — p^! ,h251,2, 7. 


£5] 
(2) Piy--( | Puaq' "k=r,r ls" 
F— 


z 一 11 
(3) PIX = k) = 0.45(0.55)*! ,Rk = 1,2, ,p= > = Lit 
) Pl ) 45( )" ak p 2,PUX 2k) A 
5. (1) X ] 2 3 


$G 


(2) 


1 1 1 (3) 8/27,38/81. 
Pi 3 3 3 


6. (1) 0. 072 9. (2) 0. 008 56. (3) 0, 999 54, (4) 0. 409 51. 
7. <1) 0.163. (2) 0. 353. 8. (1) 0.321. (2) 0, 243, 
9. (120. 9 0. 349. (250. 581. (320, 590, (4)0. 343. (520, 692, 


10. (D aO 猪 对 的 概率 仅 万 分 之 三 ,此 概率 太 小 , 按 实际 推断 原理 ,认为 他 确 有 区 分 


8E 77. 
11. 0.0025. 12. (1) 0.0298. (2) 0, 5665. 13. (12 0. 2231. (2) 0, 9179. 
14. (1> 0. 2388. (2) 20. 79 分 . 


10 


5000 
15. PIX « 10) = S : ) (o. 0015)* 1 — 0. 00154, P(X x: 10) ~ 0. 8622, 


ko 


16. PL X22) 20. 0047. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


26. 


27. 
28. 


31. 


33. 


习题 答案 . 399 。 
Ü, t3, 
(0, z« 0, i. He 
(1) a Oxr«1,€02) Fix) 
l4 xc]. 10， iz.r«5, 
l, T5. 
Ü, T. 
NA 
F(x)-— P. oxra, 
Ls rc, 
(10 1 一 e ^*.(22 € ^^. (32 € ^ * —e *5, (4) 1—8 H* 4-875, (5) 0. 
1 
un lara * 
(D in 2,1,ln 六. (2) re- 
0, 其 他 . 
Ü, rcl, 
Q) F(z) 一 42(z 十 二 一 2)， l1&z«, 
l, xz. 
rÜ, tZ, 
E. Orel, 
(2) Fix)— : 
uu 1-2, 
P rz22. 
(12 A= i (2) Fr) = | 和 Pi50« T«—100) EU -Hi 
一 T = : =e H —e Hil, 
b w TD l—e Bi, t20, 
232 9 
一 一 。 44, PlY=&}= | el—e ?3) Tt R=0,1,,5,0.5167, 25. E: 
243 n 5 
(1) P(Z« X5) —0. 5328, PL —4« X«:10) 0. 9996, P( | X| 22) —0.6977,P( X53) — 
0.5. (2) c3. (3) d0. 436. 
(1) P( Xx:105) —0. 3383, P( 100— Xx:120) —0. 5952. (2) 129. 74. 
0.0456. 29, 5—31.20 30. 0. 3204, 
0, rco, 
F(x)—40.2--0.8z/30,  O0zr-—30, 
I x30. 
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E 1« ye. je. y0 
34. (1) fem (2) fyo) = 
0, 其 他 . 0， V<0， 
] cln p? 2 
—ÁÀ € y>0， 
35. (1) ZEE V 2n 
D, y0. 
| eg € UA y], 
(2) -— s nCy— 1) 
0, ysml. 
2 -ys 
€ » ; —0, 
(3) pil no 7 
0, y&0. 
1 1 3 
36. (D fro == rf y. y0. 
3 / y! 
l -ys 
——ze ^5, y>0, 
(2) fy( 9 =< Ny 
0, yx. 0. 
à 1 z2 
————À QE yskl, 一 一 ,162w«242, 
37. fy(y)—4m WwW 一 入 38. fco 8 (=) 
0, 其 他 . 0, Rt. 
9 Bl, am? 
39. faQ) = e 1%. 
fe J lOr 


1. (D 放 回 抽样 的 情况 (2) 不 放 回 抽样 的 情况 


2. (1) 


e LA 
esl es ale 


习题 答案 ` 41> 


(2) PIXY} E "PlY=2X) = 二 ,PXTY=3} 一 了 了 QPUXZ3—Y =£ 


1 3 27 à 
3, (D. (2) 4 (3) 35^ (9 3 


(2) A 5 Fo- d dé cx y le *,y20, 
a à HÀ’ E 其 他 . 0, 其 他 . 
6. 
PiYjj 
E 
8 
3 
8 
3 
8 
d. 
8 
l 
T. fxn) | 
0, 其 他 ， 
2.49 (3—4yr y), 0c yx, 
fo 
0, 其 他 ， 
8. fkGO ET rc, f ye7, y0, 
à xr 一 一 vlYy lm 
0, 其 他 ， 0, 其 他 ， 
9. (1D cH. 
2l o , 7 s 
[52 (0—2*),—-1«z«1, — y Loscysl, 
(2) med 8 fro) = 2 
0, 其 他 . 0, 其 他 ， 
10. (1) X 51 52 53 54 55 
p^ 0.28 | 0.28 0.22 0.09 0.13 
Y 51 52 53 54 55 
p? 0.18 0.15 0.35 0.12 0.20 
(2) 


P(Y —k| X—51) 


n3 
oo 
D3 
eo 
b3 
o2 
pa 
oo 
p 
S| 


n 一 目下 
11. (1) P{X 一 由 一 -一 一 0,1;2，， 


— 7. l4 "m 
Pit sut LO 


(m—0,1,2,*, 


: 402 > LE EE: 


=, B6 (6. 86)* m 


— mun -= Lt — z ar a 
(2) 3 m=0,1,2, Rt, PiX =n Y =m} = (n— m)! 4n— mem +l, $ 


n 
3 n=0,1,2,=B},P{Y=m|X=n)= ( )(o. 519" Co. 49)*77 ,m=0, 1, on 
m 
20 
(3) PiY-m x20) ( ) (0, 515" C0, 49)" ,m=0,]1,2,. ,20., 
m 


12. 


13. CD X40 yl 时， 


3 p n f 
fessi 2? E Jy xy, 
> x 取 其 他 值 . 
L 1 
342 x*, 一 一 < 了 < —, 
ford 万 Jf 
9 其 他 . 


rr yl , 


(2) £$—1«z«l "fmi 
0, y 取 其 他 值 . 


32 | 


1 
. —- <l, — ,— l, 
0, 其 他 0, H fih. 
(3) P(v24ix- 4 j)-vPv25ix-i])-. 


l 
gor ida els 
14. E d 


0, z 取 其 他 值 . 
ES 
当 Arl "fusos dis 
0. y 取 其 他 值 . 
Z, D yci/z,0« x«l, 


0. 其 他 . 


d yl, 


15. (1) fix, y) | 


1/2, Oc yl, 

(2) infu. lg&y«oo, (3) P(XY)£1/3, 
0, 其 他 . 

16. CO 放 回 抽样 时 相互 独立 ,不 放 回 抽样 时 ,不 独立 .(2) 不 独立 ， 

17. (2) X,Y 相互 独立 . 


习题 答案 * 403 - 


d qv < rl „y >0 , 
18. (D f(z,y)=4 2 
D. 其 他 . 


(2) 1— 2x [4D —4(0)]—0. 1445, 


m—3 -irt +y) 
19. f(r,y) De 


人 
Ó , T€. 
(2) 
1 Ü, zc, 
: Fy (x)= ics Srl, 
PI iL Ava l, T 
21. (OD Z— XY 的 密度 为 
zs < zl, 
fz(x)—42z—z, lzz2, 
0, A fth. 


(2) Z= XY 的 密度 为 
2(1—z}, O0 , 
fo z) « ze] 
0, 其 他 . 
1 一 e = ， Üc rl. 
22. fz(z)—«4 (e—l)e 7, zl, 


0, 其 他 . 


Te xj gts 
23. (1) cae Sr (2) fne Sor 
0, x*.0. 0, P0 
i: E 
24. avita ofa |" e 7, z>0, 
0, 其 他 . 


25. Z- X -Y 的 密度 为 
i (z—2) ar 2. 
PET | e £2 
0, 其 他 . 


26. Z— X/Y 的 密度 为 


l 
re i 


Ü, 2&0. 


« 404 » 习题 答案 


一 Inz， Ocz«l, 
27. fz (xz) = 


0, 其 他 . | 
1 Eus diete EP. ass 
29. CD ps e 0D qui C) mes LER fry(y)= 0, XA 
0, 其 他 . | | 
0, ucc, 
—— eo Yd 
(3) Fu GO = de, Sutil, 


1 一 ee “， ucl. 
30. (0.1587)*—0. 000 63. 
(1—e77^)5 20, 
0, z« 0. 
(2) 1—(C1—e *)5 —0. 5167. 


31. (1) F. (2)= | 


36. (D P{X=2|Y=2}=0.2, P(Y-3|X-0)— 4. 


V| 0 1 2 3 4 9 


(2) 
Bl O 0.04 0.16 0.28 0.24 0.28 
Ulo 10 23 3 

(3) 
f. 10.28 0.30 0.25 0.17 

(4) 


第 四 章 


2, 1,0556, 3. —. 5. 1500min. 


6. (1) ECX)— —0,2,ECX*2 —2, 8, EC(3X? F5) —13.4.. (2) EQ/OC-D)9 Xe). 


n 
n+l’ 


7. (1) ECY) —2, E(Y)=1/3. (2) E(max( X, Xs ,* X, D= 


8. 


9. 


27. 


31. 


32. 


33. 


36. 


习题 答案 


EGnini Xi , X2 7, X, —- l' 


(D ECX) —2,EC(Y) —0. (2) -i (3) 5 


(1) EQO-—. EQo- 35 ,Ec xy) - L- mE +Y) =S, 


(2) ECX)=1, E(CY)—1, ECXY) —Z. 


(0D ——" (2) Aj e, 
. 33.64 35. 12, J(a'-Fab--E). 13. 45 V. 

. "m -— |] 
. D EOG X) 7 3. (2) EOX 3X0 3. (3) EX X0 —- 1. 


.1. 146. QMD/2. 18. EOD, [s DOO - E, 


2 2 


: E(X) — af. D(X) — aff. 
EOD DOO c ES. 21. ECA) —8. 67, DA) —21. 42. 


. (ID) EY) — 7, DCY) — 37. 25. 


* 405 。 


(2) Zı ~ NC2080,65^) ,Z; ~ NCB80,1525) , PCX 2 Y) — 0. 9798, PCX --Y 1400) — 0. 1539. 


. (1) 1200,1225. (2) 1282 kg. 24. 39 $. 
. (OD E(X) -1/4, ECX/YORTERE, E[lnCXY) ]- —2, EC] Y —X|2 1/3. 


(2) pac = 6/7. 


E(X, -2X,)— —2. 
(2) 对 于 ECO ,三 种 情况 都 有 ECZ) —29. 


. (1) PiX —2, X? —2, X,—51 —0. 00203, E(X, XX,) =8, ECX; — X1) 0, 


对 于 DCZ): COX, Y 独立 , 则 DCZ)2—109,GD X, Y 不 相关 , 则 DCZ 109, 


Cii) ogy 70, 25, Jl] CovCX, Y) —1.5, DCZ) — 94. 
CD X,Y 不 相互 独立 ,也 不 是 不 相关 的 . C2 X,Y 不 相互 独立 ,但 不 相关 . 


(D X.Y 不 相互 独立 ,但 不 相关 . OD X.Y 不 是 不 相关 的 ,因而 一 定 也 是 不 相互 独立 的 . 


(5) X,Y 相互 独立 ,因此 ,X, 了 也 是 不 相关 的 ， 
EOD. E(Y) =0,Cov( X,Y) —0. 


'O0- RUNS — A 
ECX) — ECYO 6 ;CovC X,Y) 36 '0xY 一 poema 


[s (5 


"m" 
c . 34. (1) min ECW) —108. 35. AE 


p. 38. (D in 2. (2) a. 


第 五 章 


1. 0.2119, 2. (152 0. 8944, (2) 0. 0019. 3. (1) 0, 1802. (2) n= 443. 


*tE)] 


4. 0. 0787. 


. 406 > 习题 管 案 


5. 0.0062. 6. 0.1075. 7. (l) 0.0003.(2) 0.5. 8. 0.9525. 

9. (1) X—N(G.2,1. 4/52), P(X«2) —0.1515. (2) 0.0770. 

10. 1.3427 g/km. 11. (1) 0.8968. (2) 0.7498. 12. 254. 13. 1537. 
14. (1) 0.8944, (2) 0. 1379. 


第 六 章 


1. 0.8293. 
2. (120.2628, (2) PimaxiX,, X,, Xa, Xa X512715) —0, 2923, P{min{ X; s X4, X, Xio 
X; }}=0. 5785. 
3. p=0, 6744. 4. (1)C=1/3. (2) C= 3/2. 
10 
] 
5, (1) fT sr Te "Tl ) 一 — 
i igi v 2md 


6. (D P{X;, = FA: = rs" A, = ox.) = p? {1 一 p bier, 


e i79 I V pOX 4) —1/2, (2) 0.431. 


(2) (r )pa7 9) 7* k50, L2, nsn. 


(3) EGO DOO — -p — p), EC) e p p). 


7. ECX) —n, DCX) — n/5,ECS* ) 2n. 


r4 


8. DX, ,Xs ,Xi 的 联合 密度 为 一 se (2) (一 全 ceo 人， 


ng) Jra 
9. (1) p= 0.99. (2) D(S*)=2*/15. 11. 226. 3333. 
第 七 x 
1. 2=74. 002,0 —6X10^* ,s* —6. 86X 10%". 
i 矩 估计 量 为 (1) =g. (2) a= (M). (3) p= 之 . 
3. 最 大 似 然 估 计量 为 (1)8 二 一 一 一 一. (2)9 = (3) j-X 


n X; — nlnc ( ,hn xx 
i=] 


4. (1) EHEER REA. (2) 矩 估计 量 和 最 大 似 然 估 计量 均 为 站 一 


(3) 方 一 二 


£ 


5. (D c 50 的 最 大 似 然 估计 值 分 别 为 ;一 nó x— 2. 
(D c 80 的 矩 估计 量 分 别 为 一 X 一 | 二 >)(X, X» | 


1/2 H 1/2 
à- |l» xy] ! 
6. 0.499. 7. (D 由 最 大 似 然 估计 的 性 质 P{X=0}==e-7, (2) 0.3253. 


8. U-e *,R rng 二 一 n/ > ,ln zr; 2)68-1—4(2—2)0. (3) B—(3x)/m— 1. 


i=l 


习题 答案 ie ES 


10. (12 C enm (2) c= 二 12. T-T: 是 无 俩 的、 T: 较 工 JER. 


"n LE: 


nm — z LEE] h LI "TEL 一 一 
13. (2)9— Xin max{ X] »f(r X.) EG) 了 于 人 14. a "i Tnm | imm 


十 
| > 1 00 
15. EET —g tUi — n -— 1.,2,*:*,R. 


i=] Îi 


16. (1) (5. 608,6. 392). (2) (5. 558,6. 442) 
17. (1) (6.675,6.681),(6. 8X 107 5,6, 5X 1075). 
(2) (6. 661,6. 667»2,(3. 8X 10 5,5. 063X 107$). 
18. (7.4,21. 1). 
[ee 和 | 
19. o 的 置信 区 间 为 4 关上 一 一 一 ,二 G, (5.013,31. 626), (2. 239,5. 624). 


ys (n). yi- n) 


x 


20. (0.010,0. 018), 21. (—0.002,0,006). 22. (—6.04,—5.96). 
23. (0.222,3.601). 24. (0. 101,0. 244). 

25. (1) g 已 知 6. 329; oa 未 知 6. 356. (2) —0. 0012. (3) 2. 84 

26. 40527. 27. 39 ££ 3E 4 个 月 . 


FAJ 


l. 接受 H. 2. 接受 H. 3. 认为 不 合格 . 4. 认为 显著 大 于 10. 

S. 接受 Ho ,认为 这 批 钠 头 是 符合 规定 的 . 6. 拒绝 Ho. 7. 拒绝 Ho. 

8. 认为 早上 的 身高 比 晚 上 高 。 9. 拒绝 Ho AA AEBSF. 10. 接受 He. 
11. 拒绝 H, ,认为 提纯 后 的 群体 比 原 群 体 整 齐 . 12. 拒绝 HH ,认为 偏 大 ， 13. 接受 Hs. 
14. 接受 H,. 15. 接受 H.. 16. 接受 H.. 

17. 接受 H ,认为 两 者 方差 相等 ;接受 Ho ,认为 所 需 天 数 相同 . 

18. 接受 H ,拒绝 Ho ,认为 两 者 的 可 理解 性 有 显著 差异 . 19. 接受 H,. 20. n27 
21. (OD 接受 Ho. (2) n=7. 22. t- G—23)/ VA/m 1 4ol /n; >z.. 

23. 认为 服从 泊 松 分 布 。 24. $3 Ha. 25. (2) 接受 He. 26. 接受 H. 

27. 拒绝 日 , ,认为 有 显著 改变 ， 28. (1) p=0. 6419. (2) 接受 H,. 

29. 接受 H ,认为 无 显著 差异 . 30. 拒绝 H ,认为 型 号 A 比 型 导 B 使 用 时 间 长 , 
31. 接受 H ,认为 差异 不 显著 . 


32. (1) CD 取 a0, 05 时 接受 Ho GD 取 a=0.1 时 拒绝 HGD 拒绝 H, 的 最 小 显著 性 水 


平 为 0. 0808, l 
(2) p f =0. 4747. (3) p {È =0. 0271, E% H.. (4) p 0.0110. 


第 n 章 


l. 各 总 体 均 值 间 有 显著 差异 ;(6.75,18. 45),( 一 7.65,4.05),( 一 20.25 ,一 8.557. 
2. 差异 显著 ;(0.72,4.28),(2.55,6.45),(0.22,3.78)， 3. 差异 显著 4. 差异 显著 . 
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S. 差异 显著 . 6. 只 有 浓度 的 影响 是 显著 的 . 7. AZA AR B 的 影响 均 不 显著 . 
8. y—24.62874-0. 058 86x. 


9. (2) y—13. 9584 3-12. 5503x. (3) È —0.0432. (4) 回归 效果 显著 ， 
(5) (11.82,13. 28)， (6) (20.03,20. 44). {7) (19. 66 ,20. 81). 

10. (2) y— —0.1044-0, 988x. (3) (13. 29,14. 17). 

11. y= —3. 85493-4- 1. 83396x. 

12. (1) 成 绩 关于 奥运 次 数 的 回归 方程 y==9. 168 — 0. 1567, ERAR EE. 预测 值 为 
26. 82 min. . 
(2) 成 绩 关 于 年 份 的 回归 方程 为 y 105. 4826 一 0. 0392z, 回 归 效 果 显 著 . 

13. (1) y=1. 896 十 0. 53846x. (2) b 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 为 (0. 208,0. 869) 

14. y=32, 455667% 0861H 8z. 

15. y=19. 0333+ 1. 0086x —0. 020 381z*. 

16. (1) y=9, 9+0. 575x, +0. 5525 +1. 1523. (2) y=9. 9+0. 575x; 十 1. 152. 


第 十 二 章 
0, rc, 0, x«—1l, 


1 1 1 
LO F(s)e4z. O€z«LFG;D-—. -1&z«2, 


Ls rzl. l, ro. 
0, x0, — oo« e doo, 
O, zi EO, nl, 


onal, nl, 


l 
(2) F(z ai 本) 一 E 

1 

E nl, —15.244«2, 
l, m 21, X. zm. 


2. gy (D = Fx Gat Ry Ct, st) = FxCx xit rl), 


3. px CD => (16) £0, Ry :ta ) = Cl—e "* t3 yu :tz 0. 


E OR 
alti tt) 
. ux (D =a,Cy (h st) =g". 
. uv t) = ux (t) Holt), Cy Gi rt) = Cx Ct sta). 
- Ryti st) = Rx Gi Tasty ta)— Ry Gi tast) — Ry (th st ta - Rx (tst). 
« CzCt st) =o} + (tı Htr) on os Ht toi. 
. Ryti ste) = Cy (ti st) = (1+ tt oa. 
. pz) =at) ux (E) HOC) uy te), 

Cz (t st) =at Ja Cto Cx Cti sta) FEC DC) Cy (0 stts € T. 
11. (1) e^ min{t ste} 6 sta 20. (2) tit Fo minlt ste} sti st 20. 


© 060 -1 AA Un b 


(3)0: min t, Tu } IET EU. 


l. 状态 空间 1—11,2,- 


习题 答案 * 409 » 
第 十 三 章 
1 1 和 ji， 
N} s pg “PiX rU ER Q0. Slee N. 
"P 了 
] 
1/2 1/2 0 
P= H m 
l/i 1/i l/i 
l/N 1/N 1/N 1/N 


2. 状态 空间 {J=1,2,3,4,5,6). 


1/6 


1/6 
| 1/6 


1/6 
(1) "| R 


1/6 1/6 


3. 状态 空间 I-(1.2,--).5; zu 


1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 


4. 状态 空间 1—(0,1,2,, N}, 


1/6 0 2/6 1/6 1/6 1/6 1/6 
1/6 0 0 83/6 1/6 1/6 1/6 
. 2D) P= i 
: 0 0 0 4/6 1/6 1/6 
1/6 0 0 0 0 5/6 1/6 
LO 0 0 0 0 Il 
p. jitl, 
j=iy  igj71,2,-, 
o, 其 他 . 
Tg b € 
- 0 q p 0 
0 0 qg p 0 
l 0 0 0 0 0 
0 l-ai ^T 0 0 O 
0 0 l—ae a 0 0 
0 Q 0 Ü l—aw-i an-ı 
Q 0 0 0 0 1 


RH a m EA Daimler N=. 


NCN — 


9. (12 1/16. (3) 7/16. (4) 0. 3993. 


0 l 


0r1/2 1/2 
"ius uil 
1L1/3 2/3 


5 月 1 日 为 晴天 的 条 件 下 ,5 月 3 日 为 晴天 的 概 
率 为 Pw(2) 二 0, 4167;5 月 5 日 为 雨天 的 概率 
为 Pa (4)==0. 5995, 


8. m= 1 ,x= (2/3,1/3), 9. m-—2,.m$—(4/25,9/25,12/25)5. 


* 410 >» 习题 答案 


c j^! 
10. m-2,u- 1 AS (P) „j= l,2,3. 


1—Cp/g)* 
第 十 四 章 
1]. Æ. 3. 是. 
ee e Ir xL. Pm 
* " t =À * Sat = TI" 545. - 
id ” AL, ir| ——L. "a 


5. Æ. 6. ^h. 8.0D A/8,A4*/12; (2) A/8,A* /12. 

11. (2) Rxy (r) —aRx(r-7 n). 

NE TC: AE 

(G—2) 十 ] (æt) +t] 
.2 wT 


12. (1) 5. (25 Sx(w)=4| |Ha +a(wt3n)] 


* ni 
15 — 02 1. 44 Sube uer Sr ak Ry (D e - (1 4 SESE), 
2 Tw Z x 
19. Rxy C — — Rux (r) — Zr absin Qo Ts Syy Cw) = — Syy Go) = EE [Go en) ^ Gon ]. 
20. Sxy Co) —ZnuxuvÓ Ca) s Sxz Cw) — Sy Co) H 2npxpvO lw). 
选 做 习题 
3(l— p)? 
i. 30— 5) 120-2) 2. (1) 8/11. (2) 4/5. (3) 32/55. 
3. Zp(1— p). 4. HB .6/11.2,,;5/11. 
5. PCA) —1/3, PCB) —7/12., A. Bh yr. 6. (1—p)/(2— p). 
7. bis (1— p dth C1— p) pF (I~ pi) ppt bibo s. 
8. CD PCP)—PCOF|CO A PCFC p)», 
其 中 ,PC(F|Ci)= p+ P: Ps + pa Ps — Pa Pa Ps 一 Pa Pa Ps — Pa Pa ps + pe ps Pa ps， 
P(F|IC) = pi ps + p: Pa ba — Pa Pa Da bso 

(2) P(C IF -[(1—qmq—q + gg 9 9s ) ps J/ POF). 

9, 


Pi pips TOS AX prtl— p) t(1— pi) pip: (l1—£5))piC1— ph) 


11. (1) 0.632. (2) 3. 12. p—0.989 97. 13. (D i. (2) Š, 


14. 0. 5488,0. 5730. 


l 


* 411 * 


39! x0, 
15. (10 F(x2— 
rz. 
0, y< nl, 
Fy(y)= i —1lzy«l, 
l, yzl. 
A— 154A; A + 
16. = | BARS 
[A]. 车 4 不 是 整数 , 
Mer o 看 (na 十 1) 户 是 整数 ， 
[en 十 1) 芍 ]， di OF D p RR 
2/35 Occ yc, 0, y&0, 
18. fy(y2—41/3, 1zy-—2, 19. fvCy) = fy(y)= 1/2, Oc yx.l, 
0, 其 他 . I/(2y*3, l« y«oo, 
21. (1) 
(2) P(X—1J|Y 
42. 
DS 0 l 2 3 4 5 P{X=j} 
Y 
- Ae’? Je~ Me 
EA À : e 
e AM o EY 0 0 2, B 
AP e Ale? 
3 0 
"65S XA WE 31 
A! BS ALe 
4 ü 0 
AT 41 


P(X-i) 


* 412 * 习题 答案 


5. (G8) GE) 


24. (D P(Xoz,Yoy) o 70 — 2,970) e 


(2j PLUX-- Ys) me ^9 (LEA H0. 


2; (zy) LN 
25. fir, y) =443 


0,  (Gr.»€D. 
0, y0, 
FyC(y)— Ay «yin. 
l, y2M3 /2. 
-z l l 
26. (D. fr) — P ah ro oup sm 
| | 0, 其 他 
(2) 34 y—0 Wt fu czl = À wh dec 
9, 其 他 ， 
M r0 B fal = | Tar issus 
0, 其 他 . 


27. (1) 


(2) 1/2. (3) 5/6. 


METER CL TET n b-—0,1,2,*, 
28. P{X=k,Y=i}= (5)o rss MP n 


29. 1/2. 30. 0.19. 31. 66/2) — (0) —0. 4207. 
32. (1) 0. 8897. (2) 0. 2818. (3) 0. 9874, 


[SP js ETE 
ee HA K a þ ze 
0, 其 他 . 
34. f(x) Ho 0e z0, 05, 
; z) = 
0, 其 他 . 
35. (D fx GO i NÉ ^ p" y": 
" 了 一 二 一 
0, 其 他 . D, Rib. 


36. 
37. 


38. 


43. 


44. 


48, 


49, 


50. 


51. 


52. 


53. 


54, 


55. 
56. 
57. 


60. 


习题 答案 


—z/2 


(D X,Y 不 是 相互 独立 的 . C3) furr C | 


l]/y, Or, 


(4) 对 于 y>0, fral» = 其 他 . 


(5) PIX>3|Y<5)=0.030 82. (6) P( X—3|Y—51—2/5. 


(1) np. (2) nCp--a— pa). 
(1) 


b. 1/15 2/15 2715 4/15 5/15 


(2) 3/5. (3) Y—5(6,3/5) , ECY) —3. 6. 
(4) PiY«4) —0. 456, P(Y 74) —0.233. (5) ECZ) —2. 


—e 7, aecebs 
0; 其 他 . 


nr pe 2 4 
N^ 39. 14, 7. 40. Bac T1 . 4l. (1) T (2) 3 42. 0.7852. 
(2) — GA Á—— 


(3) P( X—4) —0,P( X—3)—0.316, PÍ X4) —0.684, P( X756) —0. 135. 
0， y<<0， 
0.1469. 45. (D 值 域 为 (0,0.75]. (2) Fy (09 =< y, Oz y«c0. 75, 


l L y-. To 


RC UHR EHE OA OH. 


"m "y 22 
jn = Xn = Yi mi [2705 - X» € 2o, - Y] 


:的 对 数 仆 然 方程 为 D en E -Da e 
A S n 
A 二 地 hn 


(D Lihi bD SLA 50$ I^ LC p) pi Je p pd Eb pl. 


(2) pı —0. 7150, 5 —0. 8290. 


(Do 的 最 大 似 然 估计 值 为 13/32,6 jara 5/12. (2) B—z/a. 


(2) EGO = expl - o! /2) tB h = 1l 3 Ina c ,太一 l3 dna, 一 总: 


id j=] 


(3) ECX) = 28. 3067. 


2- (4) ,其 中 T. S 2 toi ma. 


(1)ņ=214. 930. (2) p=0. 841, 


-如 一 上 | o Q2 5-1Wu 2nX 
aT mom-2 tn 2 05 vig) 


(3) hs — (17 2/2)" ,h 2, = (a/2)!^n, 


(4) ((1—2/2) "maxi X, sA o X. C50 "^ maxt X, T yata 


20393764. 7. 


T 32 
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。 414 ， 


61. 


62. 
64. 
66. 
68. 


69. 


(5) (4. 22,8. 78). 


IE BU y! m DE S e OI Bp y! = UE Cus Cr LIB P& BOR y^ >39. 364 R < 


习题 答案 


12. 401, 现 在 x —24.83 故 接受 Ho. 

认为 无 显著 差异 ,63. 拒绝 Ho ,认为 可 降低 血压 ， 

认为 是 有 偏爱 的 65. 认为 X—5(4.0. 

拒绝 Ho ,认为 春季 发 生 的 案件 数 的 均值 比 秋季 的 包 . 67. 认为 有 显著 差异 . 
(1) y—13.487--1.065z. (2) 认为 回归 效果 显著 (3)3 |.- — 27. 332. 
(4) 在 x—13 处 u(xz) 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 为 (27. 3324-1. 244). 


(5) Æ x—13 Ab Y 的 新 观测 值 Y, 的 置信 水 平 为 0.95 的 预测 区 间 为 (27. 3324- 3. 487). 


(2) y —774.0125—0. 35915x. 


(3) 回归 效果 是 非常 显著 的 


